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Vorwort zur ersten Auflage. 



In der vor vierzehn Jahren von Riemann veröffentlichten Schrift: 
yyGrundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen einer ver- 
änderlichen complexen Grösse^'*) finden sich zwei Gedanken aus- 
gesprochen, die von fundamentaler Bedeutung sind. 

Während man bis dahin bei Behandlung solcher Functionen 
ausging von einem Aiisdruck der Function, durch welchen ihr Werth 
fttr jeden Werth des Arguments definirt wird, erkannte Riemann, 
dass es für viele Untersuchungen zweckmässiger und natürlicher 
ist, die Functionen zu definiren durch gewisse MerJcmale ihrer Stetig- 
keit oder Unstetigkeit. Wenn dieser Gedanke auch nicht vollständig 
neu ist, sondern in seinen Anfängen weiter zurückreicht^ so hat 
doch Riemann zuerst sein volles Gewicht erkannt , und zuerst den- 
selben, entkleidet von aller fremdartiger Beimischung, in allgemeiner 
und zugleich bestimmter Weise ausgesprochen. 

Vollständig neu ist der zweite Gedanke. Die von Gauss an- 
gegebene Methode, die Werthe einer von einem complexen Argu- 
ment abhängenden Function auf einer Fläche auszubreiten, war nur 
anwendbar auf ßinwerthige Functionen. Riemann zeigte, dass die 
me^rwerthigen Functionen einer ganz ähnlichen Behandlung fähig 
sind, sobald man Flächen in Anwendung bringt, die aus mehreren 
über einander liegenden, an einzelnen Stellen mit einander ver- 
wachsenen Blättern bestehen, und die, was ihre nähere Beschaffen- 
heit anbelangt, abhängig sind von der individuellen Natur der ge- 
rade betrachteten Function. 

Es scheinen diese Gedanken zu Anfang wenig beachtet zu sein. 
Welcher Wirkung dieselben aber fähig sind, zeigte sich bald und 
in überraschender Weise, als Riemann dieselben in Anwendung 
brachte auf die elliptischen und Abel'schen Integrale, und als es 



*) Doctor-DissertatioD. Göttingen 1851. 



IV Vorwort. 

ihm glückte, in diesen Regionen zu einer Theorie*) zu gelangen, 
die über die früher inne gehaltenen Grenzen weit hinausreichte, 
Vieles aufklärte, was bis dahin dunkel war, und Manches vereinigte, 
was früher getrennt erschien. 

In einem Punkte scheint die Theorie allerdings mangelhaft zu 
sein. Sie zeigt, wie die ümkehrung der Aberschen Integrale, so- 
bald die Thetafunction einmal bekannt ist, mit Hülfe dieser Func- 
tion bewerkstelligt werden kann-, sie giebt hingegen keinen Auf- 
schluss über die innere Nothwendigkeit, welche von den AbeFschen 
Integralen zur Bildung jener Thetafunction hinleitet. Doch wird 
dieser Uebelstand ohne Zweifel von selber verschwinden, sobald die 
Riemann'schen Gedanken und die durch sie begründete neue An- 
schauungsweise erst in weiterem Umfange zur Herrschaft gelangt 
sein werden. 

Wie gewaltig nämlich die Erfolge auch sein mögen, welche im 
Gebiet der elliptischen und Abel'schen Integrale durch die neue 
Anschauungsweise errungen wurden, so sind sie doch nur als ein 
erstes Beispiel zu betrachten. Es giebt andere Theile der mathe- 
matischen Wissenschaft, auf welche jene Anschauungsweise wahr- 
scheinlich von nicht minder kraftvoller Wirkung sein wird. 

Dass bisher wenig geschehen, was solche Erwartungen recht- 
fertigt, hat seinen Grund darin, dass die neuen Gedanken^ und dass 
namentlich die mit diesen zusammenhängenden neuen Methoden sich 
noch nicht hinreichend Bahn gebrochen haben. 

Um mich deutlicher ausdrücken zu können, erinnere ich an die 
Diflferential- und Integral -Rechnung. Die dieser Disciplin zu Grunde 
liegenden Gedanken sind ihrem Wesen nach einfach, an Zahl ge- 
ringe. Um aber diese Gedanken benutzen zu können, bedarf es 
nicht allein ihrer Kenntniss, sondern auch eines sorgfältigen und 
mühsamen Studiums der aus ihnen entspringenden Methoden. Ebenso 
verhält es sich mit der durch Riemann begründeten neuen Dis- 
ciplin. Auch hier liegt eine weite Kluft zwischen der Eenntniss der 
einfachen Grundgedanken und zwischen der Eenntniss der sich an- 
schliessenden Methoden. 

Allerdings sind diese Methoden von Riemann entwickelt, enir 
wickelt in ansehnlichem Umfange. Wer sie aber aus diesen Ent- 
wickelungen kennen lernen will, hat einen beschwerlichen und steil 
ansteigenden Weg vor sich, von vielfach wechselnder Richtung. 

*) Biemanh's Theorie der Aberschen Functionen, und drei andere dazu 
gehörige Aufsätze in Borchardt's Journal. Band 54. 



Vorwort. V 

Eine Vorlesung, die ich im Sommersemester 1863 an der Uni- 
versität Halle über diesen Gegenstand hielt^ veranlasste mich; nach 
einem Wege zu suchen, der ein moglicht bequemes und stetiges 
Ansteigen gestattet und der zugleich in massigen Intervallen auf 
Kuhepunkte führt, von denen aus die jedesmal zurückgelegte Weg- 
strecke deutlich übersehen werden kann. Zugleich schien es, falls 
der gewählte Weg die aufzuwendende Mühe lohnen sollte, nothwen- 
dig, von Anfang an ein festes Ziel ins Auge zu fassen, und Alles, 
was zu weit ausser der so bestimmten Richtung lag, vorläufig un- 
beachtet zu lassen. Es darf daher nicht befremden, wenn in dem 
vorliegenden Lehrbuch, welches im Wesentlichen- den Inhalt der 
damals gehaltenen Vorlesung ausmacht, Manches fehlt, was an und 
für sich wichtig ist, z. B. fast Alles, was auf die Convergenz der 
Reihen Bezug hat. 

Während ich übrigens in jener Vorlesung nur bis zur ümkeh- 
rung der elliptischen Integrale vorzudringen für angemessen fand, 
bin ich gegenwärtig weiter gegangen, nämlich bis zur Umkehrung 
der hyperelliptischen Integrale. Ausserdem ist in der Zwischenzeit 
auch Manches geändert, was damals nicht anschaulich genug her- 
vortrat, oder nicht hinreichend strenge zu sein schien. 

Meiste Darstellung fusst ausschliesslich auf dem Studium der schon 
genannten Riemann'schen Abhandlungen, Erwähnen muss ich dabei 
jedoch eines Gedankens, der mir aus Rieraann's Vorlesungen durch 
mündliche Ueberlieferung zu Ohren kam, und der auf meine Dar- 
stellung von nicht geringem Einfluss wurde. Dieser Gedanke be- 
steht in der Projection der auf der HorizorUalehene ausgebreiteten 
Functionswerthe nach einer Kugelfläche hin. Ich habe dieser (wie 
ich glaube nur beiläufig) von Riemann angegebenen Projection noch 
eine zweite (die Projection von der Kugelfläche auf die Antipoden- 
ebene) hinzugefügt; und glaube, dass diese geometrischen Vorstel- 
lungen, obwohl für die Wissenschaft selber unwesentlich, für die 
erste Einführung in die von Riemann begründete neue Disciplin von 
grossem Vortheil sein werden. 

Was im Lauf der letzten Jahre (in directer oder indirecter Weise) 
durch die Schriften von- Roch und Prym über Riemann's Vorlesungen 
bekannt wurde, konnte nicht mehr von Einfluss werden auf das 
vorliegende Lehrbuch, welches damals in Plan und Anordnung be- 
reits eine ihm eigenthümliche und feste Gestaltung gewonnen hatte. 

Als meine Arbeit fast völlig zum Abschluss gebracht war, er- 
schien das schätzbare Werk von Durcge, In demselben zeigte sich 



VI Vorwort. 

Manches behandelt, was ich ebenfalls bearbeitet hatte. Manches 
auch in helles Licht gestellt, was in meiner Arbeit nur schwach 
angedeutet war oder wohl ganz fehlte. Im Ganzen erschienen Ziel 
und Anordnung des Werkes von Durege von denen des meinigen so 
wesentlich verschieden, dass ich die Veröffentlichung meiner Arbeit 
keinen Augenblick beanstandet habe. 

Ich glaube, dass die Schwierigkeiten, welche dem Verstandniss 
der Riemann'schen Abhandlungen entgegenstehen, durch das vorlie- 
gende Lehrbuch beseitigt sein werden. Ausgenommen bleibt dabei 
allerdings ein wesentlicher Punkt, welcher in meine Darstellung 
ihrem ganzen Gange nach nicht hineinpasste, nämlich die Darlegung 
und Anwendung des Dirichlet' seilen Princips. Das Wesentliche hier- 
über gedenke ich bei späterer Gelegenheit kurz zusammenzustellen. 

Solches ist inzwischen geschehen durch eine kleine Schrift, die gegen- 
wärtig (October 1865) im Druck begriffen ist, und die den Titel führt : 
Das DirichUVsche Princip in seiner Anujendung auf die Riemann'schen 
Flächen. 

Basel, Januar 1865. 



Yorwort zur zweiten Auflage. 



Während die erste Auflage nur die Theorie der elliptisehen und 
htfperelliptisehen Integrale enthält, umfasst die gegenwärtige zweite 
Auflage auch noch die Theorie der allgemeinen AbeVschen Integrale, 
Namentlich enthält sie das diesen Integralen zugehörige AbeVsche 
Theoretn, und das denselben entsprechende Jacdbi'sche Vmkehrpröblem. 

Bei dieser Ausdehnung des Werkes war es noth wendig, das 
I}irichle(sche Princip oder vielmehr die aus diesem Princip von Hie- 
niann deducirten Existemtheoreme mit in den Kreis der Betrachtung 
hineinzuziehen. Da nun das Dirichlet'sche Princip der erforderlichen 
Strenge entbehrt, und vorläufig auch keine Hoffnung vorhanden ist, 
dasselbe [etwa durch irgend welche Modification] dieser Strenge 
theilhaftig zu machen, so entstand die Aufgabe, jene Riemann'schen 
Existenztheoreme, unter Vermeidung des Dirichlet'schen Princips, auf 
irgend welchem andern Wege zu beweisen, — etwa durch die Me- 
thode des arithmetischen MittelSy unter Zuhülfenahme bekannter com- 
Unatorischer Methoden. 



Vorwort. VII 

Obwohl die Ausführbarkeit eines solchen Unternehmens kaum 
zweifelhaft sein konnte, so war es doch zu Anfang meine Absicht, 
derartig difficile Dinge ganz bei Seite zu lassen und jene [für die 
Theorie der Abel'schen Integrale unentbehrlichen] Riemann'schen 
Existenztheoreme im vorliegenden Werk, ohne weitere Begründung, 
nur rein historisch mitzutheilen, — was in der That, etwa in der 
Mitte des Werkes [pg. 238, 239] auch geschehen ist. — Inzwischen 
ist es mir nun aber gelungen, den Beweis jener Theoreme wirklich 
zu finden. Und demgemäss habe ich diesen Beweis dem vorliegen- 
Werke nachträglich noch beigefügt in den drei letzten Gapiteln. 

Der Beweis beruht der Hauptsache nach auf den bereits genannten 
Methoden. Trotzdem erforderte die wirkliche Ausführung des Beweises 
vielfache Arbeit und Anstrengung. So z. B. zeigte sich, dass jene Me- 
thoden, mit Rücksicht auf den vorliegenden Zweck , theils einer beträcht- 
lichen Vereinfachung fiüUg^ theils aber auch einer strengeren Fassung be- 
dürftig waren. Das Eine wie das Andere ist von mir dadurch erreicht 
worden, dass ich die Betrachtung einer mehrblättrigen Riemann'schen 
Kugelfläche auf die Betrachtung von lauter Kreisflächen reducirt habe. 

Demgemäss war also im vorliegenden Werk die Darlegung der Me- 
thode des arithmetischen Mittels nur für den Fall der Kreisfläche erforder- 
lich. Auch führt das auf diesem Wege erhaltene Theorem (pg. 410) so- 
fort zu zwei weiteren die Kreisfläche betreffenden Sätzen (pg. 417 und 
pg. 423), die alsdann ihrerseits eine bequeme und sichere Grundlage bil- 
den für die weiterhin in Anwendung kommenden combinatorischen Metho- 
den. Dabei sei- bemerkt, dass diese letztern von mir in zwei Kategorien 
gesondert sind, nämlich in disjunctive und adjunctive Methoden. 

Ich habe ferner noch Einiges zu bemerken über die Strenge der 
in meinem Werk gegebenen Expositionen. Der von Bie^n^xtin in 
seinen „Grundlagen" [Gesammelte Werke pg. 12] angegebene Satz: 

/S + T^)^^- -A^ ''' S + rcos V) ds 

ist von mir ungeändert beibehalten^ nämlich auf pg. 7 dieses Werkes 
von Neuem reproducirt worden, — obwohl dieser Satz der erforder- 
lichen Strenge entbehrt. Soll nämlich der Satz wirklich correct 
sein, so ist nicht allein die Stetigkeit der betreflfenden Functionen 
selber (welche von Riemann mit X, IT, von mir mit W bezeichnet 
sind), sondern überdies auch noch die Stetigkeit Hircr ersten Ablei- 
tungen nadi Xf y vorauszusetzen. So z. B. wird in meinem Werk 
die letzte Formel auf pg. 6 nur dann unanfechtbar sein, wenn so- 

wohl W selber, U)ie attch -^ längs der Linie aa stetig sind. 
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Erstes Oapitel. 
Die allgemeinen Grundlagen der Canehy'sehen Punetionentheorie. 

§ 1. 

Ueber die Anwendung geometrisoher Vorstellungen im Bereiche 

der Fxmetionentheorie. 

Dass die Functionentheorie als solche von geometrischen Vor- 
stellungen unahliängig ist, bedarf keiner Erläuterung. Wenn aber 
Gauss, Caudiy und Eiefnann geometrische Bilder und Vorstellungen 
im Gebiet der Functionentheorie nicht nur zur Darstellung bekann- 
ter, sondern auch zur Auffindung neuer Sätze mit Erfolg in Anwen- 
dung gebracht haben; so dürfte es wohl für uns gerathen sein, 
diesem Beispiel Folge zu leisten, und die Beihülfe, welche die Geo- 
metrie der Functionentheorie gewährt, wenn sie im Grunde genom- 
men auch nur eine äusserliche sein mag, nicht zu verschmähen. 

Jene von Gauss, Caudiy und Himiann eingeführten geometrischen 
Vorstellungen gehören theils i^^x Ebene, theils aber auch dem Ilaurne 
an (wie z. B. die Riemann'schen mehrblättrigen Flächen, namentlich 
aber die von ßiemanu eingeführten Kugelflächen), und verlangen 
daher zu ihrer Basis die Festsetzung irgend eines rechtwinkligen 
Axensystems {x, y, j?); wobei man die Wahl hat zwischen zwei zu 
einander incongruenten Systemen {x, y\ /) und {x", ]f\ z'\ von denen 
das eine angesehen werden kann als das Spiegelbild des andern. 

Hierbei tritt die Unannehmlichkeit ein, dass man rein (jecmie- 
irisch diese beiden incongruenten Systeme {pif, y\ z^ und {pi!\ y\ z") 
wohl von einander zu uniersdieiihn, nicht aber das eine, gegenüber 
dem andern, durch bestimmte Merkmale kenntlich zu machen im 
Stande ist. Zur Vermeidung, respective Beseitigung dieses üebel- 
standes bieten sich zwei Methoden dar. 

Die eine Methode besteht darin, dass man ein unbestimmt^ aher 
unveränderlidies Axensystem (x, y, z) anwendet, also ganz dahin 
gestellt sein lässt, welches der beiden Systeme (oi , y , z) und 

Neumaun, Ab«rscbe Intetrrale. 8. Aafl. 1 
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lx\ y\ s^') darunter yerstanden werden soU. Ist z. B. im Räume eine 
Linie L von bestimmter Richtung gegeben, und soll zwischen den 
beiden einander entgegengesetzten Rotationen um diese Linie als 
Axe; unterschieden werden, so wird man als positive Rotation die- 
jenige festsetzen können, welche zur Richtung L ebenso liegt, wie 
bei jenem der Betrachtung zu Grunde gelegten Axensjstem (z, y, z) 
die xy-Rotation zur j?'Axe. Dabei ist unter der 2;y-Rotation die- 
jenige Bewegung zu verstehen, welche die x-Axe auszufuhren haben 
würde, um durch eine Drehung von 90*^ in die Lage der y-Axe zu 
gelangen. 

Die andere Methode besteht darin, dass man wirklich ein be- 
stimmtes unter jenen beiden Systemen (x\ y z) und (x ', y\ Z') er- 
wählt, was allerdings (wie schon bemerkt) nicht rein geometriscliy 
wohl aber durch Anwendung empirisch- gegebener Objecte ausfuhrbar 
ist. So z. B. kann man die Finger der linken Hand in solcher 
Weise ausstrecken, dass der kleine Finger, der Zeigefinger und der 
Daumen nahezu aufeinander senkrecht stehen. Und man kann als- 
dann festsetzen, dass zum Axensystem (2;, y, d) dasjenige genommen 
werden soU, bei welchem die ar-Axe zur y-Axe zur j?-Axe ebenso liegt, 
wie bei jener linken Hand der kleine Finger zum Zeigefinger zum 
Daumen. 

Die zuletzt angedeutete Methode ist diejenige, welche heut zu 
Tage bei der Mehrzahl der Mathematiker üblich geworden ist, und 
zugleich auch diejenige, von welcher ich im vorliegenden Werke 
Gebrauch machen werde, wenn auch in etwas anderer Einkleidung. 
Da nämlich im Folgenden stets nur von Flächen die Rede sein wird, 
so erscheint es zweckmässig nur zwei^ und zwar in der gegebenen 
Fläche liegenden Axen x und y einzuführen, daneben aber, als Sur- 
rogat für die positive ^r-Axe, eine bestimmte Seite dieser Fläche als 
die dt)ere festzusetzen. 

§ 2. 

Ueber die positive Umlaofong einer Fläche, deren obere Seite in 

bestimniter "Weise festgesetzt ist. 

Auf der Horizontalebene sei irgend ein Gebiet % (z. B. ein 
Kreis oder eine Ellipse oder ein Quadrat u. s. w.) abgegrenzt. Ein 
Mensch, welcher auf der Horizontalebene fortschreüft, hat, wenn 
er diese Fläche 8[ längs ihres Randes umwandem'^^ill , die Wahl 
zwischen zwei einander entgegengesetzten Richtungen. Je nachdem 
er sich für die eine oder die andere entscheidet, wird er während 
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seiner Wanderung die Fläche 21 entweder beständig zur Linken oder 
beständig zur Rechten haben. Wir setzen Folgendes fest: 

Diejenige Richtung, in welclier man am Bande und auf der 
oberen Seite einer gegebenen Fläche fortgehen muss, falls fnan die 
(1.) Fläche selber beständig zur Linken haben will, soll die positive Rich- 
tung ihres Randes, und die Wanderung^ welcJie man alsdann atisfuhrt, 
eine positive Umlaufung der Fläche genannt werden. 

Diese Definition ist unmittelbar auch auf den Fall anwendbar, 
dass die Fläche mehrere Randcurven besitzt. Sind z. B. in der 
Horizontalebene zwei concentrische Kreis- 
flächen ^ und (£' gegeben y und zwar ^ 
grösser als (£', und bezeichnet man die zwi- 
schen den beiden Kreisperipherien liegende 
ringförmige Fläche mit 31: 

so ist die positive ümlaufung der Fläche © 
durch den Pfeil s, ebenso die positive üm- 
laufung der Fläche S' durch den Pfeil s' 
dargestellt. Hingegen wird iie positive üm- 
laufung der ringförmigen Fläche 21 nicht durch s und s\ sondern 
durch s und 6 dargestellt sein. Denn in der That sind s und 6 die- 
jenigen Richtungen, in denen man die beiden Randcurven von 21 zu 
durchwandern hat, falls man dabei das angrenzende Gebiet dieser 
Fläche 2t stets zur Linken haben will. 

Will man also den ganzen Rand der ringförmigen Fläche 21 
positiv durchlaufen, so hat man zuerst den Rand der grössern Kreis- 
fläche (S positiv (d. i. in der Richtung s) sodann aber den Rand der 
kleinern Bjreisfläche S' negativ (d. i. in der zu s' entgegengesetzten 
Richtung 6) zu durchwandern. 

lEi^n. auf der Horizontalebene markirter Punkt kann als eine 
unendlich kleine Kreisfläche angesehen werden. Demgemäss soll 
unter der positiven Umlaufung des Puyiktes diejenige verstanden wer- 
den, bei welcher jene kleine Kreisfläche in positiver Richtung um- 
laufen wird. 

Lässt man eine gerade Linie um ihren festen Ausgangspunkt in 
solcher Weise rotiren, dass sie dabei beständig in der Horizontal- 
ebene bleibt, so soll diese Rotationsbewegung eine positive genannt 
werden, sobald die einzelnen Punkte der Linie um jenen festen Punkt 
in positiver Richtung herumlaufen. Hieran schliesst sich unmittel- 
bar eine gewisse Festsetzung, die wir in Betrefi* des auf der Hori- 
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X 



y 



v^ 



zontalebene anzuuehmenden Coordinatensjstems machen; es ist fol- 
gende : 

Das Coordinatensystem soll stets der Art beschaffen gedacht tverden, 
(2.) dafs die x-Axe einen Winkel von 90^ zu be- y 
schreiben hat, falls sie durch eine positive Bota- 
tion um den Anfangspunkt in die Lage der 
y-Axe gelangen will. 

Man kann übrigens nachträglich diese 

Festsetzung auch so einkleiden : Die beiden Axen 

des Coordinatensystenis sollen stets so zu einander 

(3.) liegen, dass der im Anfangspunkt auf der oberen 

Seite der Fläche Stehende und in der Richtung der x-Axe Fortsehende 
die y-Axe mit ausgestreckter Linken markirt*\ 

Ganz analog ist diejenige Beziehung, welche [nach (1.)] bei einer 
gegebenen Fläche % zwischen der posi- 
tiven Randrichtung s und der auf diesem 
Rande errichteten iunern Normale n statt- 
findet. Denn der auf der obem Seite der 
Fläche Stehende und in der positiven Rich- 
tung s ihres Randes Fortsehende hat ja 
ebenfalls die Fläche selber, mithin auch die 
auf dem Rande errichtete innere Normale 
n zur Linken. Also der Satz: 

Versteht man bei irgend einer Fläche unter s die positive Richtung 
(4.) des Randes, ferner unter n die auf dem Rande errichtete* innere Nor- 
male, so liegt jederzeit s zu n wie x zu y, d. i, wie die x-Axe zur 
y-Axe, 

Die meisten der hier angestellten Betrachtungen und Fest- 
setzungen sind unmittelbar übertragbar auf den Fall krummer Flär 
dien, wobei jedesmal vorauszusetzen ist^ dass eine bestimmte Seite 
der gegebenen krummen Fläche als obere Seite bezeichnet wird. 
Nimmt man z. B. (wie später stets geschehen wird) bei der Kugel- 
fläche die Aussenseite zur obem Seite, so wird unter der positiven 
Umlaufung einer gegebenen Kugelcalotte diejenige zu verstehen sein, 
in welcher man auf dieser äussern oder obem Seite den Rand der 




*) Fiigt man schliesslich zu diesen beiden Axen x und y als dritte Axe, 
nämlich als z-Axe, noch das im Anfangspunkt auf der oberen Seite der Fläche 
errichtete Perpendikel hinzu, so erhält man dasjenige Axensystem {x, i/, z)j welches 
zu Ende des vorhergehenden Paragraphen mittelst der linken Hand definirt 
worden ist. 




Allgemeine Grundlagen. 5 

Calotte zu durchwandern hat^ falls man dabei die Calotte beständig 
zur Linlcen haben will. 

§ 3. 
Über gewisse Curven- resp. Kand-Integrale. 

Auf der Horizontalebene sei ein bestimmtes Coordinatensystem 
X, y festgesetzt. Ferner seien F= V(Xy y) und W= W{xy y) beliebig 
gegebene Functionen. Denkt man sich nun auf 
der Horizontalebene irgend eine Curve AB 
gezeichnet, so ist unter dem über diese Curve 
erstreckten Integral 

B 

(1-) fWdV 

A 

bekanntlich der Ausdruck zu verstehen: 

(2.) w,,{y, - F.) + w,,{y, - n) + 

Dabei bezeichnen 1, 2, 3, 4 — a, /3, — die auf einander folgen- 
den Punkte der Curve. Was ferner die F^, Fg, • • • • und W^^, 
TF28, * * * * betrifft, so ist unter Vp der Werth von V im Punkt p, 
andererseits imter Wpq der Werth von W in irgend einem Punkte 
ztmschen p und q zu verstehen. 

Bemerknng. Sind V = V{x, y) und W = W{x, y) längs der gege- 
benen Curve AB eindeutig und stetig, so hat das durch (1.) respective (2.) 
definirte Integral einen bestimmten endlichen Werth; wie man solches nach 
bekannten Methoden zu beweisen im Stande ist. Den Beweis dieses Satzes 
und ähnlicher Sätze hier wirklich mittheilen zu wollen liegt ausserJi^Ub der 
Grenzen, welche der Verfasser im vorliegenden Werke sich gesteckt hat. 

Man kann das Integral von WdV über die gegebene Curve 
nach Belieben entweder von A nach B, oder von B nach A er- 
strecken. Bezeichnet nun aß [vgl. die vorstehende Figur J ein be- 
liebiges Element der Curve AB, so werden die allgemeinen Glieder 
dieser Integrale 

B A 




fWdV und jWdV 

A B 



respective lauten: 

Waß{y^-Va) und Wa(i{Va-Vß), 

mithin entgegengesetzte Werthe haben. Hieraus folgt, dafs die beiden 
Integrale selber ebenfalls entgegengesetzte Werthe besitzen. Es ist also: 
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(3.) fWdV + fWdV=0, 

i B 

Wir wollen jetzt das Integral (1.) für den Fall einer näheren 
Untersuchung unterwerfen, dass die gegebene Integrationscurve AB 
eine in sich zurücklaufende ist. Und zwar werden wir hierbei zu 
Anfang voraussetzen, dass V identisch mit x oder y sei, nämlich 
mit folgender Aufgabe beginnen. 

Es sei 21 eine auf der Horizontalebene belielng gegebene Fläche, 
und W = W{Xyy) eine Fundion, die auf 21 überall eindeutig und 
stetig ist Es soll das über den Band von 2t in positiver Bichtung 
hinerstreckte Integral 

(4.) /^ Wdx = TT,, (x, - X,) + W^ («3 -x,) + --- 

untersucht werden. 

Es seien a, a und 6, ß diejenigen Punkte, in^ denen der Rand 
der Fläche 21 von irgend zwei zur y-Axe parallelen, und einander 
unendlich nahen Linien ge- . 
schnitten wird. Der den bei- 
den Elementen ab und ßa ent- 
sprechende Hieil des Integrales 
(4.) lautet alsdann: 

(a.) T = Waö (x, ^ Xa) 

-f- Wafi (Xa — X(i\ 

Bezeichnet man nun den posi- 
tiven Abstand der beiden Pa- 
rallelen aa und bß von ein- 
ander mit dx, so ist offenbar 
Xö — Xa = dx, und ebenso .r^ — Xa = dx] so dass man erhält: 

(b.) T={Waö- Wati)dx. 

Wab ist der Werth von W in einem beliebigen Punkte zwischen a 
und b, und kann daher z. B. durch Wa ersetzt werden; ebenso Wa{i 
durch Wa- Somit folgt: 

(C.) T=(Wa- Wa)dX, d. i. = - {Wa — Wa)dx. 

Nun kann aber die Diflferenz Wa — Wa, weil W auf 2t, mithin 
auch längs der Linie aa eindeutig und stetig ist, in folgender Weise 
dargestellt werden: « 




Wa-Wa^f^dy, 
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die Integration hiuerstreckt über alle Elemente dy der Linie aa. 
Somit folgt aus der Formel (c): 



a 



(d.) T^-f^dxdy, 



a 



die Integration erstreckt über alle Flächenelemente dxdy des zwi- 
schen aa und hß gelegenen Flächenstreifens, 

Denkt man sich in dieser Weise sämmtticJie Theile T des In- 
tegrals (4.) berechnet, und air diese Theile zusammenaddirt, so er- 
hält man schliesslich für jenes Integral den Werth 



(5.) f^Wdx^-ff^^dxdy, 

wo die Integration rechter Hand sich ausdehnt über alle zur Flädie 
?[ gehörigen Flächenelemente dxdy. 

Stillschweigend haben wir bei Ableitung dieser Formel (5.) 
vorausg'esetzt, die Fläche 31 besitze nur eine Randcurve, überdies 
auch noch vorausgesetzt, dass diese eine Randcurve von jedweder 
zur f/-Axe parallelen Linie immer nur in zwei Punkten getroffen 
werde. Wie nun aber die Fläche 31 auch beschalBFen sein mag, stets 
wird man sie durch irgend welche Linien 6 in kleinere Stücke zer- 
legen können, deren jedes jenen Voraussetzimgen entspricht. Dem- 
gemäss wird also die Formel (5.) correct sein für jedes dieser ein- 
zelnen Flächenstücke. Addirt man aber alle so sich ergebenden 
Formeln zusammen, so wird man, weil [zufolge (3.)J die den Curven 
6 zugehörigen Integraltheile sich gegenseitig zerstören, wiederum 
zu einer Formel gelangen von der in (5.) angegebenen Gestalt. 
Also der Satz: 

Ist die Function W = W{x, y) auf einer gegebenen Fläche 81 
eindeutig und stetig, $o gut die Formel: 

(6.) f^^^^-Sf^Tv^'^^y' 

wo die Integration links über sämmtliche Bandcurven von 8 und 
zwar über jede in ihrer positiven Richtung erstreckt ist, wehrend die 
Integration rechts über sämmtlidie Flädienelemente dxdy der Flädie 
% sich ausdehnt. 

In ganz analoger Weise ergibt sich nun andererseits auch fol- 
gende Formel: 

(7.) f^Wdy^+ff^^dxdy, 



8 
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wobei über die Integrale links und rechts dasselbe m betnerlcen ist, 
une bei (6.). 

Bemerkimg. Das Integral linker Hand in der vorletzten Formel (6.) 
lautet: 

J = f Wdx. 

Dasselbe ist positiv binerstreckt zu denken über den ganzen Rand der 
gegebenen Fläcbe $1, und wird also eine 
Summe von n Integralen sein, falls ^ im 
Ganzen n Randcurven besitzt. Versteht man 
z. B. unter 5( die schon froher besprochene 
ringförmige Fläche, welche in beistehender 
Fi^r von Neuem dargestellt ist, so wird 
jenes J eine Summe zweier Integrale sein, 
deren eines über die äussere Randcurve 
in der Richtung 8, und deren anderes über 
die innere Randcurve in der zu s' entgegen- 
gesetzten Richtung 6 hinläuft. 

Genau dasselbe gilt von dem Integral 
linker Hand in der letzten Formel (7.). 

Genügen [7= U{x,y) und F= V{x,y) den an W gestellten 
Anforderungen, so ist nach (6.) und (7.): 







und folglich 



f^Ud. + Vdy) = -jJJ^- - II) ä.dy. 

Demgemäss erhalten wir folgenden Zusatz: 

Sind die Functionen U == U{x, y) und V = V{x, y) auf einer 
gegebenen FläcJw 81 eindeutig und stetig y und setzt man überdies 
voraus, dass der Aufdruck 

(8.) Udx + Vdy 

ein vollständiges Differential sei, dass mithin U und V der Bedingung 

/) TT /) V 

g-= -g— entspreclienj so tvird das über sämmtlicJie Bandcurven von 
31 in positiver Richtung erstreckte Integral 
(9.) / (Udx + Vdy) stets = sän. 

Wir wollen jetzt annehmen U= U{x, y) und F= F(a:, y) 
wären von solcher BeschafiFenheit, dass nicht nur U, V selber, son- 
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dV dV 

dern auch -k— und -k- auf 21 eindeutig und stetig sind. Alsdann 

können wir die Formel (6.) z. B. anwenden auf W = U ^ , ebenso 

dV 
(7.) auf W= U-^, und erhalten hierdurch: 

r U'^dx=- ff i^JLlI^ufPldxdy, 

t/ 21 ox JJ<^\dy dx ' oxoy/ ^ 

mithin durch Addition: 

f UdV^ ff P/ 'J - f |r)d^dy. 
t/ 2f t/«/ 5j\e?x {)y oy ox/ ^ 

Also der Satz: 

Sind die Functioneti U = U(Xy y) und V = V{Xj y) auf einer 

gegebenen Fläche 21 eindeutig und stetig, und gilt Gleiches auf % 

dV dV 

auch von -g— und o— , so findet die Formel statt: 

(10.) J^u^^=Jj^{j^ jy - dy j^) ^^^y ^ 

wobei über die Integrationen links und rechts dasselbe zu wiederJiolefi 
ist, wie bei (6.). 

§ 4. 
Die oomplexen Grössen. 

Sind X, y reelle Grössen und ist i = Y — 1, so heisst (x -\- iy) 
eine complexe Grösse. Gleichzeitig heissen alsdann x und y die bei- 
den Componenten dieser complexen Grösse. Die complexeu Grössen 
begreifen als specielle Fälle in sich sowohl die reellen^ wie die rein 
imaginären Grössen. In der That reducirt sich der Ausdruck (x + iy) 
für y = auf das reelle x, und für a; = auf das rein imaginäre iy. 

Sind irgend zwei complexe Grössen (x + iy) ^^^ (^i + '^Vi) 
einander gleich, so folgt daraus, dass ihre Componenten einzeln ein- 
ander gleich sind. Denn aus 

ergiebt sich: {x — a^i) = i(yi— y), oder, falls man zum Quadrat erhebt: 

{X - x,Y + (y - y,y = 0. 
Und hieraus folgt, weil Xy y, x^, y^ reell sein sollen, sofort: 

X = Xi und y •= y^, Q. e. d. 
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Zwei covnplexe Grössen Jcöfinm also nur dann einander gleidi sein, 
wenn Hire Comjxmenten einzeln einander gleich sind. Mit andern 
Worten: Ist der Werth einer complexen Grösse js = {x -\- iy) gegeben, 
so sind hierdurch die Werthe ihrer beiden Componenten x und y bereits 
mitbestimmt. Umgekehrt wird, wenn x und y gegeben sind, hier- 
durch auch der Werth von z = {x '\- iy) bestimmt sein. DemgemaXs 
kann man jede complexe Grösse z = {x '\- iy) geometrisch durch 
einen Punkt darstellen, dessen Coordiuaten x und y sind. 

§ 5. 
Funotionen eines oomplexen Argumentes. 
Ist irgend eine Function zweier Argumente: 

F==F{x,y) 

gegeben, so kann dieselbe stets als Function eines einzigen Argu- 
mentes angesehen werden. Setzt man nämlich 



z = x '{' iy, wo i = Y — 1, 

so werden durch Angabe des Werthes von z die Werthe von x und y, 
und folglich auch der Wei-th von F bereits mitbestimmt sein; sodass 
also F lediglich von z abhangt. 

Dabei ist indessen stillschweigend vorausgesetzt, x und y seien 
reelle Variablen. Denn denkt man sich x und y als complexe Grös- 
sen, so sind offenbar durch Angabe des Werthes von z = x -\- iy 
die Werthe von x und y noch Iceineswegs mitbestimmt. 

Wir wollen nun in der That für x und y irgendwelche com- 
plexe Grösse ^ = x -\- ix^ und tj = y -j- iy^ substituiren und fol- 
gende Frage uns vorlegen: Weklhc Beschaffenheit muss die Function 

F = F{l,ri) = F{x + ix„ y + iy,) 

besitzen, wenn dieselbe nur von dem einen Argument (5 + iifi) ab- 
hängen soll? 

Giebt man den complexen Variablen 5? ^ irgend welche Zu- 
wüchse di,, dri, so lautet der correspondirende Zuwachs von F: 

oder, ein wenig anders geschrieben: 

■'^ = (W + 4f ) ^^4^ + (^ - ^ If ) '^.^ • 

8oll nun F nur von dem Binom (^ + iri) abhängen, so muss dF 
stets = sein, so lange dieses Binom ungeändert bleibt, also stets 
= sein, so lange (dj + idvi) = bleibt. Dieser Anforderung 
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aber wird offenbar, wie die vorstehende Formel zeigt, nur dann ent- 
sprochen werden, wenn F der Bedingung Genüge leistet: 

dF , .dF ^ 

Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Theorem. — Sind S ufid rj complexe Variable, so toird eine 
Function van der Form: 

(1.) F = F(g, n) 

stets und nur dann eine Function von (5 + ir^) sein, wenn sie der 

Bedingung entspricht: 

dF , .dF ,. 

Solches constatirt, gehen wir jetzt erst zu dem Fall zweier 
reellen Argumente x, y über, indem wir dabei folgende, durch ihre 
Einfachheit sich empfehlende Definition an die Spitze stellen: 

Definition. — Sind x und y zwei reelle Variable, so soll jede 
Function von der Form 

(2.) F = F(x, y) 

eine Function von (x + iy) genannt werden, sobald ihre Beschaffen- 
heit von soldwr Art ist, dass sie diesen Namen verdient hei unum- 
schränkter, d, i. complexer Variabilität von x und y. 

Uebrigens kann man dieser Definition , auf Grund des Theorems 
(1.), auch folgende Fassung geben: 

Dieselbe Definition in etwas anderer Form. — Sind x und y 
zwei reelle Variable, so soll eine Function von der Form 

(3.) F=F{x,y) 

stets und nur dann eine Funktion von {x + iy) genannt werden, wenn 
sie der Bedingung Genüge leistet: 

dF . .dF ^ 

ox ' oy 

Etwas stärker accentuirt als diese Riemann'sche Ausdrucksweise ist 
die Cauchy'sdie, von der hin und wieder ebenfalls Gebrauch gemacht 
werden soll. Cauchy bezeidinet nämlich Functionen von (x + iy)f g^^o.^ 
in demselben Sinne une sie hier definirt sind, als monogene Func- 
tionen von (x + iy), 

Beispiele. — Dass Ausdrücke, wie 

sin {x + iy), cos {x + iy), e^"*"*^, log (x + iy) etc. etc. 

als Functionen von {x + •y), oder nach Cauchy als monogene Functionen 
von {x 4* iy) zu bezeichnen sind, unterliegt nach diesen Definitionen [vgl. 
namentlich (2.)] keinem ZweifeL 
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HiDgegen wird ein Ausdrack von der Form 

F = Ax^ + ^Bxy + Cy«, 

wo A^ B, C Constanto sind, im Allgemeinen keine monogene Function von 
{x -\- iy) sein. Soll der Ausdruck auf diesen Namen Anspruch erhalten, 
so muss noch (3.) die Bedingung erfüllt sein: 

dF,,dF ^ 
ox ' cy 
d. i. die Bedingung: 

{Ax + By) + i{Bx + Cy)=^0, 
d. h. es mufs 

A + iB ^0 und B -\- iC = 0, 
mithin 

B — xA und C^iB =- — A 

sein. Alsdann aber nimmt F die Gestalt an: 

F = A{x^ + 2ixy - y«), d. i. = ^ (a; + xyY, 

also in der That die Gestalt einer monogenen Function. 

Es sei F irgend eine gegebene Function von (x + iy), oder, 
nach der Cauchy'schen Nomenclatur, eine monogene Function von 
(x + iy); so dass also [vgl. (3.)J die Gleichung stattfindet: 

dF . ,dF ^ 

(4.) ä^ + *ä^ = ö- 

Wir wollen nun annehmen, es sei gelungen, diese Function in die 

Form zu versetzen: 
(5.) F^U+iV, 

wo f/= U{x,y) und V =V{x,y) irgend welche reelle Functionen der 
reellen Variablen x, y vorstellen. Substituirt mau diesen Werth (5.) 
in (4), so folgt: 

(6.) '_(5^+_ir>+i?(^_o,. 

oder, was dasselbe ist: 

Und hieran« folgt weiter 

(8.) -^ -^- = und -K — h -ö— = 0. 

^ ^ ox oy oy * ex 

Also der Satz: Gelingt es, eine von (x -j- iy) (ihJiängefide Func- 
tion F, oder, scJiärfer ausgedrückt, eine monogene Function F von 
{x + iy) in die Form zu versetzen: 

(9.) F=U+iV, 

wo U = lJ{Xyy) und F= F(a:,y) irgend tvelche reelle Fufictionen der 
reellen Variablen x, y vorstellen, so u^erden diese U, V stets den 
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beiden Differentialgleichungen Genüge leisten: 

(9.a) |^-'/ = und |^ + |^ = 0. 

ox öy oy ' ox 

Beispiele. — Setzt man: 

(A.) F^{x + iy)\ d. i. = [x^ - y^\ + i [2ajt/], 

80 ist ofiPenbar U =^ x* — y* und F = 2a:t/. Und diese beiden Functio- 
nen entsprechen in der That den beiden Gleichungen (9.a). 

Setzt man femer, indem man unter a und h irgend zwei reelle Con- 
stanten versteht: 

(B.) F={a + ib) (X + iy)\ d. i. (a + ih) ([«» - t/T + i [2xy]), 

oder, was dasselbe ist: 

F = [a(x^ -y^-h (2a;y)] + i [h{x^ - y») + « (2rcy)], 

so ist offenbar: 

^ = a (ir* — y*) — 2&a;y, 

F = & (a;* — t/*) + 2aicy. 

und man überzeugt sich leicht davon, dass diese Ausdrücke U^ V den 

Gleichungen (9.a) entsprechen. 

Setzt man femer 
(C.) F= sin(a: + iy), 

so erhält man: 

U = \{e^ + e~'^) sin o?, 

r====^(cy — c~y) cosa;, 

d. i. Ausdrücke^ die wiederum den Gleichungen (9.) entsprechen. 

Man kann den letzten Satz auch umkehren. Entsprechen näm- 
lich irgend zwei Functionen U = ü(x,y) und F=F(a;, y) den bei- 
den Gleichungen (8.), so folgt hieraus, indem man rückwärts von 
(8.) zu (7.) zu (6.) geht: 

d{U+iV) - djU+iV) ^^ 
dx ~^ dy ' 

also, falls man (?7+iF) mit F bezeichnet: 

dF . .dF ^ 
ox ' oy 

Zufolge der Definition (3.) ist daher dieses F eine Function von 
(x + iy)' Also der Satz: 

Sind ü = U(x, y) und V = V(x, y) irgend loelche reelle Functio- 
nen der reellen Variablen x, y, und weiss man^ dass diese Functio- 
nen den beiden Differentialgleichungen 

(10.) ^ A =0 und -^ — r ö— = 

^ ^ ox oy oy ^ ox 
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Genüge leisten^ so wird das Binom 

F= U+iV 

eine Function von (x + iy), oder, schärfer ausyedrückty eine monogene 
Function von (x + iy) sein. 

Nachträgliches. — Abweichend von der in (2.), (3.) adoptirten 

Bezeichnungsweise, konnte man, falls x, y reelle Variable sind, jed- 

. u?ede Function derselben 
(11.) F='F{x,y) 

als eine allein von {x + iy) abhängende Function auffassen, wie 
solches sich ergiebt auf Grund der zu Anfang dieses Paragraphs 
angestellten einfachen Ueberlegung. 

Und dies ist in der That die Cauchif^che Auffassungsweise. 
Cauchy nennt nämlich jedwede Functioti F{x, y), von wddier Beschaf- 
fenlieit sie <iuch sein mag, eine Function von {x + iy), tind unterschei- 
det dabei, je nachdem dieselbe der Differentialgleidiung 

Geniige leistet oder nicht, zwei Fälle. Im erstem Falle nennt er die 
Function, wie hei (3.) sclion bemerkt ivurde, monogen, im letjstem 
nichtmonogen, 

um auf die betreflPenden Cauchy'schen Betrachtungen näher ein- 
zugehen, markiren wir auf der Horizontalebene den Punkt z und 
irgend einen Nachbarpunkt z + dz, d. i. diejenigen Punkte 

z = X + iy und z '■\' dz = {x + dx) + ^ (y + dy), 

deren Coordinaten x, y und (x + dx), (y + dy) sind, und bilden 
sodann den Differentialquotienten 

de' 

Der Zähler dF dieses Quotienten repräsentirt den Unterschied der- 
jenigen beiden Werthe F und F + ^^9 welche die betrachtete 
Function F(x, y) in jenen beiden Punkten z und z -\- dz besitzt^ 
und drückt sich also aus durch die Formel: 

,„ dF , . dF . 
oder, was dasselbe ist, durch die Formel: 
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Hieraus folgt^ falls man durch de = (dx + idy) dividirt: 
dF 1 /dF .dF\ . 1 /dF , .dF\ rdx ^ idy 
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dz 



1 /dF dF\ 1 /dF dF\ r dx^idy -] 

~ 2 \dx dyj • 2 \dx ^ dy) [dx + idy] 



x^dx 



Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Bruch hat aber eine 
einfache geometrische Bedeutung. Be- 
zeichnet man nämlich die Polarcoordina- 
ten des Punktes fs -^^ dz in Bezug auf 
den Punkt z mit q und -Ö-, so ist 

dx = Q cos d'y 

dy = Q sin -Ö*, 
mithin 

dx + idy = Q€^^'^, 

> 

dx — idy = Q(^*^ j 
sodafs also jener Bruch == c^'^ wird. 




Somit erhält man: 



(13.) 



dF 
dz 



-^ 2\dx * dy) ^ 2\dx ^^ dy) ^ 



dF 



Der Dififerentialquotient -j- dependirt also nicht nur von dem 

eigentlich betrachteten Punkte z ^= {x -^^ iy), sondern hängt überdies 
auch von dem Azimuth d' des bei seiner Bildung benutzten Nach- 
barpunktes ab, und wird daher, je nach der zufälligen Wahl dieses 
Nachbarpunktes, jedesmal einen andern, im Ganzen also miendlich 
viele Werthe besitzen; es sei denn, dass der in (13.) im letzten Gliede 

enthaltene Ausdruck 

dF dF 

dx ' dy 
= wäre. Denn in diesem Falle reducirt sich der Ausdruck (13.) auf 



(14.) 



dF 
dz 



"" 2 \dx * dy) 



(15.) 



d. i. auf einen von ^ unabliängigen Ausdruck. Man gelangt daher, 
mit Rücksicht auf die in (12.) gegebene Definition, zu folgendem Satz: 
Ist die vorgelegte Function 

F = Fix, y) 

eine monogene Function von {x + iy) «*>wi setzt man (x + iy) = z, 
so icird der Differentialquotient 

dF 

dz 
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unabhängig sein von der Wahl des hei seiner Bildung angewandten 
Nachbarpunktes z + dz*). 

Ist hingegen jene Function eine nichtmonogene Function von 
{x + iy) oder z, so tvird der genannte Differentialquotient wesentlich 
abJiängen von dem Azimuth des NacJibarpunktes z -{- dz, also von der- 
selben unendlichen Vieldeutigheit sein, wie dieses Azimuth. 

Man kann also, falls man will, die Eintheilung der Functio- 
nen F = F(x, y) in monogene und nichtmonogene basiren auf das 

d F 

Verhalten des DifiFerentialquotienten ,-• Und thut man dies, so 
erhält man die eigentlictie CaucJiff'sche Definition dieser BegriflFe. 

§ 6. 
Ueber Curven-Integrale soloher Fnnotionen, die von einem com- 

plexen Argument abhängen. 

Unter dem über eine gegebene Curve AB erstreckten Integral 

JWdV 

A 

haben wir [pg. 5] den Ausdruck verstanden : 

+ Wa^ {V^ - F«) + . . . . 
Demgemäss wird, falls irgend zwei von 

z = {x + iy) 

abhängende Functionen f{z) und (p{z) ge- 
geben sind, unter dem über die Curve AB 
erstreckten Integral 

(1.) SMdq>{z) ^' 

A 

folgender Ausdruck zu verstehen sein: 

(2.) A2 (9>2 - 9^1) + /23 (9^3 — 9^2) + /«/*(9>/=^ - 9^«) + » 

wo die Indices dieselbe Bedeutung haben sollen wie früher [p. 5]. 

. 3 T^ 

*) Es würde nicht correct sein, zu sagen, das» -^ (in diesem Falle der 
mayiogenen Function) in jedwedem Punkte s immer nur einen Werth habe. Denn 
es kann z. B. ^, _ Vi +"i^ = Vz 

sein. Und dann wird -j- , ebenso wie F selber, in jedem Punkte z zwei Werthe 





iZ 



besitzen. 
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(3.) 



Für ein solches Integral gilt wiederum [vgl. (3.) p. G] die Formel: 

Jf{z)d<p{z) + ft\z)dq>{s) = 0.' 



n 



(4.) 



D. h, das Integral besitzt entgegengesetzte Werthe, wenn man dasselbe 
über eine gegebene Curve AB das eine Mal von A nach B, das andere 
Mal umgekehrt von B nach A erstreckt. 

Man kann sich die Aufgabe stellen, ein solches Integral, falls 
die Functionen f{z) und (p{z) nebst der Curve gegeben sind, wirk- 
lieh zu berechnen. Und hierbei wird es angemessen sein, mit fol- 
gendem einfachen Beispiele zu beginnen. 

In der Horizontalebene sei eine Kreisfläche 6 gegeben vom 
Radius ü und mit dem Mittelpunkt c = (a + i^)- Di^ peripheri- 
schen Punkte derselben mögen mit z = {x -{- iy) bezeichnet werden. 
Es soll das in positiver Richtung über den Rand dieser Kreisfläche 
erstreckte Integral 

J=S^{^-cydz 

berechnet werden. Und zwar sei n eine gegebene positive oder ne- 
gative ganze ZaJü. 

Bezeichnet man die Polarcoordinaten des Punktes s = (x -}- ig) 
in Bezug auf den Mittelpunkt 
c = (a + iV) mit Ji, d' [wo B 
den Radius der Kreisfläche vor- 
stellt], so ist ofifenbar: 

X — a = B cos -d", 
y — b = R sin d'^ 
folglich: 
(5.) z — c = JRe-^ 

Diese Formel (5.), in welcher 
c, R gegebene Constanten sind, 
macht die Variable z abhängig 
von dem A^imuth d; und ergiebt durch Differentiation: 

(5 a.) dz = iBe'Ud'. 

Substituirt man jetzt die Werthe (5.), (5a.) in (4.), so erhält man: 



y 




X 



%n 



(6.) 



J = iJJ«+»Jc(»+»)'*dfl'. 



Denn es sollte die Integration positiv erstreckt werden über den gan- 

M.amaiiii: Abel'aohe Intogrsle. 8 Aufl. S 
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zen Rand der Kreisfläche; so dass also die dem Azimuth d" ent- 
sprechenden Integrationsgrenzen in der That d' ==0 und &• =2jc sind. 
Durch wirkliche Ausführung der Integration ergiebt sich nun: 

(7.) J=Bn-^ii — — i. 

n + 1 

Hieraus folgt sofort, dass J = ist, ausser für n = — 1. Denn 

für n = — 1 nimmt der Ausdruck (7.) die unbestimmte Form — an. 

Am einfachsten erledigt sich dieser Ausnahmefall mittelst der 
früheren Formel (6.). Diese nämlich giebt für n = — 1 : 

(7 a.) J = ifd», d, i. J = 27ci. 



Also der Satz: Beschreibt man um einen Fufüct c eine Kreisfläche 
6 von helid>igeni Badius, bezeichnet man femer die peripherisdien Funkte 
dieser Fläche mit z^ und versteht man endlich unter n eine beliebige 
positive oder negative ganze Zahl, so wird das Ober den Band -der 
Kreisfläche in positiver Bichtung erstreckte Integral 

(8.) f^i^-cYdz stets =0 

sein, ausser wenn n = — 1 ist. Für diesen AusnaJimefaü ergiebt 
sich die Formel: 

(8a.) f^(0'-c)-^dz = 2m, d.i. f^j^^ = 2xi. 

üebrigens repräsentiren diese Formeln nur specielle Fälle von 
viel allgemeineren Formeln, die man Cauchy verdankt und zu deren 
Ableitung wir im folgenden Paragraph uns hinwenden wollen. 

§ 7. 
Die CaxLOhy'Bohen Theoreme. 

Es sei ?l eine in der Horizontalebene beliebig gegebene Fläche, 

die also z. B. beliebig viele Randcurven besitzen kann. Ferner sei 

/"= f{z) eine monogene Function von z ^^ (x -\- iy), welche auf Ä 

allenthalben eindeutig und stetig ist. Denkt man sich also diese 

Function durch Sonderung des Reellen und Imaginären in die Form 

versetzt: 

f==f{z)=U-\-iV, 

SO werden U = U{x, y) und F= V{x, y) Functionen sein, die eben- 
falls auf ?l eindeutig und stetig sind. Ueberdies werden dieselben 
[Satz p. 12] den Gleichungen Genüge leisten: 
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du dV ^ . SU . dV f. 

dx dy dy * dx ' 

so dass also die Ausdrücke 

üdy + Vdx und Udx — Vdy 

vollständige Diflferentiale sind. Demgemäss sind [Satz p. 8] die 
über sämmtliche Randcurven von 8 in positiver Richtung erstreck- 
ten Integrale 

f^{Udy + Vdx) und f^{Udx - Vdy) 

beide = 0. Nun ist aber : 

f(z)dz = {U+iV)(dx + idy) = {Udx — Vdy) + i{Udy + Vdx), 

mithin 

Sj{^)dz =f^{Udx - Vdy) + if^iUdy + Vdx); 

und die hier auf der rechten Seite befindlichen Integrale sind die- 
jenigen, von denen soeben nachgewiesen wurde, dass sie = sind. 
Somit folgt: 

f^fiz)dz =- 0. 

Also der Satz: Ist eine monogene Function f{z) auf einer gege- 
benen Fläclie % eindeutig und stetig, so unrd das über sämmtliche 
Randcurven von ?t in positiver Richtung erstredete Integral 

(9.) S^f^^)^^ ^^^ =^ 

sein. Aus diesem Satz ergiebt sich js. B, als ganz specieller Fall die 
frühere Forinel (8.), vorau^esetzt, dass man dem dortigen n einen der 
Werthe 0, 1, 2, 3 . . . beilegt. 

Hält man fest an den über ?t und f{z) gemachten Voraus- 
setzungen und versteht man überdies unter c = (a -{- ib) irgend einen 
festen Punkt innerJialb ?l, so wird der Satz auf die Function 

(1.) 'P{^) = jzrc 

nicht mehr anwendbar sein. Denn diese Function ist im Punkte c 
unendlich gross^ also unstetig. Beschreibt man aber um c eine kleine, 
völlig innerhalb Sl liegende Kreisfläche (S, und bezeichnet man das 
von ?l, nach Absonderung dieser Kreisfläche S, noch übrig blei- 
bende Stück mit «[': 

r = a — e, 

so wird (f {z) auf dieser neuen Fläche %' aUenthalben eindeutig und 

2* 
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stetig sein. Auf diese neue Fläche W und die Function (p(e) ist 
daher der vorhergehende Satz sofort anwendbar, wodurch sich er- 
giebt: 
(2.) f^^{z)dz = 0, 

die Integration positiv erstreckt über sämmtliche Randcurven von Ä'. 
Diese Curven bestehen aber aus den Randcurven der ursprünglichen 
Fläche ^ und überdies aus dem Itande von 6. Und zwar wird 
man bei einer positiven Umlaufung von 91' die Randcurven von St 
in ihren positiven Richtungen, hingegen die Randcurve der Kreis- 
fläche @ in ihrer negativen Richtung zu durchwandern haben. Dem- 
gemäfs nimmt die Formel (2.) die Gestalt an: 

(3.) J^ip{z) dz -J^q>{z)dz = 0, 

das eine Integral positiv erstreckt gedacht über den Rand von 9[, das 
andere ebenfalls positiv über den von 6. Dabei ist Gebrauch ge- 
macht von dem Satz (3.) p. 17. 

Substituirt man in (3.) für q>{z) seine eigentliche Bedeutung (1.), 
so erhält man: 

\^') J <^z — c J d e — c ^ 

oder, falls man den Werth von f{s), wie er bei Sonderung des Reellen 
und Imaginären sich herausstellt, mit 

(5.) f{z)^lJ + iV 

bezeichnet: 

(n.) r a^}±'. = r -^«^-^ + ,• r --^-'- 

oder, falls man fiir die Punkte e der Kreisperipherie [ebenso wie 
früher pg. 17] z — c = Be'^, mithin dz = iRc'^'^ild' setzt: 



H 



ü 



Diese Formel bleibt richtig, wie klein man den Radius R der 
um c beschriebenen Kreisfläche 6 auch wählen mag. Lässt man 
aber diesen Radius zu Null herabsinken, so verwandeln sich die bei- 
den Integrale rechter Hand respective in 27cUc und 27t Vc, wo Uc 
und Vc die Werthe von U und V im Punkte c vorstellen. Somit 
erhält man also: 



(8.) //!?:''; = 2«,- (C^, + ,: F.), 
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oder mit Rüaksicht auf (5.): 

Erl&atenmg. — Das in (7.) enthaltene Integral 

Jüd9 



erstreckt sich über den Rand der Kreisfläche G und entspricht also, falls 
man den kleinsten und grössten Werth von U längs dieses Bandes respec- 
tive mit ü' und V bezeichnet, der Formel: 

2Jt 2 TT 2/t 

irJdQ^ <^fud& < u"fd&. 



d. L der Formel: 





27r 



27tU' < fud» < 2nU'\ 


Lässt man aber den Kreisradius JR gegen convergiren, so convergiren 
2nU' und 27t U" beide gegen 2n U^, Gleiches gilt daher von dem zwischen 
diesen beiden Grössen liegendf^n Integral 

2n 

fud». 



Mit andern Worten: Dieses Integral nimmt, falls man R zu Null werden 
lässt, den Werth 2nU^ an. 

In analoger Weise wird offenbar andrerseits auch das letzte Integral 
in (7.) behandelt werden können, ü. s. w. 

Auf Grund der Formel (9.) gelangen wir schliesslich zu folgen> 
dem Satz, der, ebenso wie der vorhergehende Satz [pg. 19], von 
Cauchy herrührt: 

Ist eine fnonogene Fundion f{z) auf einer gegebenen Fläche % 
eindeutig und stetig, so lässt sich der Werth dieser Function in 
jedwedem Punkte c, der innerhalb ?l liegt, durch folgendes Integral 
darstellen: 

(10.) ^W = 2^J2(7^c' 

die Integration positiv erstreckt über sämmtliche Randcurven von Ä. 
Dieser Satz ist also z. B. anwendbar auf f{z) = js;*, falls n eine posi- 
tive ganze Zahl vorstellt, ebenso auf f(z) = js^ = 1. Im letztem Falle 
ergiebt sich die Formel: 

(11.) 2niJ^z—c 

Und diese ist identisch mit der früheren Formel (8 a.), pg. 18. 
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Beiläufige Aufgabe. — Wir stellen uns die Aufgabe, diejenige 
monogene und auf Sl eindeutige und stetige Function f{z) zu er- 
mitteln, welche längs des Randes von % constant, etwa = K ist. 
Zufolge des Satzes (10.) wird der Werth dieser Function in jed- 
wedem Punkte c innerJialb ?l lauten: 

f( \ — j- r ^^ 

also nach (11.) sich so schreiben lassen: 

/•(c) = K 

Also der Satz: Ist eine monogene Functiaih f\s) auf einer ge- 
{12. ) gchenm Fläclie^, eindeutig und stetig, und ist ihr Werth am Bande 
von Ä constant, etwa = K, so wird sie auf der Fläche ?l allent- 
halben = K sein. 

Ferner ergiebt sich aus (10.), dass zwei Functionen f(z) und 
fi(/), die auf ?t eindeutig und stetig sind, und am Vande von % 
einerlei Werthe haben, auch in jedwedem Punkte innerhalb % gleiche 
Werthe besitzen werden. 

§ 8. 
Ueber die Differentialquotienten einer Function mit oomplezem 

Argument. 

Durch Vertauschung der Buchstaben z und c geht die Formel 
(lO.) über in: 

(13.) f('^= 2^iJ^-clv' 

Ist mithin f(z) auf der Flädie % eindeutig und stetig, so wird diese 
Formel (13.) gültig sein für jedweden Punkt z innerhalb %\ und 
hierbei ist die Integration ausgedehnt m denken über sämmtlidie lland- 
punkte c der Fläclie %, 

Diflfereuzirt man nun die Formel (13.) zu wiederholten Malen 
nach z, so folgt: 

,,,, J: .-/^N !._ r f^A^ 

U-*-; 1'^' ^^>~ 2niJ ^{c- zY' 

1.2.3^ W gjriJji (c — 2?)*' 

etc. etc. etc. 
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Diese Formeln (14.) zeigen, dass f{z), f'\z\ f'\z)y etc. inner- 
halb % eindeutig und stetig sind. 

Also der Satz: Ist eine Function f{z) auf einer gegebenen Fläche 
(15.) 81 eindeutig und stetig, so gut Gleiches auf % auch von ihren 
sämmtlichen Ableitungen f{z\ f\ß\ f" iß)^ ^^c- ^^• 

Sind also f{ß) und (p (z) auf ?t eindeutig und stetig, so gilt [zu- 
folge des soeben ausgesprochenen Satzes] Gleiches auch von 9' {z), 
mithin z. B. auch von dem Product: 

/■(xr)y'(4 
Demgemäss ergiebt sich [Satz p. 19]: 

f^f{zW(z)dz = 0, d. i. f^fX0)dip{z) = O. 

Also der Satz: Sind f= f(z) und g> = g>(z) auf einer gegebenen 
Fläche eindeutig und stetig, so ist das Ober sämmtlicJie Bandcurven 
von % in positiver Richtung erstreckte Integral: 

(IG.) / fd(p stets =0. 

Dieser Satz Icann angesehen werden als eine Verallgemeinerung des 
frülhcren Satzes pg. 19. 

§9. 

Weitere Anwendung der Cauehy^sohen Sätze. 

Wir stellen uns folgende Aufgabe: Eine Function f{z^ sei auf 
der unendliclien Ebene allenthalben eindeutig und stetig. Auch sei 
bekannt, dass ihr Modul auf der unendlichen Ebene nirgends grösser 
als M ist, wo M eine gegebene endlidie (positive) Constante vorstellt; 
was angedeutet sein mag durch die Formel: 

(1.) mod f(z) ^ M. 

Ausserdem sei irgendwo auf der unendlichen Ebene ein Punkt c mar- 
kirt. Es soll der Werth der Function im Punkte c näher unter- 
sucht werden. 

Wir beschreiben um den Anfangspunkt z ^=^0 eine Kreisfläche 
%, deren Radius R beliebig gross sein mag, mindestens aber so gross 
ist, dass der gegebene Punkt c innerhalb 81 liegt. Da nun unsere 
Function f(z) auf der ganzen unendlichen Ebene, mithin auch auf 
81 eindeutig und stetig sein soll, so wird sich ihr Werth im Punkte c, 
zufolge des Cauchy'schen Satzes [(10.) pg. 21], darstellen lassen durch 
die Formel: 
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(2.) /C*^) = 2^ J« 7= c ' 

die Integration über den Rand von ^ in positiver Richtung hin- 
erstreckt gedacht. In gleicher Weise ergiebt sich mittelst jenes 
Satzes für den Werth der Function im Aofangspunkte = 0, d, i. 
im Mittelpunkte der Kreisfläche ?l die Formel: 

(3.) f(p)=j^rm^. 

Durch Subtraction der beiden Formeln (2.), (3.) ergiebt sich 
weiter* 

Hieraus aber folgt (mittelst des bekannten Satzes, dass der Modul 
einer Summe kleiner als die Summe der Moduln ist): 

(5.) mod f(c) — /(0)J < „ - / , - - , 7 .— • 

^ ' i' ^ / ' ^ ^-' 2«»/ 2j mod z • mod {z — c) 

Nun ist: 

mod c = r, 

mod = 1{, 

mod (^-- c) = (), 

mod (dz) = dsy 

wo r, JB, () die in der nebenstehendeu Figur 
angegebenen Entfemungcfn vorstellen, und 
wo ferner ds die gegenseitige Entfernung der 
beiden Randpunkte z und z '\- dz vorstellt; 
so dass also dieses ds ein Element der 
Kreisperipherie bezeichnet Ausserdem ist zufolge (1.) 

(jj.) mod f{z) < M 

Mittelst dieser Relationen («.), (/5.) geht die Formel (5.) über in 

(G.) '"°'jf/-w-/-(o)i<,',./;^f'- 

Nach der geometrischen Anschauung |vgl. die Figur] ist aber: 

r+Q> IL 
d. i. 

und hieraus folgt, weil sowohl q als auch (It — r) stets positiv 
sind, sofort: 




Q - M-r 
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Dieser letzten Relation entsprecliend; kann die Formel (6.) auch so 
geschrieben werden: 

(7.) mod [fiO - fm < l f^ 5^ , 

oder, weil r, R, M bei Ausführung der Integration constant bleiben, 
auch so: 

(8.) mod mc) - fm < 2^^^#zr-,) • f^ ds. 

Das hier auftretende Integral repräsentirt aber die Länge der Kreis- 
peripherie, und ist also = 2jclt. Somit folgt: 

(9.) nwd\flc)-fiO)]<^^-y 

Bei der hier angestellten Betrachtung konnte der Kreisradius 
- B beliebig gross gewählt werden. Die Formel (9.) wird somit gültig 
bleiben, wenn wir das li weiter und weiter, ins Unendliche hin 
wachsen lassen. Demgemäss ergiebt sich: 

(10.) mod [f(c) - /(O)] = 0, 

und folglich: /(c) — /(O) = 0, d. i.: 

(11.) m=m. 

Nun repräsentirt aber c einen zu Anfang unserer Betrachtung 
auf der Ebene ganz beliebig markirten Punkt. Demgemäss wird die 
Formel (11.) gültig sein, welche Lage wir diesem Punkte c m der 
Ebene auch zuertheilen mögen; und wir gelangen somit zu fol- 
gendem Satz: 

Ist eine Fufwtion f\z) auf der unendlichen Ebene überall ein- 
deutig und stetig, und ist ausserdem bekannt, dass ihr Modul eine 
bestimmte endliche Grösse M nirg&iuls übersteigt, so wird die Function 
eine Constante sein, 

§ 10. 
Aufstellniig eines gewissen später erforderlichen Hülfssatzes. 

Die Function f(z) sei auf einer gegebenen Fläche 31 eindeutig 
und stetig] so dass also [Satz pg. 23 1 Gleiches auch gilt von ihren 
Ableitungen: f(z), f\z), etc. Setzt man nun 

und beachtet zugleich die aus dieser Formel durch Differentiation 
nach X und y entspringenden Formeln: 
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'<<') = öx + 'dx^ 

80 folgt aus jener Eindeutiglceit und Stetigkeit von /*(-?) und f\z) so- 
fort, dass diese beiden Eigenschaften den Functionen 

U V — — — -^ 
' ' dx ^ dx' dy ' dy 

ebenfalls anhaften, und zwar in allen Punkten der gegebenen Fläche 91. 
Zufolge des Satzes pg. 9 ist daher: 

J ^ JJ^dx dy dy dx) '^' 

Beachtet man schliesslich die bekannten Relationen 

^-^=0, ^+^-=0, [Satz, pg. 12], 

und benutzt man dieselben, um im Integrale rechter Hand das V 
zu eliminiren^ so gelangt man zu folgendem Satz: 

VerstdU nian unter f{ß) eine Function, die auf einer gegd}encn 
FläcJie 21 eindeutig und stetig ist, und bezeichnet fnan den Werth dieser 
Function, wie er^hei Sonderung des Beeilen und Imaginären sich Jieraus- 
stellt, mit 

SO ist jederzeit: 

wo die Integration links über die Fläche, und die Integration recfits 
in positiver liiditung über den Rand von ?t hifierstreckt ist. 

Aus diesem Satz folgt sofort, dass der Werth des Integrals 

f^üdV 

niemals negativ sein kann, dass derselbe nämlich jederzeit entweder 
positiv oder Null ist 

Wir wollen annehmen, es trete der letztere Fall ein, es wäre also 

(1.) f^UdV=0, 

und es wäre demgemäss auch 

<v x/;(ö'+©'i ""''-«• ^^ 

Dieses letztere Integral ist, weil die Werthe von ö— , ^ reell sind, 
eine aus unendlich vielen, und zwar aus lauter positiven Gliedern 
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zusammengesetzte Summe, uud kann daher nur dann verschwinden, 

wenn alle diese Glieder einzeln genommen Null sind. Somit ergiebt 

sich aus der Gleichung (2.), dass 

^o. du , dU 

(6.) rT- und A— 

auf der Fläche % allenthalben gleich Null sein müssen. Und hieraus 
folgt mit Rücksicht auf die bekannten Relationen: 

o o- = ^ und ö r o- = ö> 

ox oy dy * dx ' 

dass die Grössen 

auf der Fluche % ebenfalls überall Null sein müssen. Aus dem 
Verschwinden der Grössen (3.) und (4.) ergiebt sich sodann aber 
augenblicklich, dass U uud V auf der Fläche % allenthalben con- 
stant sind. Somit gelangen wir zu folgendem Satz: 

Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläche % eifuleutig und 
stetig, und bezeichnet man den Werth dieser Functiojt, wie er bei San- 
derung des Beeilen und Imaginären sich herausstellt, mit 

SO ist das in positiver Bichtwng um den Band von % lurumerstreckte 
Integral 

(5.) /gj UdV 

jederzeit positiv oder Null. 

Der letztere Fall, dass nämlich dieses Integral gleich Null ist, 
Icann nur dann eintreten, warn der Werth vwi f(z) auf der FläcJie % 
allenthalben constant ist. 




\ 
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Eutwicklnng einer Fanction uacli den Potenzen ihres Argnmentes. 

§ l. 

Entwicklung einer Function f{z) nach Potenzen von z. 

Die Maclatmri ^(A\Q und Tay/or'sche Entwicklung sind, wie 
Caucliy gezeigt hat, unter gewissen Bedingungen und imierhalb ge- 
wisser (jrenzen anwendbar auf Functionen eines comj)lexen Argu- 
mentes. Die bewundernswerth einfachen und Epoche ^ machenden 
Sätze, zu denen Cauchy in dieser Beziehung gelangt ist, sollen im 
gegenwärtigen und folgenden Paragraph näher dargelegt werden. 

Die Cauchy-Maclaa- y 

rin'sclie Reihe. — Die 
Function f{z) sei ein- 
(ieutig und stetig auf ^, -^"^^ 
einer um den Anfangs- 
punkt z = beschrie- / 
benen Kreisfläche S. / 
Nach den früheren R 
Sätzen [pg. 22 1 gelten / --^ 
alsdann für jedweden 
Punkt z innerhalb ß 
die Formeln: d "' ^-^ 

(^•) x-^i \- -J^^'K^) = T-f r^-t-^ry wo n = 1, 2, 3, . . . 

Und hieraus ergeben sich z. B. für den Mittelpunkt der Fläche, 
d. i. für den Punkt z = 0, folgende 1^'ormeln: 

(la.) f^o) = J-,fM^^ 

(2a.) , , !- /t-)(0) = -L f /(':);'£ wo n = 1, 2, 3, • • . 

In all diesen Formeln ist die Integration über den Rand der Kreis- 
fläche ß in positiver Richtung zu erstrecken, also im Sinne des in 



/}x^"\f^ 
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der Figur angegebenen Pfeiles. Ferner sind daselbst z und c Ab- 
breviaturen fiir die Binome: 

je? = a? 4" *y; c = a + i6, 
wo a;, y und a, 6 die rechttvinJcliffeii Coordinaten der betreffenden 
beiden Punkte vorstellen. 

Führt man, statt dieser rechtwinkligen Coordinaten, die Polar- 
coordinaten ein, setzt man also: 

X = r cos i)-, a = U cos 9, 

y = r sin 'S", b = R sin 0, 
so wird: 
(3.) z = r€^^, c=^Re*^, 

Nun ist nach dem Binomischen Satz: 

(4.) ^i>-i[i+a)"+(i)'+a)*+ ••]. 

und ebenso: 

also mit Rücksicht auf (3.): 

und zwar werden diese Entwicklungen (4.), (5.), (6.) convergent 
und gültig sein, so lange r <. R bleibt, d. i. so lange der innere 
Punkt ß nicht Jiart an den Rand der Fläche (S heranrückt. Sub- 

stituirt man aber in (1.) für den Quotienten die Entwicklung 

z — c 

(6.), so ergiebt sich: 

oder, was dasselbe ist: 
(8.) f(js) = Ao + A.^ + A,r« + Ajr» + • • •, 

WO die A folgende Werthe haben: 

. LT Mi£ 

etc. etc. 

Diese Werthe lassen sich nach (la.), (2 a.) auch so dar- 
stellen: 
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^=/■(o), 

(8.b) A, = ir(0), 

etc. etc. 

Also der Satz: Ist die Function f{z) auf einer um den Anfangs- 
punkt = hesclirid)enen Kreisflädie © eindeutig und stetig, so 
mrd ihr Werth in jedem Punkte ß innerhalb © darstellbar sein durcti 
eine nach steigenden Potenzen von z fortsdireitende Beüie: 

(9.) m = Ao + A,;e^ + A,£f* + Asr* + . . . . 

Die Werfhe der hier auftretenden Coefficienten lassen sich in doppelter 
Weise ausdrücken, nämlich eifwrseits durch die Integrale (8.a), anderer- 
seits durdi die Differentialquotienten (8.b). Demgenuiss kann also 
SS. B. die BeUie atich so geschrieben werden: 

(10.) f(0) == /-(o) + { reo) + j^ r(o) + i-rrs r(o) + • • • 

oder auch so: 

(.1.) «.) - im..- + 1 m... + A [^'L. + • • • 

Ob diese Formeln (9.), (10.), (11.) aucfi noch gültig sind für 

solche Punkte a, die nicht innerhalb ©, sondern hart am Rande 

von 6 liegen, bleibt eweifeUuift 

Bemerkung. — Die Integrale (8.a) bleiben in ihren Werthen un- 
geändert, wenn man sie nicht über den Kand von @, sondern über den 
liand irgend einer Fläche $ erstreckt, die den Punkt z ^^ enthält, und 
vollständig innerhalb G liegt. Bezeichnet man nämlich das von (S, nach 
Absonderung dieser Fläche %, noch übrig bleibende ringförmige FläcJien- 
stück mit 91: 

so ist die Function 

z 
auf 9t überall eindeutig und stetig, und folglich [Satz p. 11)]: 

f(z)dz 



J 



91 ^ 



= 0, 



die Integration positiv erstreckt über den Rand von 91. Will man aber 
den Rand TOn 91 positiv umlaufen, so hat man erstens den Rand von & 
ebenfalls positiv, sodann aber den Rand von g negativ zu durchwandern. 
Somit geht die letzte Formel über in: 

f fm^ _ /• mA'. = 0. Q. e. ä. 



Entwicklung nach Potenzen. 31 

Auch das Bestglied der Reihe (9.) lässt sich auf dem hier ein- 
geschlagenen Wege leicht finden, in folgender Weise: Für jede 
ganze Zahl n ist bekanntlich: 



= C" ~ ^ + C" ~" *;2I -|- C" ~ ^J2f^ + • • • + CJE^ — * + 0" 



— 1 



C — Z 

oder, falls man durch c* dividirt: 



-(!)■ . 



Z , Z^ , . «"""^ . 2" 



/! • /!« • ^8 • * * ' » ..» — 1 ' 



c — z c * C * c* * c" ~" c" 

oder, ein wenig anders geordnet: 

^J_ = /i + 1 + ?! + ... + f^z!") . A^. 

c — z \c * c* * c^ * ' c^ / * c — z 

Substituirt man diesen Werth des Quotienten im Integral (1.), 

c ~~~ z 

so nimmt jene Formel (1.) folgende Gestalt an: 

oder, mit Räcksicht auf (8.a), folgende Gestalt: 

(12.) f{0) = (A„ + Aj« + A,«* + • • . + A„_,ir"-') + Q., 

WO Qn die Bedeutung hat: 

Und dieses Q„ repräsentirt also das aufzustellende Bestglied. 

Die Lanrent'sche Betrachtung. — Es seien d und S' zwei con- 
centrische, um z =^0 beschriebene Kreisflächen , und 6 grösser als 
6'; femer sei 91 die zwischen den beiden Ereisperipherien liegende 
ringförmige Fläche: 

gi = e _ 6'. 

Versteht man nun unter f{z) eine auf 9t emdewtige und stetige 
Function, so wird nach dem Cauchy'schen Satz [pg. 22] der Werth 
dieser Function für jedweden auf 91 liegenden Punkt ß darstellbar 
sein durch die Formel: 

(14.) f^^)-^^iJ^r:^z^ 

die Integration positiv erstreckt über alle Randpunkte c der Fläche 
91. Will man aber den Rand von 91 positiv durchlaufen, so hat 
man zuerst den Rand von (£ ebenfalls positiv ^ sodann aber den 
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lland von 6' negativ zu durchwandern. Die Formel (1.) kann daher 
so geschrieben werden: 

(15.) /•(.) = -i-. /' cip)!}£ _ JL r f(^)M , 

das eine Integral positiv erstreckt über die Randpunkte c der Fläche 
6, und ebenso das andere positiv erstreckt über die Randpunkte c 
der Fläche ©'. 

Sind nun r, E, H die Abstände der Punkte Sj c, c vom Mittel- 
punkte ;? = der beiden Kreise (mithin Jl und K die Radien der 
Kreise), so ist offenbar R <r <. It. Mit Rücksicht hierauf ergiebt 
sich [vergl. (4.), (5.), (6.)J: 

und andererseits: 

.4v - ; [. + ©■ + (iT + CT +■■■]■ 

Dies in (15.) substituirt, erhält man: 
(10.) f(,) = [Ao + A,^ + A,--^ + A,.^=^ + . . .J 

+ [A;^^ + Alr-^' + Ai^^ + Ai.-* -f...], 
wo die A, A' die Bedeutungen haben: 

(17.) A, =-- . /' ^^'^l-", A; =-^. /' f(r)c,lr'; 

A* = Ti— ^ / - 1— I Ajj = -— . / /(c )c -de , 

etc. etc. etc. etc. 

Also der Satz: Lst die Fundimi f{s) eindeutig und stetig auf 
einer ringförmigen Flädie SR, die von zwei tiin dm Anfangspunkt 
= besehricbenrn Kreisireripherien begrenzt ist^ so wird ihr Werth 
in jedetn zwischen diesen beiden Peripherien liegenden Punkte z dar- 
stellbar sein durcli die Iteilie: 

(18.) f{z) = |^ + A,^ 4- ^,z^ + A35^ + . . .] 

+ [Air-' + ^iz-^ + Ai-3 + a;^-* H ]. • 

UyuI zwar sind die Cocffieiciden A, A' dargestellt durch die Integrale 
(n.). Von diesen Integralen laufen die einen positiv herum um die 
von der grösseren Peripherie begrenzte Kreisfläche S, und die andern 
ebenfalls positiv um die von der kleineren Peripherie Itegrenzte Kreis- 
fläche 6', 
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Ob die EniuncMung (18.) noch gültig ist für solche Punkte z, 

die nicht zwischen den beiden Peripherien^ sondern unmittelbar auf 

einer derselben sich befinden, bleibt zweifelhaft, 

Bemerkung. — Jene Integrale (17.) bleiben übrigens, ihren Werthen 
nach, ungeändert, wenn man sie nicht über den Band von @ oder ^\ son- 
dern statt dessen über irgend eine zwischen diesen beiden • Bändern sich 
hinziehende geschlossene Curve hinerstreckt. Der Beweis hierfür ergiebt 
sich in ähnlicher Art, wie der Beweis für die Bemerkung pg. 30. 

§ 2. 
Entwioklung einer Funotion f(z) nach Potenzen von {z — c). 

Die Cauchy-Taylor'sche Rellie. —- Die Function f{z) sei eindeu- 
tig und stetig auf einer um den Punkt c=^ a ••{' ib beschriebenen 
Kreisfläche (S. Wir führen ein neues mit x, y paralleles Coordina- 
tensystem |; 17 ein, dessen Anfangspunkt in c liegt, und bezeichnen 
jeden beliebigen Punkt in Bezug auf das eine und andere Coordi- 
natensystem respecti- Ay 
ve mit jgf = X + iy und 
g= 5 + ii?. Alsdann ist: 

x = a-]rl, 

y = b-\-ri, 
mithin: 
{x + iy) = (a + ib), 

+ (g + iv). 
(19.) d. i. ^ = c + g, 

und folglich: 

(20.) M=f(c + t)' 
Die linke Seite dieser 
Formel ist nach un- 
serer Voraussetzung 
eindeutig und stetig 
fÖr alle Punkte z der um c beschriebenen Kreisfläche S. Gleiches 
gilt daher von ihrer rediten Seite. D. h. die Function f(c -]- t) ist 
eindeutig und stetig ßr alle Punkte g innerha^ der um 5 = beschrie- 
benen Kreisfläche (S. Somit folgt aus dem Satze (11.) sofort: 

fic + ö = [fic + ß)]c=o + I [^^L„ 

■ J!_ rdV(c + m .... 




■>a: 



t 



f 



d. i. /■(? + ß) = fic) + \ fic) + j^^ f"(c) + .... 

Ken mann, Abersche Integrale. 2. Aufl. 3 
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oder, falls man für ^ [vgl. (19.)] seinen Werth (z — c) einsetzt: 

/•(^) = f'ic) + "-^ f\c) + ^# f"{c) + . . . . 

Also der Satz: Ist die Function f{z) eindeutig und stetig auf 
einer um den Punkt c beschriebenen Kreisfläche 6, so wird ihr Werth 
in jedem innerhalb 6 liegenden Ptinktr. z darstellbar seintdurch die 
Beihe: 
(21.) f{z) = f(c) + '-^ f'ic) + ^-A' /-'(c) + f.- ^ f"'{c) + . . . . 

Dabei ist vorausgesetzt, dass z unrMich innerhalb ©, nicht etwa Jiart 
am Bande von (S sich befindet. 

Erweiterung der Lanrenfschen Betrachtung. — Ebenso wie hier 
aus der Maclaurin^achen Reihe (11.) die Tat/Zor* sehe Reihe (21.) ab- 
geleitet worden ist mittelst einer parallelen Verschiebung des Coor- 
dinatensystems, in analoger Weise wird sich auch aus der Laurent- 
sehen Reihe (18.) eine gewisse allgemeinere Reihe ableiten lassen. 
Man gelangt dabei, wie leicht zu übersehen, zu folgendem Satz: 

Ist f{z) eindeutig und stetig auf einer ringfönnigen Fläche SR, 
die von zwei tim den Punkt c beschriebenen Kreislinien begrenzt isty 
so gilt für jeden zwischen diesen beiden Kreisliniefi befindlichen 
Punkt e folgende Entwicklung: 

f{^) = [A„ + Ai(^ - c) + A,(^ - c)« + . . .] 

+ [Ai(^ - c)-i + A;(5 - c)-*4- K^{z - f)-» + •••], 
wo die A, A' Constanten bezeichnen. 

§3. 
Ueber die Oonstanz einer Fonotion f{z) auf einem kleinen Linien- 

oder Fläohenelement. 

Von einer Function f{z) sei bekannt, dass sie auf einer gege- 
benen Fläche $1 eindeutig und stetig ist. Auch befinde sich inner- 
halb % ein kleines lÄnien- oder Fläc}ienelef}i€nt A, auf welchem f(z) 
constant, = K ist Es soll die Beschaffenheit dieser Function näher 
untersucht werden. 

Sind c und c^ irgend zwei Punkte des Elementes A, so ist 
f(c) = /*(Ci) = K, mithin: 

fM - f(c) ^ Q 
Ci — c 

Hieraus folgt, falls man c^ auf A unendlich nahe an c heranrücken 

lässt: 

fXc) = 0. 



(22.) 
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Aus der gemachten Voraussetzung, dass f in allen Punkten c 
des Elementes A constant, = K ist, hat %ich aFso ergeben, dass der 
Differentialquotient /" in all diesen Punkten = ist. Hieraus aber 
ergiebt sich nun in gleicher Weise, dass der zweite Differential- 
quotient f" in all diesen Punkten ebenfalls = ist. ü. s. f. Dem- 
gemäss gelten för jedweden Punkt c des Elementes X die Formeln: 

(23.) f{c) = K, und f\c) = r\c) = T'W = 0. 

Beschreibt man jetzt um c eine innerhalb Ä liegende Kreis- 
fläche 6, so ist f{s) auf 6 (ebenso wie auf S) eindeutig und stetig, 
mithin in jedwedem Punkte z dieser Fläche S darstellbar durch die 
Reihe (21.): 

(24.) /•(.) = fic) + ^-=-^ f\c) + ^'-f r(c) + ^^^4 rXc) + . . ., 

woraus mit Rücksicht auf (23.) folgt: 

(25.) m = K. 

Aus der zu Anfang gemachten Voraussetzung, dass die Function 
f{z) auf X constant, = K sei, hat sich also ergeben, dass sie diesen 
Constanten Werth K auch besitzen muss auf jeder um irgend einen 
Punkt c des Elementes X beschriebenen Kreisfläche &, falls nur 
diese letztere vollständig innerhalb 31 liegt. In gleicher Weise 
weitergehend, wird man jetzt zeigen können, dass sie diesen con- 
stauten Werth K auch besitzen muss auf einer um irgend welchen 
Punkt Ci der Fläche 6 beschriebenen Kreisfläche S^, falls nur diese 
letztere wiederum vollständig innerhalb 31 liegt. U. s. f. 

Mittelst einer solchen Kette von Kreisen S, ©i, ©g, . . ., deren 
jeder sein Centrum im Innern des vorhergehenden hat, und die 
sämmtlich innerhalb 31 liegen, kann man aber jedweden innerhalb 
31 gelegenen Punkt erreichen, also nachweisen, dass f(e) in jedem 
solchen Punkte = K ist. 

Also der Satz: Ist die Function f{z) auf einer gegd)enen Fläche 
31 eindeutig und stetig, und ist überdies bekannt, dass sie auf 

(26.) einem innerhalb 31 befindlichen Linien- oder Flächenelement X einen 
Constanten Werth hat, so unrd sie diesen selben constanten Werth 
auch besitzen in sämmtlichen Punkten der Fläche 3(. 

Mit andern Worten: Ist die Function f{z) OMf einer Fläche % 
eindeutig und stetig, so kann innerhalb 31 kein auch noch so klei- 

(27.) nes Linien- .oder Flächenelement X vorJumden sein, auf u)elchem die 
Function constant wäre; — es sei denn, dass sie iwnerhaCb 31 allent- 
halben constant ist. 

3* 
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Darstellung einer Fnnotion f{z) im Bereich, d. L in der Umgebung 

eines einzelnen Punktes. 

Die Function f{z) sei auf einer gegebenen Fläche Ä eindeutig 
und stetig. Femer sei c irgend ein Punkt innerhalb ?t, und 6 eine 
um c beschriebene Kreisfläche, die ebenfalls innerhalb % liegi Als- 
dann ist f{ß) in jedem Punkte z der Fläche 6 darstellbar durch die 
Cauchy-Taylor' sehe Reihe (21.): 

(28.) /'(i2^) = Ao + A,(0-c) + A,(£f-c)^ + , (auf(£). 

Möglicherweise ist A^ gleich Null, vielleicht auch Aq und A^, 
vielleicht auch A^, A^ uud Ag, u. s. f. Ein Nullsein sämmtlidier 
A's in infinitum ist aber offenbar nicht denkbar; — denn sonst 
würde f{0), nach (28.), auf (£; also, nach (26.), auch auf Ä allent- 
halben Nidl sein. 

Schliesst man diesen singulären Fall also aus, so wird die 
Entwicklung (28.) stets die Form haben: 

(29.) f{z) = {z-cy[^,+^n-^l{^-e) + ^,^^{s—cy + ], (aufS), 

wo A« eine vofi Nidl verschiedene Coustante, und n eine endliche ganze 
Zahl vorstellt. 

Die durch die Reihe 

A, + An + i{is — c) + An-\-i(ß — cY + 

dargestellte Function ist, ebenso wie ihre einzelnen Glieder, auf der 
Fläche ^ eindetUig und stetig. Sie besitzt im Gentrum c dieser 
Fläche den von Null verschiedenen Werth A„, und wird daher in 
unmittelbarer Nähe des Centrums c ebenfalls von NuU verschieden 
sein« Man wird also die um c beschriebene Kreisfläche 6 so weit 
zu verkleinern im Stande sein, dass jene Function auf 6 nirgends 
verschunndet. 

Also der Satz: Ist f{z) auf einer gegebenen Flädie ä eindeu- 
tig und stetig, und markirt ^nan innerhalb S irgend einen Punkt c, 
so u^erden die WertJie, welche f(z) auf einer um c beschriebenen hin- 
reichend kleinen KreisftäcJie © besitzt, in folgender Weise darstdl- 
bar sein: 

(30.) M = (^ - cY E{z). 

Dabei bezeichnet n eine endliche Zahl aus der Beihe 0, 1, 2, 3, . . ., 
und E{z) eine Function, die aufd eindeutig, stetig und nichtver- 
schwindend ist. 
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Man hat hinzuzufügen: Dieser Satg gilt unter allen Umständen^ 
ausser wenn f{z) auf Ä allmthaTben =0 ist. 

Bemerknng. ,— Functionen, die eindeutig, stetig und nichtverschmn- 
dend sind, werde ich stets mit E oder E oder H, oder auch wohl mit den 
entsprechenden kleinen Buchstaben bezeichnen; wobei bemerkt sein mag, 
dass derartige Functionen ihren Charakter behalten, wenn man sie mit 
einander multiplicirt oder dividirt. Sind z. B. 

E(z), E,(z), E,{z), E,{z), E,{z) 

Functionen, die auf einer gegebenen Flache Sl eindeutig, stetig und nicht- 
verschtoindend sind, so gilt Gleiches auf St auch von der Function 

ebenso von dem Product: ^^ U*U^ V^UiA.-^ ^ -*^"^ 

E{z)E,iz)E,{z), ^ . 1^^.^'JU /AA-^*" 



und ebenso von dem Quotienten 

E^(z)E,{z) 



"^.^ ^^' 



§5. 
Die Pole oder polaren Unstetigkeiten einer Ftmotion« 

Gegeben sei im Räume irgend welche Fläche, gleichgültig, ob 
cbeth oder krumm\ und auf dieser Fläche irgend ein Punkt e. Um 
c herum denke man sich auf jener Fläche ein kleines Flächenstück 
abgegrenzt-, c selber mag gewissermassen als der Mittelpunkt dieses 
Flächenstückes angesehen werden; und demgemäss mögen die von 
c nach dem Rande des Flächenstücks hinlaufenden kürzesten Linien 
als die Badii vectores des Flächenstücks betrachtet werden. 

Definition: Ein solches um den gegebenen Punkt c herum abge- 
grenetes Flächenstück soll in Zukunft ßr den Fally dass seine Badii 
(1.) vectores hinreichend klein, dabei aber sämmtlich von Null ver- 
schieden sind, mit einem besonderen Natnen bezeichnet, nämlich das 
Bereich des Punktes c genannt werden. 

Was dabei in jedem einzelnen Fall unter hinreichend klein 
zu verstehen ist, wird abhängen von jedesmaligen näheren Umständen. 

Liegt der Punkt c auf der Horizon talebene, so wird sein Be- 
reich dargestellt sein durch eine kleine ebene Fläche von beliebi- 
ger Gestalt, die z. B. kreisförmig, ellipsenförmig, quadratfSrmig, 
trapezförmig u. s. w. sein kann. 

Denkt man sich nun ferner auf der gegebenen ebenen oder 
krummen Fläche die Werthe irgend welcher Function /'ausgebreitet, 
so mag folgende Bezeichnungsweise eintreten: 
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Definition I Ist die Function f in irgend eifWfn Fwnkte c unstetig, 

jedoch der Art unstetig, dass ihr reciproker Werth y im Bereich 

(2.) des Punktes stetig bleibt, so soll der Punkt c ein Pol der Function 
t\ und die Unstetigkeit, mit welclwr die Function in diesem Punkte 6e- 
haßet istj eine polare Unstetigkeit genannt werden. 

Es sind sehr verschiedene Arten von Unstetigkeitspunkten denk- 
bar. Wie nun aber die Unstetigkeit, welche eine Function f in 
einem Punkte c besitzt, auch immer beschaflfen sein möge, jederzeit 
wird dieselbe entweder darin ihren Grund haben, dass der Werth 
von f bei c einen endlichen Sprung macht, oder darin, dass jener 
Werth bei c ins Unendliche aufspringt. Gehört die bei c vorhan- 
dene Unstetigkeit zur ersten Kategorie, so wird sie nicht nur bei 
der Function selber, sondern, wie man augenblicklich übersieht, auch 
bei ihrem reciproken Werth bemerkbar, folglich k4nne polare Unste- 
tigkeit sein. Innerhalb der ersten Kategorie kann sich demnach 
kein polarer Unstetigkeitspunkt befinden. Daraus folgt mit Noth- 
wendigkeit, dass sämmtliche polare Unstetigkeitspunkte zur stveiten 
Kategorie gehören, d. h. in einem Aufspringen des Functionswerthes 
ins Unendliche ihren Grund haben. Somit ergiebt sich folgender Satz: 

Ist der. Punkt c ein Pol der Function f, so wird der Werth von 
(3.) /■ in c jederzeit unendlich gross sein, 

Oder mit andern Worten: Ist der Punkt c ein Pol für die 

r^^'^^^ ,^^ Function f, so ivird er jederzeit ein Nullpunkt für die Function -j sein. 

Es sei ?l eine in der Horizontalebene abgegrenzte Fläche, fer- 
ner f =: f(z) eine Function, die auf 81 eindetitig, und, mit Ausnähme 
einzelner Pole a^, «g, . . ., stetig ist. Ueberdiess existire innerhalb 
31 ein kleines Linien- oder Flächen dement A, auf welchem /' constant, 
= K ist. Wir stellen uns die Aufgabe, die Beschaffenheit dieser 
Function näher zu untersuchen. 

Um die Pole «i, «2, . . . lassen sich [vgl. (2.)] Kreisflächen 

©1, 6jj> • • • ^^^ solcher Kleinheit beschreiben, dass y auf denselben 

eindeutig und stetig ist. Gleichzeitig wird alsdann f selber eindeutig 
und stetig sein auf der Fläche 

® = ?l — (6i -1-6, -I ), 

d. i. auf demjenigen Flächenstück @, welches von 2t, nach Abson- 
derung der Kreise ©j, Sg, • • •, noch übrig bleibt Auch kami man 
jene Kreise so klein sich vorstellen, dass das Element X oder wenig- 
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stens ein Theil desselben auf © liegt. Alsdann aber ergiebt sich 
sofort [Satz pg. 35], dass /' auf © allenthalben = K ist, also z. B. 
auch am Rande von 6/, wo ©, irgend eine der Kreisflächen S^, ©^, 
(£3 . . . vorstellt. 

Die auf der Kreisfläche (£y eindeutige und .stetige Function -j 
hat daher am Rande von 6, den constanten Werth jy Hieraus 

folgt [Satz pg. 22], dass sie diesen constanten Werth j^ auch inner- 

luilb Üj besitzt, dass mithin /' selber innerhalb 6/ überall <= K ist. 
Alles zusammengefasst ergiebt sich also, dass die Function f 
einerseits auf @ und andererseits auch auf 61, (S27 • • • • allenthalben 
= K ist. Also der Satz: 

Ist die Function f{z) auf einer gegehenen Flädw S dndetUig, und 

mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole daselbst auclh überall stetig, 

(4.) so kann auf St Icein auch nocli so kleines Curven- oder Flächenelement 

cxistiren, auf welchem die Function constant wäre; — es sei denn, 

dass sie auf $1 allenthalben constant ist 

Die Punkte, in denen eine solche Function f(ßi) einen gegebe- 
nen Werth K hat, können also nur vereinzelt vorkommen, ebenso 
z. B. auch diejenigen Punkte, in denen sie Null wird. Also der Satz: 
Ist die Fundion f{z) auf einer gegebenen Fläche % eindeutig ^ fer- 
ner mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole a^, «g? • • • dasdbst 
(5.) stetig, und bezeichnet man ihre Nullpunkte awf der Fläche % mit ß^, 
ß^, . . . , so werden alle diese Punkte 

«17 «2 • • • ri> P2; • • • 

vereinzelt liegen. D. h.: Je zwei derselben werden stets durch irgend 
welchen (wenn auch noch so kleinen) Zmschenraum von einander ge- 
trennt sein, 

Erläaternng. — Dass die Pole a discret liegen, wird vorausgesetzt 
[vgl. den Wortlaut des vorstehenden SatzesJ. Dass alsdann aber die Null- 
punkte ß ebenfalls discret liegen, ist soeben bewiesen worden. Und dass 
endlich auch je zwei Punkte a und ^ durch irgend welchen Zwischenraum 
getrennt sein werden, ist leicht zu übersehen. Um jeden Pol a kann man 

nämlich eine Kreisfläche c von solcher Kleinheit beschreiben, dass ^^t-z 

innerhalb c eindeutig und stetig ist. Alsdann wird innerhalb dieser Fläche 
c die Function f(z) nirgends verschwinden können, so dass also innerhalb 
c keiner der Punkte ß anzutreffen ist. Q. e, d. 
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§6. 

Die Ordnungszahlen einer Function f{z). 

Die Function f{z) sei auf einer gegebenen Flüche Ä eindeutig 
und mit etwaiger Ausnahme einzelner Pole a^^a^, ... daselbst auch 
überall stetig. Ihre Nullpunkte auf Ä mögen bezeichnet sein mit 
ßi, ßi - ' > Endlich mag jedweder Punkt dieser Fläche, welcher 
weder •zu den «'s rwcÄ zu den /3*s gehört, mit y benannt werden. — 
Wir wollen die Function im Bereich eines jeden solchen Punktes 
a, ß oder y näher untersuchen. 

Zufolge (2.) ist die Function yp- eindeutig und stetig im Bereich 

des Poles a, also [Satz pg. 36] auf einer um a mit hinreichend kleinem 
lladius beschriebenen Kreisfläche 6^7 darstellbar durch die Formel: 

^^ = {0-ayE(g), (auf6„), 

WO p eine endliche Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, 3, . . . vorstellt. 
Ilieraus folgt sofort: 

(6.) / (js) = (^ — «)~* E(^), (ebenfalls auf ©«), 

wo E(j8?) = -^T-r eine Function vorstellt, die, ebenso wie E(js) sel- 
ber, auf der Kreisfläche @a eindeutig, stetig und nichtverschwindend 
ist. Aus dieser Formel (6.) folgt übrigens sofort, dass p nicht = 
sein kann. Denn wäre p = 0, so würde f(is), zufolge (6.), auf (£„ 
stetig sein. Dies aber ist nicht möglich, weil der Mittelpunkt a der 
Fläche 6« nach unserer Voraussetzung ein Pol, d. i. ein polarer ün- 
stetigJceitspunkt der Function f^z) sein soll. 

Die Function f(js) ist also im Bereich 6„ eines Poles « stets 
durch eine Formel (6.) darstellbar, in welcher j) eine endliche Zahl 

aus der Reihe 
(6a.) *j ^j ^y ^9 .... 

vorstellt. Und hieraus folgt, dafs f{z) im Pole a nothwendiger Weise 
unendlich ivird; was in Einklang steht mit dem Satze (3.) 

Weiter: Der Punkt ß ist [vgl. (5.)] von allen Punkten a durch irgend 
welche Entfernungen getrennt. Die Function f{z) ist daher im Bereich 
des Punktes ß eindeutig und stetig, also [Satz pg. 36] auf einer um ß 
mit hinreichend kleinem Radius beschriebenen Kreisflüche ^ß darstell- 
bar durch die Formel: 

(7.) fiz) = {s - ß)i£{z), (auf 6^), 

wo q eine endliche Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, 3 vorstellt. 

Nun kann aber g nicht = sein. Denn sonst würde die Formel 
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(7.) übergehen in f{z) = E(£f), mithin*) f{z) im Punkte ß nidU ver- 
schwinden; — was der Definition von ß widerspricht. Es repräsen- 
tirt somit q eine endliche Zahl der Reihe 

Weiter: Unter y sollte irgend ein von den a's und /5's verschiedener 
Punkt verstanden sein, also ein Punkt, der von sämmtlichen aa und ß's 
durch irgend welche Entfernungen getrennt ist. Demgemäss wird 
sich um y als Mittelpunkt eine Kreisfläche ßy beschreiben lassen 
von solcher Kleinheit, dass alle a und alle ß ausserJuüb &y liegen. 
Auf dieser Fläche Sy ist daher die Function f{z) eindeutig, stetig 
und nicht verschwindend; was angedeutet werden kann durch die 
Formel: 
(8.) /W = E(^), (a«f6y)- 

Wir können schliesslich die Formeln (6.), (7), (8.) zu einer ein- 
zigen Formel zusammenfassen und gelangen alsdann mit Rücksicht 
auf (6a.) und (7a.) zu folgendem Resultat: 

Ist f(z) auf einer gegebenen Fläche % eindeutig und mit etwaiger 
Ausnahme einzelner Pole stetig, und markirt man irgendwo auf 
der Fläche Ä einen Punkt c, so tmrd die Function f{z) auf einer um 
c heschridwnen hinreichend Meinen KreisfläcJie S stets darstellbar sein 
durch die Formel 
(9.) f{0) =^ {z ^ cyE{z), (aw/6), 

wo ^ eine endliche Zahl au>s der Reihe 

vorstellt, während E(z) eine Function bezeichnet , die auf 6 eindeutig, 
stetig und nichtverschwindend ist 

Jene Zahl ^, die sogenannte Ordnungszahl der Function f(z) 
im Punkte c, ist negativ y positiv oder Null, jenachdetn c ein Punkt 
a, ß oder y ist. Dabei sind unter den a die Pole, unter den ß die 
Nullpunkte der Function f{z)y und unter den y alle übrigen Punkte 
zu verstehen. 

Auf Grand dieser Definition der Ordnungszahlen lassen sich dieselben 
für rationale Functionen von z sofort angeben. Sind z. B, A, B, G be- 
liebig gegebene complexe Oonstanten (jedoch von einander verschieden), 

so wird die Function 

{z - Ay {z - B)* 



m = 



{z - C)»' 



*) Es ist beständig im Auge zu behalten, dass mit E{z)y E{z) oder H{z) 
Functionen bezeichnet werden, die eindeutig, stetig und nichtverschwindend sind. 
Vgl. die Bemerkung auf pg. 37. 



42 Zweites Capitel. 

in den Punkten A, B und G rcsp. die Ordnungszahlen 3, 4 und (— 10), in 
allen übrigen Tunkten aber die Ordnungszahl besitzen. Auch übersieht 
man sofort, dass diese Function f(3) auf der Horizontalebene überall ein- 
deutig und mit Ausnahme eines einzigen, in C liegenden Poles daselbst 
auch überall stetig ist. 

Aus der auf S gültigen Formel (9.) folgt durch logarithmische 
Differentiation : 

'f(z) — c ■*■ 'E(z) ' 
oder; falls mau positiv über den Itand von 6^ integrirt: 

«>^ 6 A-^) ^«^ 6- — c •^ a ^ ^ ^ '^ 

wo H{0) = -pT-T» ebenso wie E(z) selber [vgl. die Bemerkung pg. 37 J 

auf der Kreisfläche 6 eindetitig, stetig und nichtvcrschwindend ist. Dem- 
gemäss ist [Satz pg. 23] das letzte Integral = 0, während das vor- 
letzte [nach (8a.) pg. 18] = 2ni ist. Man erhält daher: 

Bezeichnet man also die Pole und Nullpunkte der Function f{z) auf 

der gegebenen Fläche 21 profnisctie mit c, , c^ c^, und denkt 

man sich um diese Punkte hinreichend kleine Kreisflächen @^, S^, 
. . . . S^ beschrieben, so wird für jede solche Fläche (£x die Formel 
gelten: 

wo f*x die Ordnungszahl von f{ß) im Punkte Cn vorstellt. 

Repräsentirt nun @ dasjenige Flächenstück, welches von der 
gegebenen Fläche %, nach Absonderung der kleinen Kreisflächen 
®i> 62» • • • ^oj ^och übrig bleibt: 

© = «-(©1 + 6, + . ••• + «.), 

80 werden auf © weder Pole noch Nullpunkte von f{z) vorhanden 
sein. Folglich ist f{z) auf @ eindeutig, stetig und nichtverschtvin- 
dend. Gleiches gilt daher auf © [vgl. Bemerkung pg. 37] auch von 

jT-T' Somit folgt [Satz pg. 23]: 

die Integration positiv erstreckt über den ganzen Rand von @. Will 
man aber den ganzen Rand von © positiv durchwandern, so hat 
man zuerst die Randcurven der ursprünglichen Fläche 31 positiv, so- 
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dann aber die Randeurven der Flächen ®i, ®2> ^a negativ zu durch- 
laufen. Die Formel (12.) kann daher so geschrieben werden: 

(13.) f'-^-y f ",^ = 0; 

oder mit Rücksicht auf (11.) auch so: 

(^^•) /jtT^^ - (/»x + f*. + • • . + *».) 2«^ = 0. 

Also der Satz: 7^^ die Function f{ß) auf einer gegebenen Fläche 
% eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, und bezeichnet man ihre 
auf 8 vorliandenen Pole und Nullpunkte protnisctw mit c^, c^, . . . c^, 
femer ihre in diesen Punkten vorlmndenen Ordnungszahlen mit ftj, ft^j 
ft^; so ist stets: 

(15.) ^, + ft^ ■••. + ;*, = 2Vif^7^ = 2^/si'^^««^(^)' 

die Integration positiv erstreckt über sämmtliche Randeurven der 
Fläche a. 

Da übrigens unter Ci, c^, . . . Cg sämmtliche Pole und Nullpunkte 
der Function f(z) verstanden sind, so wird sie in jedwedem andern 
auf ?[ befindlichen Punkte die Ordnungszahl haben [Satz (9.)]; 
so dass also die linke Seite der Formel (15.) die Summe sämmt- 
lieber Ordnungszahlen repräsentirt, welche f{z) auf % überhaupt be- 
sitzt. Man kann daher den vorstehenden Satz auch so ausdrücken: 

Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläche % eindeutig und 
bis auf einzelne Pole stetig, so unrd die Summe M ihrer sämmtlichen 
auf 81 vorhandenen Ordnungszahlen den Werth besitzen: 

(16.) ^-^if^^^osM, 

die Integration positiv erstreckt über deti Band von 81. 

Dieser allgemeinen Formel (16.) subsumiren sich, beiläufig be- 
merkt, die früheren Formeln (10.), (11.) als specielle Fälle. 

§ 7. 

Ueber Ausdrücke, die aus mehreren Funotionen f{z) auf rationale 

Weise zuBammengesetzt sind. 

Es seien f ==» f{z) und f^ = f^ (z) irgend zwei Functionen, die 
auf einer gegebenen Fläche 81 eindeutig und bis auf einzelne Pole 
stetig sind. Es sollen die aus f und f^ zusammengesetzten Func- 
tionen . 
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Kf+KJ^ und /•/; und ^ 

/l 

näher untersucht werden, wo K, K^ beliebige Constanten vorstellen. 
Zunächst ist klar^ dass diese drei neuen Functionen, ebenso 
wie /'und/i selber, auf der Fläche 31 überall eindeutig sein werden. 
Ferner ist zu bemerken, dass die heiden ersten nur in denjenigen 
Punkten unstetig sein können, wo /' und f^ unstetig sind, und dass 
andererseits die dritte nur in denjenigen Punkten unstetig sein kann, 

wo /und j- unstetig sind; dass also all' jene drei Functionen, ebenso 
/i 

wie f und f^ selber, auf der Fläche 81 immer nur in einzelnen Punk- 
ten unstetig sein können. Zu untersuchen bleibt nun aber, welcher 
Art diese Unstetigkeiten sind, ob dieselben polarer , oder ob sie 
irgend welcher anderer Natur sind. 

Markirt man innerhalb % einen beliebigen Punkt o, so sind f 
und /i [Satz (9.)J auf einer um c beschriebenen hinreichend kleinen 
Kreisfläche (£ darstellbar durch: 

(18.) i'^rx^i^ (^^^®)' 

wo f( und fi} endliche ganze ZaJilen, die Ordnungszahlen von /' und 

/i in c vorstellen, während E uud E^ Functionen bezeichnen, die 

auf S eindeutig, stetig und nichtversch windend sind. Demgemäss 

ist die Function 

O = ^/- + KJ, 

auf (£ darstellbar durch die Formel: 

(t> = K(z^ cYE +K^{z -- cy^E^ , (auf ß), 

woraus durch Multiplication mit {z — c)^ sich ergiebt: 

(19.) {z - c)^^<D = [K{z - c)^'+^ E+K.iZ'- cy-^f'^ J?,], (auf ©). 

Nimmt man nun für N eine positive ganze Zahl von solcher 
Höhe, dass (N -{- (i) und (N -{- ft,) beide positiv sind, so repräsen- 
tirt der hier in der eckigen Klammer stehende Ausdruck eine Func- 
tion von z, die auf S eindeutig und stetig ist, also eine Function, 
die [nach Satz (9.)] innerhalb eines um c beschriebenen hinreichend 
kleinen Kreises C darstellbar ist durch 

{z - c)" E, 

WO ö eine endliclie j>ositive ganze Zahl vorstellt, und E eine Func- 
tion bezeichnet, die auf c eindeutig^ stetig und nicfUversdimndend isi 
Diese neue um c beschriebene Kreisfläche c wird je nach Umständen 
bald identisch mit @, bald kleiner als (S sein. 
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Demgemäss nimmt die Formel (19.) für diese neue Fläche c 
die Gestalt an: 

(z — c)^<D = (i^ — cy E, (gültig auf c). 

Hieraus folgt sofort: 

(20.) <D = (j^ — cy-^ E, (auf c), 

mithin 

(21.) ^ = ^g-cy-oH, (aufc), 

WO H = ■=-; ebenso wie E selber,- auf c eindeutig, stetig und nicht- 
verschtmndend ist. Zufolge (20.), (21.) ist also auf c entweder <t> 
oder -^ stetig, jenachdem (<y — N) positiv oder negativ. Die Func- 
tion (t> ist somit im Bereich C des zu Anfang beliebig markirten 
Punktes c entweder stetig, oder doch nur der Art unstetig, dass 
wenigstens ihr reciproker Werth daselbst stetig bleibt. Mit andern 
Worten: Sie wird in c entweder stetig sein, oder daselbst doch nur 
mit einer polaren ünstetigkeit behaftet sein. Also der Satz: 

Sind f = f{z) und f^ = /i {z) auf einer gegAenen Fläche 8 ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig, so gilt Gleiches vot^ der Function 

(22.) <t> = Kf+KJ,, 

vorausgesetzt, dass man unter Kund Ki irgend u)elche Constanten versteht. 
Was ferner die Functionen 

P=ffx, 

betrifiPt, so ergiebt sich durch Substitution der Wertbe (18.): 

(23.) P=(.-c>'+-E, 

Q = (g — cy'-'"H, 

E 

wo E==^EEi und H = -g- Functionen vorstellen, die, ebenso wie 

E und E^ selber, auf der Fläche ® eindeutig, stetig und nichtver- 
sch windend sind. Aus diesen Formeln (23.) folgt sofort, dass P 
und Q im Mittelpunkte c der Fläche @ nur mit einer polaren Ün- 
stetigkeit behaftet sein können. In der That wird z. 6., zufolge 

(23.), enttveder P oder -p auf ® stetig sein, jenachdem (ft + ft^) posi- 
tiv oder negativ ist. U. s. w. 

Auch folgt aus (23.), dass die Ordnungszahlen von P und Q 
im Punkte c respective = (ft -f- ftj) und = (ft — ftj) sind. Also 
der Satz: 
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Sind f == f{z) und /i = /J {e) auf einer gegebenen Fläche % ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig, so gilt Gleiches auch von den 
Functionen 

(24.) P = ff, nnd Q = -^' 

Sind ferner ^ und ft^ die Ordnungszahlen der Functionen f und f^ in 
irgend einem Funkte c der FläcJie 31, so werden die dortigen Ordnungs- 
zahlen von P und Q die Wertlie (ft + ft,) und (ß — ftj) besitzen. 

Haben z. B. f und f^ auf Sl überall dieselben Ordnungszahlen, 
so wird Q überall die Ordnungszahl besitzen, mithin im Bereich 
eines jeden Punktes c der Fläche 31 [Satz (9.)] darstellbar sein durch 

Q = {z-cyF{z)^E{zl 

Mit andern Worten: Es wird alsdann Q in jedwedem Punkte c der 
Fläche 31 eindeutig y stetig und nichtverschwindend sein. Also der Satz: 
Sind die Functionen f = f{z) und /i = f^ (z) auf einer gegSbenen 
Fläche 31 eindetäig und bis auf einzelne Pole stetig, und besitzen über- 
dies diese beiden Functionen auf 3t überall dieselben Ordnnngszcdilen, 
so unrd ihr Quotient 

(25.) Q = — J.T^ ^ Lw)HrX^»A^ 

/i 

auf der Fläche 31 überall eindeutig, stetig und nichtverschwin- 
dend sein. 

Die Sätze (22.), (24.) lassen sich übrigens sofort verallgemei- 
nern, und führen alsdann zu folgendem Resultat: 

Sind die Functionen f = fi{z), f^ = /i(^)> fn = fn{z) auf 

einer gegebenen Fläche 31 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, 
so gut Gleiches von jedwedeni Ausdrucke: 

(26.) Y = Ratf.(A, /;,..../«), 

der aus /i; /i, • . . . /!• auf rationale Weise zusammengesetzt, ist^ also 
z. B. auch von den Ausdrücken: 

(27.) -P=/l/i •••/■» wnrf Q= ' ^ '" j; , 

X»! X»2 ... J. ^ 

falls man nur über F^, F^, . .. Fp dieselben Voraussetzungen macht, 
wie über f^, f^, ...fn. 

Sind femer f^i; f^s? • • • f^ ^**^ l^i» ^27 • • • M^ die Ordnungszahlen 
der Functionen /i, /i; • • . fn ^nd F^, F^, , . , Fp in irgend einem Punkte 
c der Fläche 31, so werden die dortigen Ordnungszahlen von P und 
Q lauten: 

(28.) (^1 + ^, . . . + ftn) und [(^j + ^2 ••• + /*») — (Ml + Mi ••• + M,)]- 
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-Zw den Functionen f, F, auf welclie diese Sätze anwendbar sind, 
gehört selbstverständlich auch diejenige, deren Werth auf % allenthalben 
= 1 , deren Ordnungszahl also daselbst überall = ist 

Femer gehört zu diesen Functionen f, F, auf welche die Sätze 
anwendbar sind, z. B. auch diejenige, welche durch das Argument a 
selber dargestellt ist. Denn die Function f(z) = z ist eindeutig und 
stetig auf jedweder Fläche Sl, falls nur alle Punkte derselben im 
Endlichen liegen. Somit ist dem Satz (26.) folgender Zusatz bei- 
zufügen: 

Versteht man unter 
(29.) V = Ratf. (z) 

irgend eine rationale Function von z, so wird V auf der Fläche % 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein, Dcdtei ist vorausgesetzt, 
dass die Fläche Sl mit alV ihren Funkten im Endlichen liegt, — eine 
Voraussetzung, die wir übrigens stillschweigend bei den mit Sl bezeich- 
neten Flächen stets supponirt haben. 

Es sei jetzt f = f{z) eine beliebig gegebene Function, die auf 
einer Fläche ?l eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig ist. Ihre 
Pole und Nullpunkte auf der Fläche % seien bezeichnet mit cc^, a^, 
. . . «a und ßi, ß^, ... ßb, ferner ihre dortigen Ordnungszahlen mit 
( — p,), ( — p^), . . . (— jPa) und Qi, ^2; • • • Qo] sodass also die p 
und q [vgl. den Satz (9.]) lauter positive ganze Zahlen vorstellen. 

Genau dieselben Eigenschaften besitzt offenbar auch die ratio- 
nale Function: 

Nach dem Satze (29.) ist nämlich ^{z) auf Sl eindeutig und bis auf 
einzelne Pole stetig. Auch erkennt man aus der Beschaffenheit des 
Ausdrucks (30.) sofort, dass die Pole und Nullpunkte von V(j8f) re- 
spective in «j, «2» • • • o^a und ß^ ß^^ ... ßb gelegen sind. Und über- 
dies erkennt man [mittelst des Satzes (9.)], dass die in diesen Punk- 
ten vorhandenen Ordnungszahlen der Function ^{z) respective durch 
( — jPi), ( — j)^), . . . ( — Pa) und Q'i, (?2> • • • ^b dargestellt sind. 

Da nun aber f{z) und ^{z) auf ?t eindeutig und bis auf ein- 
zelne Pole stetig, femer überall mit denselben Ordnungszahlen ver- 
sehen sind, so folgt aus dem Satze (25.) sofort, dass der Quotient 

/(!)_ 

auf S eindeutig, stetig und nichtverschwindend ist. Man gelangt daher 
zu folgendem Resultat: 
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/ Ist die Function f{z) auf einer gegebenen Fläche Sl eindeutig und 
bis auf einzelne Pole stetig, und bezeichnet nmn ihre auf 9i liegenden 
Pole und Nullpunkte respective mit a^, «g, ... a« und ßi, ßi, • > > ßb, 
femer ihre dortigen Ordnungszahlen respective mit ( — p^, ( — p^, . . . 
( — jpa) wwd Q.\y iif - ' ' iby ^'ö wvrd sie auf der Fläc/ie Sl darstellbar 
sein durch die Formel: 

(31.) f(z) = ^-^LA ^J!. 1^ _P*i_ E(z) , 

wo E{z) eine Function vorstellt, die auf % eindeutig j stetig und nicht' 
verschwindend ist 

Versteht man insbesondere unter % eine um den Anfangspunkt 
z = beschriebene Kreisfläche, so wird die auf ?l eindeutige und 
stetige Function 

{z - ß,Y' {z - ß,y . . . (^ - ß,rE{z) 

innerhalb % entwickelbar sein [Satz pg. 30] in eine Maclaurin'sche 

Reihe 

A + Bz + Cz^ + D^+ ...', 

so dass man also zu folgendem Satze gelangt: 

Ist die Function f(z) auf einer um den Punkt je = beschrie- 
benen Kreisfläche Ä eindeutig und bis auf einzelne Pole a^ , a^ , . . . «a 
stetig, und bezeichnet man ihre Ordnungszahlen in diesen Polen mit 
( — Pi), ( — P2), . . . ( — Pa), so wird dieselbe intierhalb ?t darstellbar 
sein durch die Formel: u * ^ * 

^ ^^ '^ ^ {z- a,f^ (;, _ a,)ft . . . (^ - a^)Pa ' ^^^,,^ f^. wJL^ 

wo Ä, B, C, D, . . . Constanten sind, wälirend die ps (ihrer Defini- 
tion zufolge) positive ganze Zahlen vorstellen. 

Besitzt insbesondere die Function f{z) auf der Kreisfläche % nur 
einen einzigen Pol; und liegt dieser im Mittelpunkte von %, d. i. in 
£; =3 0; so nimmt der Satz die speciellere Gestalt au: 

Ist die Function f(z) auf einer um z = beschriebenen Kreisfläche 
% eindeutig, und bis auf einen in js? = gelegenen Pol stetig, so tvird 
dieselbe innerhalb % darstellbar sein durch die Formel: 



A + Bz -i^Cz* + Dz'' + , , . 



z 



p 



7 



(33.) m - 

(1. i. durch die Formel: 
(34.) f{e) = Ag-p + B0-P+' + Cg-P+' + De-p+^ + • • . , 

wo A, B, C, D, . . . . Constante sind, während p eine positive gante 
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Zahl vorstellt. Es repräsentirt nämlich ( — p) die Ordmmgsmhl von 
f{z) in jenem Pole e = 0. 

§ 8. 
Ueber die Differentialquotienten einer Fnnotion fX^i). 

Ist die Function f{e) auf einer gegebenen Fläche ?t eindeutig 
(1.) und stetig, so gilt Gleiches daselbst auch von ihren sämmtlichen Dif- 
ferentialquotienten -4— j —y^t ; ^^- ^^• 

So lautet der früher [pg. 23] erhaltene Satz. Wir wollen jetzt 
nun aber das Verhalten der Differentialquotienten für den Fall unter- 
suchen, dass die ursprüngliche Function mit irgend welchen Polen 
behaftet ist. 

Die Function f(0) sei also auf Sl eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig. Markirt man alsdann auf Sl einen beliebigen Punkt d 
so ist [Satz pg. 41] f{z) innerhalb einer um c beschriebenen hin- 
reichend kleinen Kreisfläche 6 darstellbar durch die Formel: 

(2.) f{z) =={!!- er E{z), (aufC), 

wo ft die OrdnungsmM von f(z) in c vorstellt, während E{z) eine 
Function bezeichnet, die auf 6 eindeutig, stetig und nicfitverschunn- 
dend ist. In Folge dieser Eigenschaften ist F(js) innerhalb der Kreis- 
fläche © entwickelbar in die Cauchy-Taylor'sche Reihe: 

E{z) = A + A(^ - c) + A(^ -c)^ + . . . . , 

wo Aq versdiieden von ist. Denn andernfalls würde E(z) im Cen- 
trum c der Kreisfläche S verschwinden, was dem Charakter dieser 
Function widerspricht. 
Idan erhält also: 

(3.) f(g)=.(z-cy[A,-{-Mz-c) + M^-cy + ..•], (*^^®>;-^ 1^4.<^ 

und hieraus durch Differentiation: '^'ff^^' , ' -^ **«^'^^r^ 

(4.) ^^ = (^,-cy-^[f,A,+(ii-\-\)Mz-c)+((i+2)A,{z-cy-\-...l 

(auf S). 



Ist nun (i von verschieden, so hat diese Formel die Gestalt: 
dm 



{b.)'*-{^ = {z-cy-'[B,-\-B,{z-c)+B,{z-cy-^...-\, (auf 6), , ± 

WO JBq (ebenso wie das frühere A^ von verschieden ist. ^ 

Ist hingegen ft = 0, so verschwindet in (4.) der erste Coeffi- 
cient: fi^o* Moglicherweise verschwinden aber gleichzeitig auch noch 

Nenmann, Abersche Integrale. 2. Aufl. 4 
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einige der folgenden Coefficienten. Denn die A^, A^y A^, ... sind 
unbekannte Constanten, die ebensogut Null, wie von Null verschieden 
sein können. Im Falle ft = besitzt daher die Formel (4.) die Gestalt: 

(6-) ^ = (^-cy[Co-i-C,ig-c)-\-C,(z-cy + ...], (auf6), 

WO p eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, . . . vorstellt, und Cq eine vofi 
verschiedene Constante bezeichnet. 

Die in (5.) in der eckigen Klammer stehende Function ist auf 
S eindetdig und stetig. Sie besitzt im Mittelpunkt c dieser Fläche 
den von verschiedenen Werth JS^, folglich in unmittelbarer Nach- 
barschaft von c ebenfalls von verschiedene Werthe. Man kann 
daher S zu einer concentrischen Kreisfläche c von solcher Klein- 
heit zusammenschrumpfen lassen, dass jene Function innerhalb c 
nicht bloss eindeutig und stetig, sondern auch nichtverschtcindend ist. 
Analoges gilt von der in (6.) in der eckigen Klammer stehenden 
Function. 

Innerhalb einer um c beschriebenen, hinreichend kleinen Kreis- 
fläche c nehmen daher die für ft ^ 0, respective für ft = gelten- 
den Formeln (5.) und (6.) folgende Gestalt an: 

(7.) (,<,Q:%f^{z-cy-^E{z), (aufc), 

(8.) ^ = 0:^^ = (^-c>H«, (aufc), 

WO p eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, . . . vorstellt, während E{z) und 
H{z) Functionen bezeichnen, die auf c eindeutig, stetig und nicht- 
yerschwindend sind. 

Diese Formeln (7.), (8.) zeigen, dass die Function ^ J — im Punkte 

c entweder stetig oder aber polarunstetig ist; sie zeigen femer, dass 

die Ordnungszahl dieser Function im Punkte c entweder = (ft — 1) 

oder =|> ist. Also der Satz: 

Ist die Fundion f(0) auf einer gegebenen Fläche Sl eindeutig und 

bis auf einzelne Pole stetig, so gut Gleiches auf ?t aud^ von dem Dif- 

ferentialquotienten 

df{z) 
dB 

Sind femer fi und ft' die Ordnungszahlen von f{z) und -~ - in 

irgend einem Punkte c der Fläctie 8, so ist: 

(9.) |it' = |ii — 1, faUs ^ 5 0, 

hingegen: 
(10.) ^' = 0,1,2,3,4,...., falU /:* = 0. 
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Oder mit andern Worten: Besitzt die Ordnungszahl ft im Punkte c 
einen der Werthe: 

^ = . . . . -. 3, - 2, - 1 , + 0, + 1, + 2, + 3, . . . . 

so wird der zugehörige Werth von {i respective dargestellt sein durch: 

/i'= . . . . - 4, - 3, - 2, +p, + 0, + 1, + 2, . . . . 

wo das p eine unbekannte Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, 3, .... r^»- 
präsentirt. 

Demgemäss hat also -^— der Lage nach genau dieselben Pole 

wie die ursprüngliche Function f(z); während hinsichtlich der Null- 
punkte eine derartige Uebereinstimmung im Allgemeinen nicht existirt. 



TAmiU.^'^ Us-^^ ^^*.-t-J:^: ^ 





Drittes Oapitel. 
Functionen in ilurer Ausbreitung auf der Kugelfläche. 

§ 1. 

Die Horizontalebene und die Eugelfläohe als Tr&ger gegebener 

Funotionswerthe. 

Soll irgend eine Function f{z) in ihrem ganzen Umfange unter- 
sucht werden, so wird man als Träger ihrer Werthe die ganze un- 
endlidie Horizontalebene anzuwenden haben. Die bisher gefundenen 
Sätze beziehen sich aber nur auf endliche Flächenstücke 9. Und 
man wird daher mittelst dieser Sätze die Werthe der Function 
in den unendlich fernen Punkten der Horizontalebene nicht mehr zu 
untersuchen im Stande sein. Wie sich dieser Uebelstand beseitigen 
lässt, soll in diesem und dem folgenden Paragraph gezeigt werden. 

Es sei der höchstgelegene n^ q X a/ 

und (/ der tiefstgelegene Punkt ~ ^^ 

einer Kagelfläche vom Durdtmcsser 
1 ; femer sei MN die die Kugel- 
fläche in berührende Horizontal- 
ebene] und in dieser Ebene befinde 
sich (wie bisher) ein rechtwink- 
liges Axensystem xOfff dessen 0' 
Anfangspunkt in liegt. Die nebenstehende Zeichnung repräseutirt 
irgend welchen durch die Linie 00' gehenden Durchschnitt der 
räumlichen Figur. 

Wir denken uns zuvörderst die Werthe der gegebenen Function 
f{z) in gewöhnlicher Weise auf der Horizontalebene MN ausgebrei- 
tet, und verpflanzen sodann diese Werthe von jener Ebene nach der 
Kugelfläche hin, indem wir dieselben auf geradlinigen, gegen (/ con- 
vergirenden Bahnen nach der Kugelfläche hingleiten lassen. In sol- 
cher Weise wird z. B. auf den Kugelflächenpunkt Z [vgl. die Figur] 
derjenige Werth f{z) fallen, welcher ursprünglich in sich befand. 
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Durch dieses Verfahren verwandelt sich die ursprüngliche Aus- 
breitung der Function auf der Horizontalebene in eine Ausbreitung 
derselben auf der Kugelfläche. 

Beispiele. — Die Function /" = { — ) ist auf der Horizontalebene ctn- 

deutig, und in den unendlich fernen Punkten durchweg = 0. Projicirt 
man nun die Werthe dieser Function in der angegebenen Weise auf die 
Kugelfiäche, so fällt auf den tiefsten Punkt (/ derselben von allen Seiten 
her ein tmd derselbe Werth, nämlich der Werth 0. Es wird daher diese 
Function auf der Eugelfläche im Punkte (/ eindeutig sein, und selbstver- 
ständlich auch in jedwedem andern Punkte der Eugelfläche. 

Analoges gilt von der Function f = z^ ^ welche in den unendlich fer- 
nen Punkten der Horizontalebene durchweg ^^ oo ist. Verpflanzt man also 
die Werthe dieser Function nach der Eugelfläche, so wird auf den Punkt 
(/ von allen Seiten her ein und deradhe Werth, nämlich der Werth <x> 
fallen. Es ist mithin diese Function f = z'^ wiederum auf der Eugelfläche 
überall eindetUig. 

Was wir bei diesen beiden Beispielen sehen, gilt aber nicht allge- 
mein für jede Function. So ist z. B. die Function 

/^ «=a sin 2f = sm (x -f- ty) =a I sm x — / + • l ^^^ ^ ä j 

auf der Horizontalebene überall eindeutig. Und trotzdem wird sie bei 
ihrer Ausbreitung auf der Eugelfläche im Punkte O' unendlichvieldeutig 
sein. Denn diese Function besitzt, wie man leicht übersieht, in den un- 
endlich fernen Punkten der Horizontalebene oder (anschaulicher ausge- 
drückt) in den einzelnen Punkten einer in der Horizontalebene um O mit 
unendlich grossem Radius beschriebenen Ereisperipherie verschiedene Werthe. 
Und air diese verschiedenen Werthe fallen, beim Uebergange zur Eugel- 
fläche, auf den Punkt 0\ 

§2. 
Die Antipodenebene als Träger der Fnnotionswerthe. 

Durch Ausbreitung der Werthe einer Function auf der Kugel- 
fiäche wird erreicht^ dass wir alsdann air diese Werthe im End- 
lichen vor uns ha- 
ben ; wobei aber der 
Nachtheil eintritt, 
dass als Träger die- 
ser Werthe nicht 
mehr eine ebene, / y \ 

sondern eine krum- Jjr_JZl-:: x. ^ ^ 

me Fläche dient. ^' ^' ^ ^' 

Um diesen Nachtheil zu beseitigen, construiren wir eine aweite 
Horizontalebene jM'JV, welche die Kugel in (7 berührt, und welche 
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zur bequemeven Unterscheidung die Äntipodetiebene heissen m^. 
Projicirt man nun die auf der Eugelfläche ausgebreiteten Functions- 
wertbe auf geradlinigen, von auslaufenden Bahnen nach der Anti- 
podenebene, z. B. [vgl. die Figur pg. 53] von Z nach /, so sind alsdann 
sämmtliche Functionswerthe auf dieser Antipodenebene ausgebreitet. 
Diese Antipodenebene erstreckt sich aber nach allen Seiten ins 
Unendliche, sodass wir jetzt schiesslich denselben Uebelstand haben^ 
der mit der ursprünglichen Ausbreitung der Function auf der Hori- 
zontalebene verbunden war. 

Bei jeder der drei Ausbreitungsmethoden (auf der Horizontal- 
ebene, auf der Eugelfläche und auf der Antipodenebene) ist also 
der störende Umstand vorhanden, dass die angewandte Fläche ent- 
weder eine unendliche oder aber eine krufmne ist. Um beide Uebel- 
stände zu vermeiden, zerlegen wir die Kugelfläche durch irgend eine 
geschlossene Curve ^v (z. B. durch ihren Aequator oder durch einen 
Parallelkreis) in zwei Teile © und ©', von welchen der eine den 
Punkt 0, der andere den Punkt (/ enthält, und projiciren sodann 
die Functionswerthe des Theiles © von (7 aus nach der Horizon- 
tal-, und die des Theiles ©' von aus auf die Antipodenebene. 
Solches ausgeführt ye- j^ 

dacht, sind aisdann 
sämmtliche Werthe der 
geg^enen Function aus- 
gebreitet auf zwei ebe- 
nen endlichen Flä- 
chenstücken Ä, Ä', von 
denen das eine in der 
Horizontal-, das andere ^ 

in der Antipodenebene liegt. Die Werthe, welche auf der Kugelfläche 
längs der Curve fiv vorhanden waren, kommen bei dieser Ausbrei- 
tung doppelt vor, indem sie sowohl auf den Rand von 8, wie auf den 
von W fallen; so dass also die Bandwerthe von ?t identisch sind mit 
denen von 31'. 

§3. 

Die Horizontalebene, die Eugelfläche und die Antipodenebene sind 

anzusehen als versohiedene Zustände ein und derselben Fläche. 

Man kann die Horizontalebene, die Kugelfläche und die Anti- 
podenebeue als verschiedene Zustände ein und derselben biegsamen, 
dehnbaren und zusammenziehbaren Fläche auffassen. Auch kann 
man die Uebergänge dieser Fläche aus dem ersten in den zweiten 
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und dritten Zustand in solcher Weise sich vorstellen, dass je drei 



Punkte, wie sSj Z, g [vgl. 
die Figur pg. 53] nichts 
anderes sind als drei ver- 
schiedene Lagen ein und 
desselben Flächenpunktes. 

Die [in der nebenstehen- 
den Figur] mit a, a, a' be- 



0_ fLa 
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zeichneten Seiten der drei l-:_-^-c:.^ h_ 




Flächen sind alsdann unter- 



0' g^^~ 

einander identisch, und ebenso andererseits auch b, ß, V. Da man 
nun bei der Horizontalebene a als die obere und b als die untere 
Seite zu bezeichnen hat, so erscheint es notwendig, mit dem erstem 
Namen auch a und a, mit dem letztern ß und V zu belegen. 

Bei der Antipodenebene wird also, ebenso une bei der Horizontair 
ebene, unter der obern Seite die der Kugelfläche abgewendete eu ver- 
stehen sein. Und andererseits wird bei der Kugelfläche selber unter 
der obern Seite ihre Aussenseite zu verstehen sein. 

Bei der Untersuchung der auf der Horizontalebene ausgebrei- 
teten Functionswerthe haben wir [in den vorhergehenden Capiteln] 
häufig die Worte linlcs und rechts gebraucht. Und zwar haben wir 
bei Anwendung dieser Worte unsern Standpunkt stets auf der öbem 
Seite der Horizontalebene gewählt. Demgemäss wird es für den 
stetigen Fortgang unserer Betrachtungen geboten sein, unsern Stand- 
punkt auf dieser obern Seite auch dann noch beizubehalten, wenn 
jene Ebene im Verlauf der Untersuchung in die Kugelfläche oder in 
die Antipodenebene übergeht. 

Nehmen wir also an, die Kugel fläcJie sei ein Bild unserer Erd- 
kugel, und unser Wohnort auf der Erdkugel sei in 0, Dann werden 
wir selber denjenigen Standpunkt hohen, welcher zur Beurtheilung der 
auf der Horizontalebene ausgebreiteten Functionswerthe geboten ist. 
Und gleichzeitig werden unsere bei (/ wohnenden Antipoden einen 
Standpunkt haben, wie er erfoi^ßerlich ist zur Beurtheilung der auf der 
Antipodenebene ausgebreiteten Functionswerthe, Dies ist für die 
Zukunft unveränderlich festzuhalten. Und hierin liegt auch der 
Grund für die Wahl des Namens Antipodenebene. 

Nachdem in solcher Weise die obern Seiten der betrachteten 
Flächen fixirt sind, können solche Ausdrücke wie positive oder nega- 
tive Umlaufung sofort angewendet werden, ohne dass dabei irgend 
ein Missverständniss zu befürchten wäre. 
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Will man nämlich ein beliebig gegebenes Flächenstück in jmi- 
tiver Richtung umlaufen, so muss man [vgl. die Regel pg. 3] aaf 
der obem Seite des Flächenstücks längs seiner Randes in solcher 
Richtung fortschreiten, dass man dabei das Flächenstück selber zur 
Linken hat. 

Die obere Seite der Kugelfläche ist aber ihre Äussenseite. Will 
man also z. B. das ^ 

Flächenstück @ längs 
seiner Randcurve ftv 
jwsüiv umlaufen , so 
hat man längs dieser 
Curvevon Westennadi 
Osten zu wandern, falls 
man nämlich für den 
Augenblick als ^ 

Nordpol und 0' als Südjyol der Kugel bezeichnet. Will man hin- 
gegen das andere Flächenstück @' positiv umlaufen, so hat man 
längs ^v in entgegengesetzter Jlichtung, nämlich von Osten nach Westen 
fortzuschreiten. 

Ferner bemerkt man, dass die positiven Umlaufungen der bei- 
den Flächenstücke @ und 9 unter einander harmonireu. Denken 
wir uns z. B. in ff einen leuchtenden Punkt, so wird, falls wir sel- 
ber das Flächenstück @ positiv umlaufen, gleichzeitig unser auf die 
Horizontalebene geworfener Schatten in positivci' Richtung um ?[ 
herumlaufen. 

In ähnlicher Weise harmoniren unter einander die positiven 
Umlaufungen von ©' und Sl', wobei ein leuchtender Punkt in an- 
z^^bringen sein würde. 

§4. 

Die Ooordinatensysteme xOy und xffy in der Horizontal- und 

Antipodenebene. 

Ebenso wie wir das Axensystem in der Horizontalebene mit 
xOy bezeichnet haben, ebenso wollen wir das in der Antipoden- 
ebene festzusetzende Axensystem xffy nennen. Und zwar mögen 
die Axen Ox und ffx parallel und von gleicher Richtung sein. Sie 
mögen beide liegen in der Ebene der nebenstehenden Zeichnung. 

Der in auf der ohcm Seite der Horizontalebene Stehende und 
in der Richtung Ox Fortsehende wird alsdann die Richtung Oy 
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21 



markiren mit ausgestreckter Linken [Satz (3.) pg. 4]. Daraus folgt, 
dass der Punkt y hinter der Ebene der Zeichnung liegt. 

Andererseits wird 
[zufolge desselben Sa- 
tzes] der auf der obem 
Seite der Antipoden- 
ebene in 0' Stehende 
und in der Richtung 
(Xx' Fortsehende die 
Richtung O'j/'mit aus- 
gestreckter Linken 




31' 



(1.) 



(2.) 



markiren. Hieraus folgt, dass der Punkt t/ vor der Ebene der Zeich- 
nung liegt, dass mithin O'y und Oy entgegengesetzte Richtungen sind. 
Sind also xOy und x'O'y die in der Horizontal- und Antipoden- 
ebene festgesetzten Äxensysteme, so haben Ox und O oi gleiche Rich- 
tung, hingegen Oy und (Jy entgegengesetzte Richtungen. 

Es mag dabei noch auf folgenden Umstand aufmerksam gemacht 
werden. Die Ebenen xOy und x O y sind zwei Tangentialebenen der 
Kugelfläche. Denkt man sich die eine derselben als eine bewegliche Tan- 
gentialebene, 80 wird man dieselbe durch Verschiebung ihres Contact- 
punktes st«ts in eine solche Lage versetzen können, dass mit (7, femer 
Ox mit (/x und gleichzeitig Oy mit O^y zur Deckung gelangt. 

Es seien z, Z, / irgend drei einander correspondirende Punkte. 
Alsdann sind die beiden Dreiecke OO'zund OCfz ähnlich dem Drei- 
eck OCf Z, also auch unter einander ähnlich. Hieraus folgt: 

_m. — (^^) 
{Oz)i(/z) = {oay. 

Bezeichnet man also die Entfernungen o 

(Oz) und ((//) mit r und r\ und 
setzt man ausserdem fest, dass der Kugd- 
durchmesser {Off) = 1 sein solle, so 
erhält man: • 

rr = 1, 

Es seien nun z und / zugleich die Abbreviaturen für die die- 
sen Punkten z und / zugehörigen Binome; also 

z^x + iy, 

z=:x + ty, 

wo X, y die Coordinaten des Punktes z im Coordinatensystem xOy, 
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und x\ y die Coordinaten vou z im CoordiDatensjstem x'ffff Tor- 
stellen. Alsdann ergiebt sieh: 



(3.) 



jx = r cos 0", 
\y = r sin d, 



[x'= r' cos ^, 
\y = — r sin ^, 



wo 0" das in l>ei8tehender 
Figur*) angegebene Azi- 
muth reprasentirtf Hier- 
aus folgt weiter: 

^ + iy = re'^, 
X + i\f = r'e~'^, 

also mit Rucksicht auf (l.j: 




jr jr' 



(4.) 



.y' 



Also der Satz: Ztcischm je zicvi einander eorrespondiretiden 
Funiten z = x •\- iy und / = x + iy der Horizontal- und Anti- 
podctuSbene findet atets die Itelation statt: 

(6.) (x + iy) (äf + iy) = 1 , d. i. zg = 1. 

Dabei ist vorausgesetzt, dass der Durchmesser der Kuffel = 1 sei, 
dass ferner in jenen beiden Ebenen die x-Axen gleiche liichtung, und 
die y-Axen entgegengesetzte Richtung haben ^ teie solches näher an- 
gegeben wurde im vorliergdiendefi Satz [pg. 57]. 

§ 5. 
Eine rationale Function von z in ihrer Ausbreitung auf der 

Kugelfläohe. 

Die Werthe irgend welcher Function f(z) erleiden, falls man 
die Horizontalebene in die Kugelfläclie, und diese wieder in die Anti- 
podenebene übergehen lasst, keine Grossen -Veränderung, sondern nur 
eine Or/« -Veränderung. Derselbe Werth nämlich, welcher ursprüng- 
lich in z war, kommt später nach Z, und schliesslich nach s\ falls man 
nämlich unter z, Z, z irgend drei einander correspqjidirende Punkte 
versteht [Figur pg. 57]. 

Demgemäss wird also z. B. auch die rationale Function 

(7.) *-'-i^-flV-'5' 

in je drei solchen Punkten z, Z, z ein und denselben Werth haben. 

*) Die«} Figur soll die vorhergehende von Neuem darstellen, dieselbe 
betrachtet aus der Vogelperspective. 
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Dabei sollen A^ J3, C beliebig gegebene reelle oder complexe Con- 
stanten vorstellen. 

Nun kann man aber, weil bei je drei correspondirenden Punkten 
e, Zj s! die Relation (6.) stattfindet: zz =\^ hiervon Gebrauch 
machen, um jenem in Zy Z, z' vorhandenem Werth (7.) eine andere 

Form zu geben, indem man jef=— substituirt. In solcher Weise 
ergiebt sich: 

.ox (i^^/)(i-^:b/) , 

yp") ^ ä' (1 - Gz) 

Auch wird es bequem sein, diesen den drei Punkten z^ Z, / 
gcmeinschaftlichoi Werth O bei z in der Form (7.), hingegen bei / 
in der Form (8.) zu verwenden. 

Thut man dies, und berücksichtigt man dabei den Satz (29.) 
pg. 47, so ergiebt sich aus (7.), dass die Function O auf jedem 
endlicJien Stück der Horizontalebene eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig ist. Und ebenso ergiebt sich alsdann aus (8.), dass O 
dieselben Eigenschaften besitzt auf jedem endlichen Stück der Anti- 
podenebene. 

Denkt man sich also, wie früher, die Kugelfläche durch eine 
Curve [IV in zwei «i 

Theile © und ©' zer- 
legt, und die mit diesen 
Theilen correspondi- 
renden Theile der Ho- 
rizontal- und Antipo- 
denebene mit % und 
?r bezeichnet, so wird 
O eindeutig und bis auf. ^ 

einzelne Pole stetig sein sowohl auf Sl wie auf ^', mithin diese Eigen- 
schaften auch besitzen auf © und ©' [vgl. die folgende Erläuterung]. 
Demgemäss wird also O diese Eigenschaften besitzen auf der ganzen 
KtigelfläcJie. 

Man übersieht nun sofort, dass man in genau derselben Weise 
verfahren kann bei jeder beliebigen rationalen Function von ^, und 
gelangt also zu folgendem 

Satz. — Eine rationale Function von z unrd bei ihrer Ausbrei- 

'm 

(9.) tung auf der Kugelfläche daselbst überall eindeutig, und bis auf einzelne 
Pole daselbst auch überall stetig sein. 

Erläntenmg der vorhergehenden Schlnssfolge. — Sind z und Z zwei 
auf Sl und @ einander correspondirende Punkte, so wird eine in z stetige 




4r>l> Drittes CapiteL 

Function offenbar in 7, ebenfalls stetig sein. I:t aoüereräeitä in r 
mit einem i'«»/ behaftet, also da&«ibät unstetig, jedoch in solcher Weise, 

dat» der reciproke Werth im Bereich des Punktes ; »tetig bleibt, so 

1 ' . . 

wird dieses - auch stetig sein in dem Bereich des correspondizenden 

Punktes Z. Folglich wird in /f t^ben^Ils ei neu Vol haben. Q. e. d. 

Nimmt man insbesondere eine «/«iMrt' rationale^ z. B. die Function 
(10.) <t) = (.- - Ä) (r - B) (-r - C), 

so liisst sich dieser den drei Punkten ::. Z. r' itenuuiksehaftlidie Werth 

mittelst der Substitution z = -, auch so darstellen: 

r 

(11.) ^^ a-^:-vi- ^i_^co 

Aus (10.) ersieht mau^ duss <t> eimleutiif und stetig ist auf 9L mithin 
auch auf S. .Xndererseits ersieht mau aus ill.V dass O auf W 
*^imleutig und bis auf einen in 0' liegenden Toi stetig ist, dass mithin 
<t) diese Eigenschaften auch auf 2' besitzt. Demgemass ist also 
die Function O auf (fcr Kngelfläcfte vinileutuh ftnd bis auf einen in (f 
liegenden Pol stetig. Genau dasselbe wiederholt sich offenbar bei 
jeder beliebigen ganzen rationalen Function. Also der 

Satz. — Eine ganze rationale Fimetiou von z icini bei ihrer 

n2.) Ausbreitung auf der Kugel fläehe üt*erall eimlentig, und, bis auf einen 

h.i O' d. i. h:i : = :v liitjendru VoL daseU»st üfknill stefiif sein. Man 

kann nfimlich die l\nikto und (>' nach den zugehörigen Werthen 

von z respective mit ^ = und mit 2 = x bezeichnen. 

§«. 

Ueber die Umkehrbarkeit der Satse des Torhergehenden 



Ist eine nicht näher bekannte Function f(z) auf der Kugel- 
Üäche üUrall eindeutig und stttig^ so gilt offenbar (tleiches auch Ton 
ihrem Modul. Es wird also dieser Modul auf der Kugelliäche überall 
stetig, mithin auch überall endlich sein. Ist mithin J/ der grössk 
Werth dieses Moduls, so repräseutirt 3/ eine bestimmte endliche 
konstante von positivem Werth. 

Dem^emäss ist also f(:^ auf der Uorizontnlebene überall eindeu- 
titr und stetig, und gleichzeitig ist der Modul von f(z' daselbst 
überall < iL Hieraus aber folgt [Satz pg. 25], dass f[z) eine Conr 
stante ist. Also der 
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Satz. — Ist eine Function f{z) hei ihrer Äusbreitu/ng auf der Kugd- 
^ >' fläche allenthalben eindeutig und stetig, so wird sie eine Constante sein. 

Wir wollen jetzt annehmen, die Function f{z) sei auf der Kugel- 
fläche überall eindeutig, und bis auf einen bei ;sr = cx) (d. i. in Cf) 
liegenden Pol daselbst auch überall stetig. Es soll die Beschaffen- 
heit dieser Function näher untersucht werden. 

Zerlegt man die Eugelfläche durch irgend einen ParaMelkreis 
[IV in zwei Theile @ und ©', und bezeichnet man die correspon- 
direnden Theile der Horizontal- und Antipodenebene mit 31 und Ä', 




(14.) 



(15.) 



(16.) 



SO ist f{z) auf ©', mithin auch auf W eindeutig, und bis auf den 
Pol (/ stetig. Folglich ist f(z) [Satz (34.) pg. 48] innerhalb dieser 
Kreisfläche Ä' darstellbar durch die Formel: 

-^Q^R/ + 8/^+ T/^ + , (gültig auf Sl'), 

wo Ay B, C, - ' ' P, Qy Ry 8y Ty - • ' ' Coustantcn sind, während p eine 
positive ganze Zahl repräsentirt. 

Solches constatirt, soll jetzt die Differenz untersucht werden: 

welche, da ;ar/ = 1 ist, auch so sich darstellen lässt: 

fp{z) = f{z) — [AzP + BzP-^ -f CzP-^ 1- Pz\, 

Nimmt man diese neue Function q>{js) in der Gestalt (15.), so folgt 
aus der Formel (14.) sofort, dass sie auf %' identisch ist mit 

dass sie also auf 31', mithin auch auf ©' überall eindeutig und stetig 
ist. Und nimmt man andererseits die neue Function q>{z) in der 
Gestalt (16.), so folgt mit Rücksicht auf die über f{z) gemachten 
Voraussetzungen, dass ip{z) auf 31, mithin auch auf @ überall ein- 
deutig und stetig ist. 
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Beides zusammen genommen, ergiebt sich also, dass 9(0) die 
Eigenschaften der Eindeutigkeit und Stetigkeit auf der ga/nssen Ku- 
gelfläche besitzt, dass also [zufolge des vorhergehenden Satzes (13.)] 
fp{z) eine Constante ist. Demgemäss erhalten wir aus (16.): 

(17.) f(0) = Const + ÄßP + BßP-^ + C^p-2 1_ p^^ 

und gelangen daher zu folgendem 

Satz. — Ist die Function f{z) auf der Kugelfläche überall ein- 
(18.) deutig, und bis auf einen bei z = 00 (d. i. in (7) gelegenen Pol daselbst 
auch überall stetig, so unrd sie stets eine ganze rationale Function 
von z sein. 

Wir gehen jetzt zu der allgemeinsten Aufgabe über, die sich 
hier darbietet. Es sei nämlich f{z) eine Function, die auf der Kugd- 
fläche eindeutig, und bis auf einzelne unbekannte Pole stetig ist. Es 
soll die BeschaflFenheit von f(z) näher untersucht werden. 

Möglicherweise liegt einer der unbekannten Pole in 0\ AU' 
diejenigen Pole aber, die nicht in 0' liegen, mögen mit a^, a^^-'-aa 
benannt werden. Und zur Zerlegung der Kugelfläche in zwei Theile 
© und ©' [vgl. die vorhergehende Figur] mag ein Parallelkreis ftv 
benutzt werden, der so nahe an (/ liegt, dass all' jene mit «j, ag, • • • a« 
bezeichneten Pole innerhalb @ liegen. Sind nun wieder 31 und Ä' 
die mit © und ©' correspondirenden Theile der Horizontal- und 
Antipodenebene, so wird f\z) auf ©, mithin auch auf 31 eindeutig, 
und bis auf die Pole a^, aj, •• • a« stetig sein, also [Satz (32.) pg. 48] 
auf der Kreisfläche 31 darstellbar sein durch die Formel: 

(19.) M = , xpwT S 77 — ^' (auf 81), 

WO A, B, C, !),••• Constanten vorstellen, während die p^s positive 
ganze Zahlen sind. 

Solches constatirt wollen wir jetzt das Product untersuchen: 

(20.) Vip) = f{^) • [(^ - «i)'^ {z-a^)P-'"{z — UaYa-], 

Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck ist eine 
rationale Function von z, also [nach Satz (9.)] auf der Kugelfläche 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Gleiches gilt aber, nach 
unserer Voraussetzung, auf der Kugelfläche auch von f{z)y und daher 
[Satz pg. 46] auch von dem Product <p(z). 

Diese neu eingeführte Function g>{z) ist mithin auf der KugeU 

21.) fläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Es handelt sich 

darum, diese noch unbekannten Pole zu ermitteln. Und zu diesem 
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Zwecke sind nacheinander die beiden Theile @ und ©' der Kugel- 
fläche zu durchmustern. 

Zuvörderst folgt aus der Gleichung (19.), dass die neue Function 
q>{0), (20.), auf 31 darstellbar ist durch 

dass sie also auf Sl, mithin auch auf @ überall stetig ist. Sie kann 
(22.) somit auf % oder © keinen Pol haben. 

Was ferner %' oder ©' betrifft, so besteht ^(-2?), nach (20.), 
aus zwei Factoren. Der erste Factor f(z) kann [zufolge unserer 
Construction] auf @' nirgends einen Pol haben, also auch nirgends 
-unendlich werden, — ausser vielleicht in (/, Und der zweite Factor, 
der in (20.) in eckige Klammern eingeschlossen ist, kann, wie sein 
Anblick zeigt, auf ©' ebenfalls nirgends unendlich werden, ausser 
für z = oo, d. i. in 0\ Demgemäss wird also auch das Product 
q>{z) dieser beiden Factoren auf ©' nirgends unendlich sein können, 
(23.) ausser in Cf. Und hieraus folgt weiter, da^ <p(z) auf ©' keinen 
Pol besitzen kann, ausser in (X. 

Mit Bücksicht auf diese Ergebnisse (22.), (23.) wird jetzt also 
der Satz (21.) dahin auszusprechen sein, dass die Function q>(z) auf 
der ganzen Kugelfläche eindeutig und mit etwaiger Ausnahme eines in 
Cf liegenden Poles daselbst auxih überall stetig ist. Hieraus aber folgt 
[mittelst des Satzes (18.)], dass ip{z) eine ganze rationale Function 
von z ist Solches constatirt, ergiebt sich jetzt aus (20.), dass f{z) 
eine gebrochene rationale Function von z ist. Also der 

Satz. — Ist die Function f(z) auf der Kugelfläche eindeutig und 
(24.) ^^ öw*/* einzelne Pole stetig^ so unrd sie stets eine r»ationale Function 
von z sein. 

Genauer genommen, ist übrigens offenbar hinzuzufügen, dass 
der Satz nur dann Giltigkeit hat, wenn die Anzahl jener einzelnen 
Pole eine endliche ist. 



Viertes Capitel. 

EinfBhnmg der Riemanu sehen ebenen Flächen and der 

Riemann'sehen Kugelflächen. 

§ 1. 

Ueber die Biemann'sohen Windnngsfläohen. 

Ein Strahl, welcher von einem festen Punkte c ausgeht, um c 
drehbar ist, und nun längs irgend einer im Räume gegebenen Leit- 
curve fortgleitet, wird einen Kegelmantel beschreiben. Ist die Leit- 
curve eine in sich zurücklaufende, so gilt Gleiches auch von dem 
Kegelmantel. 

Befindet sich die Leitcurre auf einer um den Punkt c mit dem 
Radius 1 beschriebenen Kugel, so heisst bekanntlich derjenige Ober- 
flachentheil dieser Kugel, welcher von der Leitcurve umschlossen 
wird, die Oeffnung des Kegelmantels. 

Wir wollen uns nun auf der um c beschriebenen Kugel eine 
Leitcurve denken, welche etwa die Form einer 8 besitzt, nämlich 
annehmen, dass diese Curve, ebenso wie es bei der 8 der Fall ist, 
durch einen Zug entsteht, welcher zuerst nach Ausführung einer 
Wendung sich selber durchschneidet, und welcher sodann nach Aus- 
führung einer eweitenj entgegengesetzten Wendung in seinen Anfang 
zurückläuft. Der Punkt, in welchem jene 8fl*»rmige Curve sich sel- 
ber durchschneidet, mag der Doppclpunkt der Curve genannt und 
mit d bezeichnet werden. 

Lassen wir den von c ausgehenden Strahl dem Zuge dieser 
Leitcurve folgen, so wird der von ihm beschriebene Kegelmantel, 
ähnlich wie jene Curve selber, zuerst nach Ausführung einer Wen- 
dung (in der Linie cd) sich selber durchsetzen, und sodann nach 
Ausführung einer zweiten, entgegengesetzten Wendung in seinen An- 
fang zurücklaufen. Es wird demnach dieser Kegelmantel zwei Oeflf- 
nungen besitzen, von welchen die eine dem unteren, die andere dem 
oberen Theile der 8 entspricht. 
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Wir haben hier eine Fläche vor uns, welche in einer gewissen 
Linie sich selber durchsetzt. Mit Flächen solcher Art werden wir in 
Zukunft häufig zu thun haben ; und es wird daher zweckmässig sein, 
wenn wir uns hier zu Anfang sogleich mit einer gewissen Grund- 
vorstellung bekannt machen, welche — wie gezwungen sie im ersten 
Augenblick vielleicht auch erscheinen mag — bei jenen Flächen in 
Zukunft beständig festgehalten werden muss. 

Wir setzen nämlich ein für allemal fest, dass zwischen zwei Flä- 
chentheilenj welche einander in irgend einer Linie durcJisetzen, längs 
(l.) dieser Linie hin kein Zusammenhang, also auch keine Nach- 
barschaft stattfifiden soll. 

Denkt man sich z. 6. im Baume zwei gleich grosse Ejreisflächen, 
welche einander längs eines Durchmessers durchsetzen und unter 
irgend welchem Winkel gegen einander geneigt sind, so werden 
diese beiden Kreisflächen als zwei von einander völlig getrennte 
Flächenstücke anzusehen sein; nämlich als zwei Flächenstücke an- 
zusehen sein, welche unabhängig von einander ihre Lage im Baume 
ändern können, mithin an beliebige und beliebig weit von einander 
entfernte Stellen des Baumes versetzt werden können. 

Sobald von einem Punkte die Bede ist, welcher auf einer ge- 
gebenen Fläche fortgeht, oder fortschreitet, oder fortläuft, so versteht 
man darunter bekanntlich jederzeit einen Punkt, welcher seine Lage 
auf der Fläche stetig ändert, also einen Punkt, der von jedweder 
Stelle der Fläche immer nur zu einer benachbarten Stelle sich fort- 
bewegt Die aufeinander folgenden Lagen eines solchen Punktes 
werden demnach in ihrer Gesammtheit eine Curve bilden, welche 
aus lauter zusammerAängenden Punkten der Fläche besteht. 

Zwei Flächentheile können als zwei Systeme von Punkten ange- 
sehen werden; die Punkte des einen Systems sind alle unter ein- 
ander zusammenhängend, ebenso auch die des andern. Dtirdisetzen 
aber die beiden Flächentheile einander, so findet — nach der von 
uns angenommenen Vorstellung — zwischen den Punkten des einen 
und denen des andern Systems längs der Durch setzungslinie kein 
Zusammenhang statt. 

Der auf einer gegebenen Fläche fortlaufende Punkt wird daher, 
weil seine Bahn aus lauter zusammenhängenden Punkten bestehen 
muss, sobald er auf seinem Wege zu einer Linie gelangt, in welcher 
der Flächentheil, auf dem er sich gerade befindet, von einem andern 
Flächentheile durchsetzt wird, niemals in diesen andern Flächentheil 
hinübergehen können. Oder mit andern Worten: 

• Neumann, Abersohe IntegnJe. 2. Aufl. 5 
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Bei einer Linie, in icehher ncei Tkeiie eim^r Fläeie eit 
durchsetzen, ist die Beicegung eines an f der Fliieke f^rtlanfemtkn ISrnk- 
(2.) tes nothwendig immer der Art. als kcäre der eine fm diesen beiden 
Flächentheilen gar nicht vorhandtn. 

Wir haben früher, um die Werthe irgend einer Function rmiuD- 
lieh auszubreiten, bald eine d/ene Fläche, bald eine Kwjeifladie be- 
nutzt. Unter Umständen wird es zweckmässig sein, zu diesem Be- 
huf irgend welche andere Flächen in Anwendung zu bringen. Jeder 
Punkt der gerade gewählten Fläche wird alsdann der Träger eines 
gewissen Functionswerthes werden. Trifft es sich, dass hierbei 
sammehhängende Flächenpnnkte auch jederzeit mit stetig s\ 
hängenden Functionswerthen belastet sind, so wird die Function eine 
auf jener Fläche überall stetige zu nennen sein. 

Wiederum wird hierbei, falls zwei Theile der in Anwendung ge- 
brachten Fläche einander durchsetzen j wohl zu beachten sein, dass 
zwischen den Punkten des einen und denen des andern Theiles längs 
ihrer Durchsetzungslinie kein Zusammenhang stattfindet. 

Sotl demnadi irgend eine Function auf einer s^Achen FKcke sie- 
tig sein, so tcird dazu^ icas ihre Werthe auf jeneti heulen einander 
durdtselzenden Flächentheilen anbelangtj nur erfnrderlieh sein^ dass jeder 
(3.) von diesen beiden Theilen für sich allein betrachtet mit lauter 
stetig zusammenhängentlen Werthen belastet ist — gleichgültigy ob 
die Werthey tceMie der eine^ und icelche der andere Theil in der Sake 
ihrer Durchsetzungslinie besitzen, unter einaniler gleich oder verschie- 
den sind. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen kehren wir zu dem in 
Anfang betrachteten Kegelmantel zurück. Wir wollen uns diesen 
Kegelmantel als eine materielle Fläche denken, und wiederum an- 
nehmen, sein Scheitelpunkt befinde sich im Mittelpunkt, und seine 
8 formige Leitcur^e auf der Oberfläche irgend einer Kugel. Der Kreis, 
in welchem die Kugel von einer durch ihren Mittelpunkt gelegten 
Horizontalebene geschnitten wird, mag der Aequator genannt wer- 
den; und jene 8 formige Leitcurve mag auf der Kugel eine solche 
Lage haben ; dass die eine Schleife derselben oberhalb, die andere 
unterhalb des Aequators, dass mithin ihr Doppelpunkt d gerade im 
Aequator liegt. Während nun der Doppelpunkt jener Curve im 
Aequator ungeändert liegen bleibt, mag sich die eine Schleife auf 
der obem, die andere auf der untern Halbkugel mehr und mehr 
ausdehnen; die Ausdehnung mag so weit fortschreiten, bis zuletzt 
die eine Schleife von oben, die andere von unten her detn Aequator 
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unendlich nahe kommt. Gleichzeitig werden sich alsdann die den 

beiden Schleifen entsprechenden Theile des Kegelmantels mehr und 

mehr abplatten, und zwar so weit 

abplatten, bis zuletzt beide Theile, der 

eine von oben, der andere von unten 

her, fast vollständig in die Horizontal- 

ebene hineinfallen. 

In dem gegenwärtigen Zustande 
wird alsdann der Kegelmantel eine 
Fläche repräsentiren, von welcher die 
Horizontalebeue überall doppelt be- 
deckt ist, es mag diese Fläche eine 
Windungsflächey und ihr Scheitelpunkt 
ein Windungspunkt genannt werden. 

Die Winduugsfläche kann auf beliebige Weise begrenzt, oder 
auch t^nbegrenzt sein. Denken wir uns z. B. unsere Windungsfläche 
von ihrem Scheitelpunkte aus nur bis zu der um c beschriebenen 
Kugelfläche hin fortgesetzt, so wird die Begrenzungslinie derselben 
eine kreisförmige Gestalt besitzen. Und zwar wird, weil längs der 
Linie cd hin zwischen den beiden daselbst einander durchsetzenden 
Flächentheilen kein Zusammenhang stattfindet, zwischen den beiden 
im Punkte d einander durchkreuzenden Theilen der Begrenzungs- 
linie ebenfalls kein Zusammenhang vorhanden sein. Es wird dem- 
nach die Begrenzung der Windungsfläche aus einer eineigen Curve 
bestehen, welche nach zwei vollen Kreisumläufen in sich selber 
zurückkehrt. 

Wir würden übrigens, wie wir sofort übersehen, eine solche 
kreisförmig begrenzte Windungsfläche auch dadurch erhalten kön- 
nen, dass wir zwei ebene Kreis- 
flächen übereinanderlegen, diesel- 
ben längs zweier übereinanderlie- 
genden Radien aufschlitzen, und 
sodann die entgegengesetzt liegen- 
den Ränder des oberen und des 
unteren Schlitzes mit einander zusammenheften, nämlich den Rand 
a mit /J', und a' mit ß. 

Ein auf der Windungsfläche fortgehender Punkt wird, sobald 

er die Linie cd passirt, aus dem unteren Blatt der Fläche in das 

obere, oder auch umgekehrt aus dem oberen in das untere gelangen. 

Aus diesem Grunde wird es zweckmässig sein, die Linie cd eine 

6* 
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TJehergaiigslinie zu nennen. Ein üebergang aus dem unteren Blatt 
in das obere hinein kann übrigens auf doppelte Weise bewerkstelligt 
werden. Denkt man sich nämlich einen Beobachter, welcher in c 
auf der horizontal liegenden Windungsfliiche steht und nach d hin 
fortsieht, so kann dieser üebergang entweder von links unten nach 
redits oben, oder auch umgekehrt von rechts unten nach linlcs oben 
erfolgen. Charakteristisch für die hier betrachtete Fläche ist es, 
dass ein auf derselben fortlaufender Punkt den Windungspunkt sswei- 
mal umkreisen muss, ehe er in seilte Anfangslage zurückkommt. 

Durchaus unwesentlich ist es, dass wir uns bis jetzt die üeber- 
gangslinie geradiimg gedacht haben; es kann dieselbe eine Curve 
von beliebiger Krümmung sein. Wir brauchen nämlich die beiden 
ebenen Kreisflächen, welche zuletzt zur Construction der Windungs- 
fläche in Anwendung gebracht wurden, nicht gerade längs eines 
liadms hin aufzuschlitzen, sondern können dieselben auch längs 
irgend einer andern vom Mittelpunkt nach dem Rande hingehenden 
Curve aufschlitzen. Wenn wir alsdann wiederum die eni^egengesetzt 
liegenden Ränder des oberen und unteren Schlitzes zusammenheften, 
so haben wir eine Windungsfläche, in welcher die Uebergangsliuie 
durch eine Curve von Miebiger Gestalt repräsentirt ist 

Zur Construction einer Windungsfläche sind bis jetzt swei Me- 
thoden angegeben worden. Eine dritte Methode zur Construction 
einer solchen Fläche ist folgende: 

Man markire in der Horisiontalebene einen Punkt c, und construire 
sodann in dieser Ebene eine zweimal um c herum- und schliesslich 
in sich zurücklaufende Curve, und bezeichne den 
Doppelpunkt derselben mit d. Diese Curve be- 
trachte man als die Leitcurve eines Kegels, des- fl?) 
sen Scheitelpunkt irgendwo im liaume liegt; und 
denke sich sodann diesen Scheitelpunkt auf irgend 
welchem Wege näher und näher an den Punkt c 
herankommend; dann wird sich die Mantelfläche 
des Kegels mehr und mehr abplatten, bis sie zu- 
letzt vollständig mit der Ebene der Leitcurve zu- 
sammenfällt. In diesem Endzustande wird dann die Mantelfläche 
dos Kegels wiederum eine Windungsfläche sein. Der Punkt c wird 
den Windungspunkt, und die Linie cd die Uebergangslinie vorstellen. 

Es wird zweckmässig sein, hier zugleich andere Windungs- 
flächen, nämlich Windungsflächen höJiercr Ordnung, mit in unsere 
Betrachtung hineinzuziehen. 
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Die letzterwähnte Leiteurve lief nach zwei vollen Umdrehungen 
ih ihren Anfang zurück. Nimmt man statt dieser eine Curve, die nach 
m vollen Umdrehungen in ihren Anfang zurückläuft, so erhält man : 

für w = 1 eine gewöhnliche einblättrige Fläche (Windungsfläche 
0*®' Ordnung; bei einer solchen Fläche wird irgend ein beliebiger 
Punkt als der Windungspuukt derselben zu bezeichnen sein), 

für m = 2 die soeben betrachtete, der letzten Figur entspre- 
chende sweiblättrige Windungsfläche (nach Riemann's Ausdrucks weise: 
eine Windungsfläche 1*®' Ordnung), 

ferner für m = 3 eine dreiblättrige Windungsfläche (nach Rie- 
mann: eine Windungsfläche 2*®' Ordnung), U. s. w. U. s. w. 

Bemerkungen. — Man ersieht hieraus, dass eine emblättrige Win- 
dungsfläche nichts anderes ist, als eine gewöhnliche einblättrige Fläche 
(z. B. eine Kreisfläche), und also gar Jceine Uebergangslinie besitzt. 

Ferner ergiebt sich aus den angestellten Betrachtungen sofort, 
dass eine jefM;etblättrige Windungsfläche mindestens eine Uebergangs- 
linie besitzt. Doch kann sie deren auch 

mehr haben. In der That kann man eine ^ 

solche zweiblättrige Fläche z. B. erhalten /^ ^ '" 

unter Anwendung der nebenstehenden / /^ 

Curve, welche [ebenso wie die der vor- 1/ 

hergehenden Figur] nach zwei vollen Um- ^T .''*^'/ X 

laufen in sich zurückkehrt. Diese besitzt ^^y..^-^^"'^ 

alsdann offenbar aber drei Uebergangs- 

linien, welche in der Figur durch Punktirung angegeben sind. 

Eine dreiblättrige Windungsfläche besitzt, wie man leicht Ober- 
sieht, mindestens zwei Uebergangslinien. Diese beiden können ent- 
weder irgend welchen Winkel mit einander bilden, oder auch dicht 
neben einander, respective über einander liegen, wie solches leicht 
zu übersehen ist. U. s. w. U. s. w. 

§2. 
Ueber die stetige UncLformung einer Windiingsfläohe in eine 

gewöhnliche einblättrige Fl&che. 

Liegt auf der Horizontalebene ein in sich zurücklaufender Faden 
(etwa ein Gummifaden), dessen einzelne Elemente biegsam, dehnbar 
und auf der Ebene verschiebbar sind, so kann man diesen Faden in 
stetiger Weise aus der Gestalt 1. in die Gestalt 2., sodann in die 
Gestalt 3., endlich in die Gestalt 4. übergehen lassen; [vergl. die 
folgende Figur]. 



^ 
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Denkt man sieb den betrachteten Faden als die Leitcurve eines 
Kegels, dessen Spitze irgendwo im Baume, etwa gerade über dem 
Mittelpunkt der Curve liegt, so werden den verschiedenen Zustän- 

2. 3. 4. 







den 1., 2., 3., 4. der Curve ebenso viele verschiedene Zustände des 

Kegels entsprechen. Und ebenso, wie jene vier Zustände der Curve 

stetig in einander übergehen, ebenso wird Gleiches zu sagen sein 

von den vier entsprechenden Zuständen des Kegelmantels. 

Es soll nämlich jede Umformung, bei welcher Zerreissungen and Zu- 
sammenheftungen vermieden werden, eine stetige heissen. Wenn wir den 
hier betrachteten Kegelmantel aus dem Zustande 1. in die Zustände 2., 3., 4. 
übergehen lassen, so müssen wir dabei zwei Flächen theile dieses Mantels 
in einer gewissen Linie einander durchsetzen lassen. Eine solche Durch- 
setzung geht nun aber [zufolge unserer Vorstellungen pg. 66] vor sich, 
ohne dass dabei die Punkte des einen Flächentheiles mit denen des andern 
längs jener Linie hin in irgend welchen Zusammenhang treten, geht also 
vor sich, ohne dass dabei irgend welche Zusammenheftungen eintreten. 
Ebenso wenig finden dabei Zerreissungen irgend welcher Art statt. Dem- 
nach ist die Umformung unseres Kegels aus dem Zustande 1. in die Zu- 
stände 2., 3., 4 in der That eine stetige zu nennen. 

Die Umformung des Kegels 1. in die Gestalten 2., 3., 4. ist 
eine stetige zu nennen^ an welchem Ort des Raumes die Spitze des 
Kegels auch liegen mag. Sie wird also auch dann noch eine ste- 
tige bleiben, wenn wir uns jene Spitze in der Ebene der Curve, oder 
wenigstens dieser Ebene unendlich naJie gelegen denken. Thun wir 
aber dies, und verfügen wir im Uebrigen über die Lage jener Spitze 
in geeigneter Weise, so ist der Kegel 1. eine gewöhnliclie einhUittrige 
FlächCy und der Kegel 4. eine eweiblättrige Windungsfläche. 

n .) Also der Satz : Eine gewöhnliche einblättrige Fläclie Icanyi mittelst ste- 

tig er Umformung in eine uweiblättrigeWindungs fläche verwandelt u^erden. 
Man sieht bereits, dass man durch die angegebene Operations- 
methode sofort auch zu folgendem allgemeineren Satz gelangt: 

Eine gewöhnliche einblättrige Fläclie kann durch stetige Umfor- 
mung in eine m-blättrige Windungsfläohe verwandelt iverden, wo m 

(2.) ^iy^ beliebig gegebene Zahl aus der EeiJie 1, 2, 3, 4 . . . vorstellt. 
Selbstverständlich ist dieser Process auch rückwärts ausfuhrbar, so 
dass man also eine beliebig gegebene m-blättrige Windungsfläche mit- 
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prooesses. 

Man kann eine Linie durch die Bewegung eines Punktes, und 
ebenso eine Fläche durch die Bewegung einer Linie entstehen lassen. 

Wir denken uns in der xy -Ebene einen Radius, welcher um 
seinen Ausgangspunkt c in positiver Richtung und mit beliebiger Ge- 
schwindigkeit rotirt, und dessen Länge sich y 
von Augenblick zu Augenblick auf ganz he- 
liebige Weise ändert. Durch die Rotations- 
bewegung des Radius wird eine ebene Fläche 
erzeugt werden, welche, so lange jene Be- 
legung andauert, fortwährend im Wach- 
sen begriffen ist. Diese Fläche ist in jedem 
Augenblick begrenzt von denjenigen beiden 
geraden Linien R^ und U, durch welche 

die Anfangsla.^e und die augenblickliche Lage des Radius dargestellt 
sind, und überdies von derjenigen krummen Linie S, auf welcher 
der Endpunkt des Radius sich inzwischen fortbewegt hat Von 
diesen drei Begrenzungslinien ist es die Linie 22, welche, während 
sie in ihrer Rotationsbewegung weiter und weiter fortschreitet, ein 
fortwährendes Wachsen der Fläche bewirkt 

Neben der Fläche (RqRS) denken wir uns gleichzeitig eine 
zweite, und ebenfalls noch im Wachsen begriffene Fläche (PoPZ). 
Diese letztere mag an irgend einer andern 
Stelle des Raumes, etwa in der ^i^ -Ebene, 
auf ganz analoge Weise entstehen, nämlich 
erzeugt werden durch einen Radius, der in 
jener Ebene in positiver Richtung um seinen 
Ausgangspunkt y rotirt, und dessen Länge 
sich ebenfalls von Augenblick zu Augenblick 
indert. 
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blick R und P die Längen der beiden erzeugenden Eadieti, mid w und 
CO die van ihnen besdiriebenen Rotationswinkel , so soll bcstätulig 



p = y/R und CO = - 



sein^ wo m eine beliebig gegebene positive ganze Zahl vorstellt. Lässt man 
mm (las Azimuth w von 0^ bis m . 36CV\ mithin das Azimuth cd von 
0^ bis 360° anwachsen, so wird sich, auf diese Weise und unter sonst 
geeigneten Dispositionen, die eine Fläclie in eine m-blättrige Windungs- 
flächCj die andere in eine geivöhnliclhe einblättrige Fläche verwandeln. 
Erläntenmg. — Die Flächen (R^RS) und (PqPI) entstehen und wach- 
sen gleichzeitig. Während aber das Wachsen der ersteren auf völlig freie 
und willkürliche Weise vor sich geht, ist das Wachsen der letztem auf 
bestimmte Weise gebunden an das der erstem. 

Wir wollen uns beide Flächen materiell denken. Die Fläche (R^RS) 
wird in dem Augenblick, wo ihr erzeugender Radius einen Ilotationswinkel 
von 360^ beschrieben hat, zwei Randgebiete Rq und R besitzen, welche 
dicht neben einander liegen. Zwischen diesen beiden Randgebieten ma|^ 
aber keine Vereinigung eintreten. Wir wollen nämlich den erzeugenden 
Radius, sobald er nach einer Drehung von 360° zu seiner Anfangslage ü^ 
zurückgekehrt ist, in seiner Rotationsbewegung weiter fortfahren lassen, 
und gleichzeitig wollen wir das von ihm nachgeschleppte, neu entstehende 
Flächengebiet, ohne mit dem bei Rq schon vorhandenen in Zusammenhang 
zu treten, über dieses hinweg sich fortschieben lassen. Die Fläche (R^RS) 
wird alsdann die Gestalt einer Schraubenfläche annehmen, in welcher die 
Anzahl der über einander liegenden Blätter mit jeder Umdrehung des er- 
zeugenden Radius um Eins zunimmt , und bei welcher eine Vereinigimg 
der bei Rq und R liegenden Randgebiete nun weiterhin völlig unmög- 
lich ist. 

Wir ändern gegenwärtig unsere Vorstellungen. Die Fläche (R^RS) 
mag nicht geradezu wie eine Schrauben fläclte ^ sondern in etwas anderer 
Art wachsen. Während nämlich bei Entstehung einer Schraubenfläche das 
im Wachsen begriffene obere Blatt der Fläche beständig auf dem schon 
vorhandenen darnnter liegenden Blatt sich fortschiebt, nehmen wir an, dass 
bei Entstehung der Fläche (R^RS) das im Wachsen begriffene Blatt die 
Hchon vorhandenen Blätter beliebig oft, und an beliebigen Stellen durch- 
setzen dürfe, dass also die voranschreitende Begrenzungslinie R des neu 
entstehenden Blattes sich gewissermassen wie eine scharfe Kante oder 
Schneide verhalte, welche die schon fertigen Blätter nach Belieben durch- 
dringen kann. 

Wir lassen nun die voranschreitende Kaute R von ihrer Anfangs- 
lage Rq aus im Ganzen m volle Umdrehungen machen, und lassen die- 
selbe im Verlaufe dieser Umdrehungen in jedem Augenblick nach Belie- 
ben entweder das schon früher entstandene Flächengebiet durchschneiden, 
oder ohne dasselbe zu verletzen ruhig darüber hingleiten; jedoch so, dass 
sie schliesslich nach Ablauf jener m Umdrehungen in ihre Anfangslage Rq 
hineinfällt. Ihre Länge mag sich während jener m Umdrehungen von 
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Augenblick zu Augenblick beliebig geändert haben, zuletzt aber wiederum 
ebenso gross geworden sein, als sie zu Anfang war. Die in solcher Weise 
entstandene Fläche (B^ES) wird alsdann zwei bei B^ und B unmittelbar 
neben einander liegende Randgebiete haben. Lassen wir zwischen diesen 
beiden Randgebieten eine Zusammenschmelzung eintreten, und setzen wir 
ferner [in Uebereinstimmung mit den von uns angenommenen Grundvor- 
stellungen; pg. 66] fest, dass in jeder Linie, wo zwei Theile der Fläche 
einander durchsetzen, zwischen diesen beiden Theilcn kein Zusammenhang 
vorhanden sein soll, so haben wir eine Fläche vor uns, die nichts Anderes 
ist, als eine m-blättrige Windungsflächey deren Windungspunkt in c liegt, 
und deren Rand durch eine einzige nach tn vollen Umgängen in sich sel- 
ber zurücklaufende Curve S dargestellt wird. 

Während nun die Fläche (Bq B S) in solcher Weise anwächst und 
schliesslich in eine m-h\ä.iinge Windungsfläche übergeht, nimmt gleich- 
zeitig die von ihr abhängende Fläche (PqPZ) eine sehr viel einfachere Ge- 
stalt an. Da nämlich die von den Radien B und P gleichzeitig beschrie- 
benen Rotationsmnkel w und m in jedem Augenblick durch die Gleichung 

w 

CO SS — 

m 

mit einander verbunden sind, der Radius B aber m volle Umdrehungen 
gemacht hat, so wird gleichzeitig der Radius P nur eine Umdrehung aus- 
geführt haben. Und da ferner die Längen jener beiden Radien in jedem 
Augenblick durch die Gleichung 

verbunden sind, der Radius B aber nach Ablauf seiner m Umdrehungen 
wieder seine ursprüngliche Länge B^ angenommen hat, so wird auch der 
Radius P nach Ausführung seiner einen Umdrehung wiederum zu seiner 
anfänglichen Länge P^ zurückgekehrt sein. 

Nach Ablauf des ganzen Processes haben wir also in der 
a;y- Ebene eine m-blättrige WindtingsfläcJie, mit dem Centrum oder 
Windungspunkt c, andererseits in der gi^- Ebene eine gcwöhnlicJie ein- 
blättrige FläcJie mit dem Centrum y. Zerlegt man die erstere in 
QfVi360 Sectoren von je 1 Grad, so besitzen die correspondirenden Sec- 

toren der letztem je - Grad. Dabei wird die gegenseitige Lagerung 

benachbarter Sectoren auf der einen Fläche genau dieselbe sein, wie die 
gegenseitige Lagerung der correspondirenden Sectoren auf der andern. 
Durch geeignete Biegungen und Dehnungen wird man daher die eine 
Fläche mit der andern, und zwar jeden Sector der einen mit dem cor- 
respondirenden der andern zur Deckung bringen können. Demgeniäss ist 
die eine Fläche als eine stetige Umformung der andern zu bezeichnen [wie 
solches auf anderm Wege schon früher erkannt wurde, Satz (2.) pg. 70]. 

Versteht man jetzt unter correspondirenden Funkten der beiden . 
Flächen solche, die auf correspondirenden Eadien liegen, deren Azi- 
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inuthe also der Relation entsprechen: o = ^, und deren Central- 

distanzen überdies der Gleichung Genüge leisten: q = |/r^, so hat 
man für je zwei solche einander correspondirende Punkte (r, w) und 
{qj cd) die Formeln: r = q^ und w = mcj, mithin: 

(3.) re'^ = (p^'*")'", wo i = Y— 1 . 

Bezeichnet man die rechtwinkligen Coordinaten dieser corre- 
spondirenden Punkte (r, w) und (9, cd) respective mit (x, y) und 
(I, ri), und setzt man x -{• iy = 0, ebenso g + ii^ = 5; so ergiebt 
sich sofort [vgl. die Figuren p. 71]: 

(ß.) jei — c=r6*w und ^ — y = q^*^. 

Dabei steht c für a + ib und y für a + i/5, wo (a, 6) und (a, /5) 
die rechtwinkligen Coordinaten dieser Punkte c und y vorstellen. 
Mittelst dieser Relationen (R.) geht aber die Formel (3.) über in 

(4.) ss-c = (i- yy\ 

Also der Satz: Ist in der 0- Ebene eine m -blättrige Windungs- 
fläche mit dem Windungspunkt c, femer in der i- Ebene eine. gewöhn-^ 
liehe einblättrige Fläche mit dem Windungspunkt y gegdmi, und setzt 
fnan ^wisdieti den Punkten z und i dieser beiden FläcJien die Corre- 
spondenz fest: 

(5.) ^ _ C = (g ~ y)-, 

SO wird man durch stetige Umformung die eine Fläche in die andere, 

und zwar jedweden Funkt z der einen in den corr espondir enden 

Punkt i der andern zu verwandeln im Stande sein, 

BemerlLimg. — Die Einrichtung der in uusem Figuren pg. 71 gezeich- 
neten Axensysteme zeigt sofort, dass als oheie Seite der a;y- Ebene und 
1 17 -Ebene diejenigen zu bezeichnen sind, die in jenen Figuren wirklich 
nach oben gewendet sind. Lässt man nun den Punkt z den Kand der tn-blätt- 
rigen Windungsfläche umlaufen, so wird gleichzeitig der correspondirende 
Punkt f den Raud der einblättrigen Fläche durchwandern. Und diese bei- 
den einander correspondirenden Umlaufsbewegungen sind, wie man sieht, 
entweder beide positiv, oder aber beide negativ. 

§ 4. 
Betrachtung der Function y{z — cj {z — c^) {z — Cj). 
Wir wollen die Function 

(1.) /' = f{^) = V{^— ^1) G " Ö> - ^s) 

untersuchen, indem wir die Variable z und die Constanten c^, c^^ c^ 
als Punkte in der Horizontalebene uns vorstellen. Sind rj, r2, r^ 
die Entfernungen des variablen Punktes z von den festen Punkten 
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^if ^2j ^f ^^^ ^if ^2f '^3 ^^^ Azimuthe dieser Entfernungen gegen 
die a;-Axe des zu Grunde gelegten Coordinateusystems, so ist 

£f — Cg = r^e*^^, 

folglich: «(^i + ^a + ^i) 

(2.) f-V^^^.-e 

oder was dasselbe ist: 
(2a.) f = y^;^ [cos (^■+^'+^') + i sin ( ^■+^' + g^)] , 

wobei unter Yr^^r^r^ stets der positive Werth dieser Wurzel zu ver- 
stehen ist Aus (1.) wie aus (2.) folgt, dass f nt$r dann verschwin- 
det, wenn j? in einen der Punkte c^, c^, c^ hineinfallt. 

Versteht man nämlich unter tp eine reelle Grösse, so kann ein Aas- 
druck von der Form . . 

cos (p -{- i sin 9 

niemdU verschwinden. Denn zu seinem Verschwinden würde ein gleich- 
zeitiges Nullwerden von cos 9 und sin 9 erforderlich sein; was zufolge 
der Relation cos* tp '\- iin} tp =* 1 unmöglidi ist. 

Der in (2 a.) auf der rechten Seite stehende Ausdruck kann daher nur 
dann verschwinden, wenn einer der Factoren r^, r^ , fg verschwindet. U. s. w. 

Für jedwede Lage des Punktes hat die Function f zwei ein- 
ander entgegengesetzte Werthe: /' und ( — f). Diese simultanen 
Werthe f und ( — f) ändern sich, falls man irgend eine Curve 

(0.) /,/',/" z 

durchlaufen lässt. Schritt für Schritt in stetiger Weise, und liefern 
also zwei der Curve entsprechende Reihen: 

(ß-) (- n, (- /•"), (- n, . • . (- F), 

deren jede aus lauter stetig zusammenhängenden Werthen besteht 
Passirt die Curve (<J.) eine der Stellen c^, Cj, c^, so erfolgt in die- 
sem Augenblick ein Contact der beiden Reihen, indem alsdann die 
augenblicklichen Werthe derselben einander gleich, beide = wer- 
den. Setzt man hingegen fest, die Curve (<y.) solle jene drei Stellen 
Cj, C2, Cg vermeiden y so sind die simultanen Werthe der beiden 
Reihen («.), (ß.) stets von einander verschieden. Bei der genannten 
Festsetzung wird also zwischen den beiden Reihen niemals ein Con- 
tact, mithin auch niemals eine Verwechselung möglich sein; so dass 
also jede derselben durch Angabe ihres Anfangswerthes längs der 
ganzen Curve eindeutig bestimmt ist. 
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Lässt man also den Punlct z^ unter Vermeidung der drei Stel- 
len e^y c^y C3, irgend weiche Curve 

z , z , z , Z 

durchlauf m, so entsprechen dieser Curve zwei stetige Werthreihen der 

Functimi _ 

(3.) f = V(i-c,) li^'c,) (z - c,) . 

Ufid zwar wird jede dieser beiden Eeihen durcft Angabe ilires Anfangs- 

wertJies läfigs der ganzen Curve eindeutig bestimmt sein. 

Eine ivesentlidi andere Frage aber ist die, ob eine soldie Werth- 

(4.) reihe zu ihrem AnfangstvertJie zurücTckehrt, sobald man deti Pufüct z 

naeli irgend welcher , die Stellen c^, c^, Cg vermeidenden Bewegwng sclUiess- 

lich uneder in seine Anfmigslage zurückführt 

Bemerkimg. — Die Anwendung des Wortes Coniact dürfte im Vor- 
hergehenden um 80 zutreffender sein, als dasselbe einer nahe liegenden 
geometrischen Vors tellungs weise entspricht. Setzt man nämlich 

f=u + iv, 
mithin 

imd betrachtet man u, v und ( — u), (— v) als zwei Punkte in der uv- Ebene, 
so werden diese beiden Punkte, während z die Curve (a.) durchwandert, 
irgend welche Bahnen beschreiben. Dabei aber werden diese beiden Punkte, 
so lange die Stellen Cj, c^, C3 von der Curve (a.) vermieden werden, niemals 
mit einander in Contact kommen können. 

Wir gehen über zur Beantwortung der in (4.) gestellten Frage. 
Lässt man den Punkt z eine geschlossene Curve durchlaufen, welche 
keinen der Punkte q, c^, c^ 
umschliesst, so kehren hier- 
bei [wie die geometrische An- 
schauung zeigt] die Azimuthe 

^i> '^2> '^3 ^^ denselben Wer- 
then zurück, die sie zu An- 
fang dieser Bewegung be- 
sassen. Gleiches gilt selbst- 
verständlich von r^, rg, rg, 
und zufolge (2 a.) also auch 
von /*. Denn es sollte unter 

Yr^r^r^ stets der positive 

Werth dieser Wurzel verstandn werden. 

Lässt man hingegen den Punkt z eine geschlossene Bahn durch- 
laufen, welche einen der Punkte c^j c^, a^, z. B. den Punkt c^ um- 
schliesst, so wird d'i um + 2ä wachsen, während d'2, ^3 und r^, 
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r^, rj zu ihren anfänglichen Werthen zurückkehren. Hieraus folgt, 
dass die Function /'(2 a.) bei einem solchen Umlauf einen Werth er- 
erlangt, der zu ihrem an- 
fänglichen Werthe entgegen- 
gesetzt ist. 

Lässt man femer den 
Punkt eine geschlossene 
Curve durchlaufen , welche 
zwei der Punkte c^, c^, O3, 
z. B. 0} und C2 umschliesst, so 
wird jedes der beiden Azi- 
muthe 'ö'i, d'2 um + 2ä wach- 
sen, und zwar entweder beide 
um + 2ä, oder beide um 
— 2ä. Hieraus folgt, dass 
die Function f(ßB^) bei einem 

solchen Umlauf zu ihrem anfanglichen Werthe zurückkehrt. U. s. w. 
U. s. w. 

Auf Grund dieser Ueberlegungen kann der vorhergehende Satz 
(3.) jetzt weiter vervollständigt und so ausgesprochen werden: Lässt 
man den Punkt z, unter Vermeidung der Stellen c^, c^, c^, irgend welche 




Curve: 



z j z , z , . . . . JZT 



(5.) 



durchlaufen, so entsprechen dieser Curve zwei stetige Wcrthreihen der 
gegebenen Function 



f= Vi^ - ^i) (^ - C2) {z — Cs). 



Jede solche Reihe 



I ) T 7 J } 



F 



ist durch Angabe ihres Anfangswerthes f längs der ganzen Curve ein- 
deutig bestimmt. Lässt man nun jene Curve, immer unter Vermei- 
dung der Punkte c^yC^^c^, in sich zurückkehren, also Z identisch wer- 
den mit Zy so unrd sich für diese Reihe ein Endwerth F heraussteUen, 
welcher mit ihrem Anfangswerth f gleich oder entgegengesetzt ist, 
jenachdem die Anzahl der von der Curve umschlossenen Punkte c^yC^, Cg 
gerade (0, resp. 2) oder ungerade (1, resp. 3) ist. 

§5. 



Weitere Betraohtung der Fnnction y{z — cj {z — c^) {z — ^). 
Zerlegung ihres ganzen Werthvorraths in zwei gesonderte Systeme. 

Es seien (+ ^) und (— /J,) die Werthe von f in irgend einem 
Punkte Zq. Wir beschreiben um Zq ein kleines Flächenstück und 
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pflanzen auf diesem Flächenstück sowohl dasjenige Werthsystem 
iS(+/jj) auf, welches an (+ /i) sich stetig anschliesst, als auch 
dasjenige Werthsystem S{ — /J,), welches mit ( — f^) stetig zusam- 
menhängt. 

Wir lassen nun jenes kleine Flächenstück nach allen Seiten 
hin mehr und mehr anwachsen und gleichzeitig die genannten bei- 
den Werthsysteme in entsprechender Weise sich ausdehnen, indem 
wir dabei zu jedem der beiden Systeme immer nur solche Werthe 
hinzutreten lassen, die sich stetig anschliessen. 

Wir haben alsdann zwei im Wachsen begriflfene Werthsysteme 
vor uns, deren gemeinschaftliche Peripherie sich ähnlich wie ein im 
Punkt jSq erregter Wellenring, nach allen Seiten weiter und weiter 
fortbewegt. Geschieht diese Fortbewegung nach allen Seiten hin mit 
gleicher Geschwindigkeit, so wird jene Peripherie, falls sie ursprüng- 
lich kreisförmig war, beständig kreisförmig bleiben. Ist hingegen 
die Geschwindigkeit nach verschiedenen Seiten verschieden, so wird 
jene Peripherie im Verlaufe der Zeit andere und andere Gestalten 
annehmen können, und zwar Gestalten von beliebig unregelmäs- 
siger Form. 

Wie dem auch sei, — jedenfalls wird ein Contact zwischen 
jenen beiden im Wachsen begriffenen Wcrthsystcmen S (+/!>) und 
S ( — /Jj), mithin auch die Gefahr einer Verwechselung nicfnals ein- 
treten können, falls man nur dafür sorgt, dass die gegebenen Punkte 
Ci, Cg, (^i beständig ausserJialb der gemeinschaftlichen Peripherie der 
beiden Systeme bleiben. Um die Hauptsache hervorzuheben: 

So lange die Punkte c^, c^, c^ ausserhalb der gememsdiaßlicheii 

(6.) Peripherie der Systeme S{-\-f^) und S{— f^) bleiben, werden diese 

beiden Systeme ohne gegenseitigen Contact^ mithin eindmdig bestimmt 

sein, und in jedwedem Punkte z entgegengesetzte WertJte besitzen. 

Wir betrachten jetzt die Horizontalebene als eine um den An- 
fangspunkt z = des Coordinatensystems beschriebene, unendlich 
grosse Kreis f läcJie ^, und führen in dieser einen Schnitt aus: c^c^c^d. 
Oder genauer ausgedrückt: Wir sondern von der Fläche ü einen 
unendlich schmalen FläcJwnstreifen ab, welcher die Punkte c^, c^, c^ 
in sich enthält, welcher nämlich bei q beginnt und, über c^ und 
Cg fortlaufend, bis zum Rande der Kreisfläche ß, etwa bis rf, sich 
erstreckt. Nach Absonderung dieses schmalen Streifens bezeichnen 
wir die Fläche mit Ä'. Diese neue Fläche Ä' besitzt demgemäss 
eine Randcurve, welche theils aus dem kreisförmigen Rande von S, 
theils aus den beiden Uferlinien des Schnittes c^c^c^d besteht. 
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äolcbes featgesetzt, mag nuii die gemeioachaftliche Peripherie der 
Systeme 'S(-|-/J,) und iS( — /J,}, vom Punkte «,, aua, in solcher Weise sich 
ausdehnen, dasa sie, beständig innerhaS) £' 
bleibend, dem Rande von 9:' näher nnd 
näher kommt und schlieaslich in denael- 
ben Übci^eht. In solcher Art entstehen 
aladann zwei die ganze Fläche St' üb 
deckende Wertbayateme S (+ /j,) und [ 
S'(— /■(,), die, sufolge (6.), ohne gegensei- 
tigen Contact sind, und die überdiess in 
jedv>edem innerhaU) S' liegendem Funkle e 
(ßa.) entgegengesetzte Werthe Iiaien. Es 
kann daher das eine System aus dem 
andern abgeleitet werden dtirch Multiplication mit (— 1). 

Es bleibt noch flbrig, die Werthe der beiden Systeme an den 
Ufern dea Schnittes c,c^c^d zu untersuchen.*) Sind k und x zwei zu 
beiden Ufern der Schnitta trecke (c, Cj) ein- , 

ander gegenüberliegende Punkte, und zieht 
man von k aus eine Curve I, welche inner- 
halb fi' fortschreitend acbliesalich nach x ge- 
langt, 80 bilden die Werthe, welche das Sy- 
atem 8 (+ ^) iänga dieser Curve I besitzt, 
eine stetig zuaammenhängende Reihe. Zufolge 
des Satzes (5.) bat aber diese Reihe im An- 
fangs- und Endpunkt der Curve, d. i. in k 
nnd X entgegengesetzte Werthe. Denn die Curve 
umschliesat nur änen der Punkte c,, c^, c^, nämlich i 
Syatem S(+Ai) hat alao in k und x enigegengesetsle Werthe. 

Sind hingegen k und x zwei Uferpunkte der Schnittstrecke 
{c^C^, so findet man, auf Grund des Satzes (5.) und unter Anwendung 
der Curve //, daas das System S (+ ^) in k und x gläche Werthe hat. 

Gehören endlich k, x zur Schuittatrecke (c^d), so findet man, 
mittelst der Cnrve ///, daaa das System S(-^-^) in k und x ent- 
gegetyesetete Werthe hat 

*) lu dea CHguren Bind die beideo Uferlinien des Schnittes e^c^c^d bald 
durch zwei Parallellinien, bald nur dorch eine einiige Linie angedeutet. Aach wird 
eB bin und wieder iweckm&BBig aein, dieBen Schnitt in den Punkten c,,c,,c, mit 
kleinen treufürmigen Erweiterungen lu verseben, wie solches z. B. gescbeben 
ist in der ersten Figur der gegenwärtigen Seite. Durch diese kreisfürmigen 
Erweitemugen wird alsdann z. B. deutlich zur Anschaunng gebracht, daaa die 
genannten Punkte atuaerhalb A' liegen. 




Das 
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Die Wertlie, tcdcJie das System S (+ ^) m beiden Ufern des 
(7.) Schniücs c^v^c^d besitzt, sind also längs der Strecke (ciC^) einander ent- 
gegengesetzt, längs (/er Strecke (c^c^) einander gleicfi, vnd längs d&r 
Strecke (c^d) tmeder einander entgegengesetzt. 

Genau dasselbe gilt von dem System S{ — /q), wie man solches 
7.. B, schon daraus erkennt, dass die Werthe des ein«» Systems aus 
denen des atidem durch Multiplication mit ( — 1} sich ergeben. 



Betraotatong der Fonotlon y{e — Cj) (e — Cg) • ■ ■ (^ — Cs»)- 

Ihre Ansbreitnng auf einer Biemann'aohen Fl&ohe. 
Die soeben durchgefühi'ten Betrachtungen sind sofort Obertrag- 
bar anf die allgemeinere Function 

(8.) /■-n«~«.)(»-«,).--i^'<ö 

Denkt man sich nämlich wiederum die Horizontalebene als eine un- 
endlich grosse, um z ^ beschriebene Kreisflüche ${, und diese 
Fläche durch einen Schnitt c^c^c^ . . . 
Ci^d in eine neue Fläche St' verwan- 
delt, so werden sich, falls man die Werthe 
von f in irgend einem Punkte z^ mit 
(+ /ö) "od ( — /^) benennt, von diesem 
Punkt« aus zwei die ganze Flüche S' 
aberdeckende Werthsyateme S{-\- /j,) und 
iS( — ^) ausbreiten lassen, von denen 
jedes für sich betrachtet auf @' stetig 
ist, und die zasammcngenommen den 
ganzen Werthvorrath der gegebenen Func- 
tion repräeentiren. 

Ferner wird man, analog dem Satz (7.), finden, dass die Werthe, 
welciie das System S{-\-ff,) zu beiden Seiten des Schnittes Cje^&,...ci^d 
hesitet, längs der Strecke (c,Cg) entgegengesetzt, längs (c^c^ einander 
(9.) gleidi, längs {CgC^ wieder einander entgegcngesetet sind u. s. f.; 
so dass also Gegensatz lierrscht auf deti Btrccken (c,(^), (cjC«), (c^e^), 
. . . (ci«— 1 Cj,), andererseits aber Gleichheit in den Strecken (CfC^, 
(c«%), (CeC,), . . . (cs,d). 
no.) Gleicites gilt für das System S{— /o). Denn das Awe System ent- 

stdit aus detn and^n durdi Multiplication mit (— 1); vgl. (6a.). 

Wir denken uns jetzt die Flüche £' doppelt, nämlich gegeben 
in zwei genau Übereinander liegenden Exemplaren ^' und £', die 
etwa von einander getrennt sein können durch einen unendlich 
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dünnen Zwischenraum. Das System S(+^) lassen wir auf ft', ver- 
pflanzen aber das andere System S( — /ö) von Ä' nach S'. Alsdann 
(11.) tverden cdso je gwei übereina/nder liegende Punkte der Flächen Ä' %ind ß' 
mit einander entgegengesetzten Functionswerthen belastet sein. 

Wir haben alsdann mei übereinander liegende Schnitte c,c,...d, 
einen im oberen Blatt ^', den andern im untern Blatt ä\ Sind nun 
h, X zwei einander gegenüberliegende Uferpunkte des obemy und l, 
k die darunter befindlichen Uferpunkte des urUem Schnitts^ so finden 
zwischen den in je vier solchen Punkten vorhandenen Functions- 
werthen einfache Beziehungen statt. 

Gehören z. B. die vier Punkte Ä, x, l, X zu einer der Strecken 

(^1^); fe^i)? (^öO?- • • (^2«— 1^»)> so sind, zufolge (9.), in h und x 
entgegengesetzte Werthe vorhanden. Ebenso aber sind, zufolge (11.); 
auch die Werthe in den übereinander liegenden Punkten k und l ein- 
ander entgegengesetzt f und ebenso, aus gleichem Grunde, auch die 
Werthe in x und L Bezeichnet man also z. B. den in k vorhande- 
nen Werth mit K, so hat man in jenen vier Punkten im Ganzen 
folgende Werthe: * 



in k: -{- K, 
in l: — K, 



k n 



in x: — Kj ^^- 

. , , ^ ^^ 

m A: + £ / > 



Diese Formeln zeigen, dass in den üferlinien fc und A gleiche Werthe 
vorhanden sind und dass also bei einer Zusammenheßung dieser bei- 
den (einander schräg gegenüberliegenden) Uferlinien von beiden Sei- 
ten her gleiche Werthe zusammenstossen werden. Und ebenso wird, 
jenen Formeln zufolge, Analoges auch dann eintreten, wenn man 
die beiden Ufer x und l zusammenheftet. 

Gehören andererseits die vier Punkte k, x, Z, l zu einer der 
Strecken (c^c^), (C4C5), (c^Cy), . . . (cj^d), so lassen sich die daselbst 
vorhandenen Functionswerthe , zufolge (9.) und (11.) > so darstellen: 



in k: + K, 
in l: — Ky 



in x: + JT, * x 

mX:-K, Y~X 



Es werden also gleiche Werthe zusammenstossen, wenn man einer- 
seits k mit Xy und andererseits l mit X zusammenheftet. 

Denkt man sich die genannten Zusammenheftungen (es sind 
deren je zwei bei jeder einzelnen Schnittstrecke) wirklich ausgeführt, 
so vereinigen sich dadurch die Flächen ^' und fi' zu einer einzigen 
zweiblättrigen Fläche (Ä' + S'). Diese letztere besteht also der Haupt- 
sache nach aus zwei übereinander liegenden unendlich grossen Ereis- 

Moamann, Abel'iche Integrale, i. Aufl. 6 
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flachen, die durch n Doppelbrücken mit einander verbunden sind. 
Die erste dieser Brücken zieht sich hin längs der Liifie (c^c^), die 
zweite längs (Cjcj, die dritte längs (c^c^) u. s. w., endlich die letzte 
* längs (cs»_i Ctn)' Bei jeder solchen Doppelbrücke durchsetzen ein- 
ander zwei Flächentheile. Die Durchsetzung findet «tatt in einer 
gewissen Linie. In dieser Linie aber findet [zufolge der von uns 
adpotirten Grundsätze p. 65] 

zwischen den beiden einander -y^ 

durchsetzenden Flächentheilen i ^ 

kein Zusammenhang statt. 

Im Einklang mit unsem früheren Benennungen können wir jede 
von jenen Doppelbrücken als eine in der zweiblättrigen Fläche vor- 
handene Ud>ergangslinie, und die beiden Endpunkte einer solchen 
Doppelbrücke oder Uebergangslinie als Windungspunkte bezeichnen. 
In der That wollen wir das einen solchen Punkt umgebende Gebiet 
der zweiblättrigen Fläche (^' -|- S') als eine Windtmgsfläche d. i als 
eine continuirliche Kegelfläche uns vorstellen, so dass also jene zweiblätt- 
rige Fläche (ft' + 2) iö ihrem Ifinem durchweg stetig verläuft, wäh- 
rend sie äusserlich begrenzt ist von zwei unendlich grossen Kreislinien. 

Der ganze Werthvorrath der Function f (8.) war repräsentirt 
durch die beiden auf ü' und fi' ausgebreiteten Systeme 8 (+ ^) und 
S ( — /J)). Und diese beiden Systeme schmelzen, bei der Vereinigung 
jener beiden Flächen, in stetiger Weise zusammen zu einem einzigen 
System. Also der Satz: 

Der ganze Werthvorrath der Function 

(12.) /• = Yig-^^j^ie -^ ::r(e -i^ 

kann m eindeutiger und stetiger Weise auf einer gewissen ztvei- 
blättrigen Fläche (Jf' + fi') ausgd>reitet werden, 

Diese Flädie (Ji' + S') fPiag hinfort eine Riemann'sdw Fläche 
heissen, Sie besitzt 2n Windungspunkte: c^, c^y - . - c^n und n üeber- 
gangslinien: (c^c^), (Cjoj, (p^Cq), . . . (c^n—iCtn)- Jede soldie Ueber- 
gangslinie ist übrigens nur bestimmt in Bezug auf ihre beiden End- 
punkte, und ganz willkürlich hi^isichtlicl^ ihres Verlaufs zunsdien diesen 

beiden Punkten. 

Bemerkung. -^ Die beiden Flächentbeile, welche einander in einer 
Uebergangslinie durchsetzen, sind in unmittelbarer Nähe dieser Linie mit 
sehr verschiedenen, nämlich mit entgegengesetzten Functions werthen be- 
lastet. Trotzdem ist die Function auf der in Rede stehenden zweiblätt- 
rigen Fläche als stetig zu bezeichnen; zufolge des Satzes (3.) p. G6. 

Zweite Bemerkimg. — Die gegebene Function f (12.) geht far z^^oo 
über in ± 2" , und besitzt also an den unendlich fernen Stellen der Fl&ohe 
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(Ä' + S') im einen Blatt den Werth -{- z^ , im andern den Werth — z^. 
Um die Vorstellung zu fixiren, wollen wir dem obem Blatt Ä' den Werth 
+ z^, mithin dem untern Blatt S' den Werth — z^ zuschreiben. 

§7. 

Fortsetzung. Umformung der ebenen Biemann'sohen Fläche 

in eine kugelförmige. 

Die horizontal liegende Fläche (Ä' + fi') bringen wir im Punkte 
0, d. i. im Punkte je? = 0, mit einer Eugel vom Durchmesser 1 in 
Berührung, und bezeichnen den ß£ q ^ N 

tiefsten Punkt dieser Kugel mitO'. 
Sodann unterwerfen wir die Fläche 
(Ä' + fi') einer Umformung, bei 
welcher sich die einzelnen Punkte 
dieser Fläche von allen Seiten her- 
auf geradlinigen Wegen gegen den 
Punkt 0' hinbewegen, und zwar so ^ 

weit gegen 0' fortbewegen, bis sie auf die Kugelfläche fallen. Nach Aus- 
führung dieser Umformung werden also z. B. diejenigen beiden Punkte 
der Fläche, welche zu Anfang bei z übereinander lagen, gegenwärtig 
bei Z übereinander liegen. Auch wird bei 0' das obere Blatt derFläche 
sich schliessen, und ebenso auch das untere'^ sodass also die Fläche 
bei 0' dieselbe Beschaffenheit besitzt, wie z. B. bei 0, nämlich daselbst 
aus zwei platt übereinanderliegenden Flächentheilen besteht, die durch 
einen unendlich dünnen Zwischenraum von einander getrennt sind. 

In dieser neuen Gestalt wird die Fläche zu bezeichnen sein als 
eine zweihlättrige Ktyelfläche, die n Uebergangslinien und 2n Win- 
dungspunkte besitzt. 

Die Function jsr* ist auf der gewöhnlichen einblättrigen Kugel- 
fläche überall stetig bis auf einen bei je; = cx), d. L in 0' liegenden 
Pol [vgl. den Satz (9.) pg. 59]. Die hier betrachtete Function f(}2.) 
besitzt aber auf dem äussern Blatt unserer zweiblättrigen Kugelfläche 
in unmittelbarer Nähe von 0' den Werth s^ [vgl. die zweite Be- 
merkung pg. 82]. Folglich besitzt sie auf diesem äussern Blatt im 
Punkte 0' einen Fol. Und ebenso ergiebt sich, dass sie auf dem 
innem Blatt bei 0' ebenfalls einen Pol hat. Also der Satz: 

Der ganze Werthvorrath der Function 



(13.) /'= V{^ — ^l) (^ - C,) . . . (^ - C^n) 

kann in eindeutiger Weise ausgebreitet werden auf einer gewissen zwei- 
blättrigen Riemann' sehen Kugel fläche 9i, welche 2n Windungspunkte: 
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^if^j'"Cu Mwrf n UAergangslinien: (c^ cS), (c^ c^), f V-c^ >, . . . '.y*»_i Cin) 

Auf dieser Fläciie 31 ist die Fuhdion überall stetig bis auf z\cei 
Pole, tcekhe bei 2 = -x, übereinander liegen, von einander getrennt durch 
den unendlidi dünnen Ztcisdienranm, der zwischen den beiden Blättern 
der FläcJie 91 sicli hinzieht. 

Betrachtmig der Function y?r — ^1} ' - — e^) . . .(z — fi«_i). 
Ihre Aosbreitong auf einer Riemann'schen KngelflSche. 

Die Function 

unterscheidet sich von der früheren (13.) nur durch einen constan- 
ten Factor, und ist also ebenso wie diese ausbreitbar auf der von 
uns construirten Fläche 9t. Dabei sind c^, c^^ c^, - - - irgend welche 
Constanten, die beliebig gewählt und beliebig geändert werden dür- 
fen. Nur wird jede solche Aenderung begleitet sein von einer ent- 
sprechenden Aenderung der Fläche 91. 

Lässt man z. B. die Constante Ct» wachsen und schliesslich = 00 
werden, so wird gleichzeitig der Windungspunkt c^» der Fläche 9t 
nach 0' rucken. Andererseits aber geht die Function /* (14.) für 
Ctm = <x> über in: 



f = y(z — cy{z — C^ {Z — C3,_i). 

Also dor Satz: Der ganze Werthvorrath der Function 

Ho.) f= y(z — Cj) {z — c^) (z — fa^-i) 

kann in eindeutiger Weise ausgebreitet werden auf einer gewissen zwei- 
UäUrigen liiemann' sehen Kugelflädie 9t, weldie 2n WindungspfinJcte: 

^i> ^> ^> • • • ^n—it 00, und n Uebergangslinieti: (CjC^), (c^c^), ... 
(cj!»-3Cis,_sj), {c^mr-ij 00) besitzt. 

Auf dieser FläcJie 9t ist die Function überall stetig bis auf einen 
im Windungspunkt jb? «= c» gelegenen Pol. 

§9. 

Die Versohiebbarkeit der Uebergangalinien. 

Bei unseren früheren Operationen [pg. 78] wurde in der da- 
maligen Fläche ft ein Schnitt c^c^c^d construirt, der aber von q 
nach c^ auf belielngem Wege fortschreiten durfte, ebenso von c^ nach 
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C3 u. s. f. Hieraus folgt sofort, dass die später entstandene Ueber- 
gangslinie c^ c^ ebenfalls von c^ nach c^ auf beliebigem Wege fort- 
schreitet. 

Man kann daher jede solche üeber^ngslinie, falls man nur 
ihren Anfangs- und Endpunkt festhält, im üebrigen beliebig ver- 
schieben. Auch zeigt sich leicht, dass eine derartige Verschiebung 
keinerlei Störung hervorbringt. Sind nämlich, im senkrechten Durch- 
schnitt betrachtet, AB und aaßb die beiden in einer üebergangs- 
linie einander durchsetzenden Flächentheile, 

A a ß l 



so wird dieser Durchchnitt bei einer Verschiebung der Uebergangs* 
linie folgendes Aussehen erhalten: 

A b 



a cc ß B 

Es tritt also bei dieser Verschiebung ein gewisses Stück aß des 
Flächentheils ab aus der obem in die untere Etage, während gleich- 
zeitig Umgekehrtes beim Flächentheil AB erfolgt. 

Von einer solchen Procedur wird aber z. B. die Stetigkeit der 
auf dem Flächentheil aaßb ausgebreiteten Functionswerthe in keiner- 
lei Weise afficirt. Waren diese auf dem Flächentheil aaßb etwa 
stetig vor der Verschiebung der Uebergangslinie, so werden sie da- 
selbst auch stetig sein nach der Verschiebung. U. s. w. Kurz, man 
gelangt zu folgendem Satz: 

Ist eine Function auf einer Eiemann'schen Fläche ausgebreitety so 
wird man, ohne dass dadurch in der Eindeutigkeit oder Mehrdeutigkdt, 
(16.) ^^ ^ Stetigiceit oder Unstetigkeit der Function irgend welche Aenderung 
hervorgerufen würde, die Ud}ergangslinien dieser Fläche beliebig ver- 
schieben können, falls man nur ihre Anfangs- und Endpunkte unge- 
ändert lässt, 

§ 10. 

■i/(z — C,) (« — C,) . . . (j? — cj 

Betrachtung der Fnnotion /"«== K / r/ ^n > ^' 

Bezeichnet man die Entfernungen des Punktes z von den festen 
Punkten c^, yx mit rx, Qx «und die Azimnthe dieser Entfernungen 
gegen die x-Axe mit ^«, r«, und setzt man demgemäss . 
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etc. etc. etc. etc. 



so kanu die gegebene Function 



-iAz — Ci) {z — c^) . . . {z — 



auch so geschrieben werden: 



P-) r-y^^ycA — > r-), 

WO in der letzten Formel unter der Cubikwurzel ihr reeller positiver 
Werth verstanden werden soll. 

Diese Function f wird = in den Punkten c, ferner == cx) in 
den Punkten y. Für jede andere Lage des Punktes z besitzt sie aber 
drei Werthe von der Form /", rjfj iff, falls man nämlich unter 1J 
die Constante versteht: 

(3.) ij = e » = cos [-^j + i sin y^^ • 

Diese drei simultanen Werthe /*, rif, iff ändern sich, falls man den 
Punkt ß unter Vermeidung der Stellen c, y irgend welche Curve 

(<y.) ß , is'\ z '\ .... Z 

durchlaufen lässt, Schritt für Schritt in stetiger Weise, und liefern 
in solcher Art drei der Curve entsprechende Werthreihen: 

(«.) r, f", r, F, 

(ß.) r)f', nf", r^f", riF, 

(y.) n*f', vY', nY", • • • • v'f, 

Da nun jene Curve (ö.) keinen der Punkte c, y berühren soll, 
so sind [nach (1.)] die Werthe (a.), (/5.), (y.) durchweg endlich und 
V(m Null verschieden. Hieraus aber folgt, dass z. B. die Werthe f\ 
Vf\ V^f ^^'^ ^^^ ^^^ einander verschieden sind, dass ferner Gleiches 
gilt von den drei Werthen /"', rjf'', rff", ebenso von /"", ly/"", i^Y'"; 
u. s. w. u. s. w. Mit andern Worten: Zwischen den drei Reihen 
(«.), (/5.), (y.) wird, während sie längs der Curve fortschreiten, nie- 
mals ein Contact, mithin auch niemals eine Verwediselung möglich 
sein, sodass also jede derselben durch ihren Anfangs werth eindeur 
tig bestimmt ist. Also der Satz: 

Lässt nuin den variablen Punkt Zy unter Vermeidung der SteUen 
c, y, irgend uMie Curve 
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• j Z j Z . • , . Z 

durchwandern^ so entsprechen dieser Curve drei stetige Werthreihen der 
Function 



Und jede dieser Beihen wird durch Angabe ihres Anfangswerthes Schritt 
für Schritt längs der ganzen Ourm eindeutig bestimmt sein. Bezeich- 
net man femer eine von diesen Werthreihen mit 

r, f", r, .---F, 

so u?erden sich hieraus die beiden andern durch MuUiplication mit rj, 
resp. mit rj^ ergeben, wo tj die in (3.) genannte Constante vorstellt, 

Lässt man aber die Curve in sich zurückkehren^ so ist der End- 
werth F der Reihe im Allgemeinen verschieden von ihrem Anfangs- 
werthe f\ Lässt man z. B. die Curve um den Punkt c^ herum in 
sich zurücklaufen, während c^, c^, , , . Cn und ^i, y», ^3, . . • y»- ausser- 
Jialb der Curve bleiben sollen, so wird bei einem solchen Umlauf 
das Azimuth ^^^ um + 2ä wachsen, während die übrigen Azimuthe 
'^2» '^3? ' ' ' ^n und Tj, r^, Tj, . . ^ Ty zu ihren ursprünglichen Werthen 
zurückkehren. Und demgemäss ersieht man aus (2.), dass die ge- 
gebene Function bei einer solchen Umlaufung zu einem Endwerthe 
F gelangen wird, der zu ihrem Anfangswerthe /" in der Beziehung 
steht: 

F^fe" » d. i. F = rri±K 

Dabei gilt das Zeichen + o^^r — ; jenachdem der Punkt c^ positiv 
oder negativ umlaufen ist. Allgemein ergiebt sich folgender Satz: 
Lässt man den Punkt z, unter Vermeidung der Stellen c, y, irgend 
weldie Curve 

Z ^ Z j Z , . • • • i^ 

durchwandern, so entsprechen dieser Curve im Ganzen drei stetige WerÜh 
reihen der gegebenen Function 

-tAz — C,) (-2 — C,) ... (2? — C^) 

(^•) f=y (^-y,)(^"-y,)...(^-y,) * 

Jede solche Werthreihe 

r, r, r ....F 

ist durch Angabe ihres Anfangstverthes f längs der ganzen Curve Schritt 
für Schritt eindeutig bestimmt Lässt man aber jene Curve, immer 
unter Vermeidung der Stellen c, y, in sich zurücJckehren, also Z iden- 
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tisd^ werden mit s\ so tvird sich für diese Eeilie ein EndwerÜh F er- 
gebcHy welcher m ihrem Anfangswerth f in der Bezidmng steht: 

(6a.) F = r.^'"""^, 

wo m und ft die Anzahlen derjenigen Punkte c und y repräsentiren, welche 
innerhalb der Curve liegen, und wobei vorausgesetzt wird, dctös diese 
innerhalb der Curve gelegenen Punkte c u/nd y positiv umlaufen sind. 
Für den Fall einer negativen UnUaufung würde die in Bede 
stellende Beziehung zwischen F und f lauten: 

(6b.) F =^ frr^'^-f'K 

Es würde nun leicht sein, den ganzen Werthvorrath der hier 
betrachteten Function f (5.) in eindeutiger Weise auf einer gewissen 
Riemann'schen Fläche auszubreiten. Doch wird das Charakteristische 
der ganzen Methode einfacher und deutlicher hervortreten, wenn wir 
uns dabei auf specielle Fälle beschränken. Und dies soll in den 
beiden nächsten Paragraphen geschehen. 

§ 11. 

Betraohtong der Funotion 1/ Ausbreitung derselben auf 

einer Biemann'sohen Eugelfläohe. 

Wir betrachten die Horizontalebene als eine um z = beschrie- 
bene, unendlich grosse Kreisfläche Ä, und führen in dieser den 
Schnitt cyS aus. Oder genauer ausgedrückt: Wir sondern von Ä 
einen schmalen Flächenstreifen ab, welcher die Punkte c, y enthält, 
welcher nämlich bei c beginnt, und über y fortlaufend bis zum Rande 
von Ä, etwa bis d sich erstreckt. Nach Absonderung dieses Strei- 
fens bezeichnen wir die Fläche mit Ä'. 

Sodann markiren wir irgendwo imierhalb 
St' einen Punkt Zq, Die drei diesem Punkte 
entsprechenden Werthe /J,, ly/I,, iff^ der ge- 
gebenen Function 

0-) f = V^, 

pflanzen wir in 5^ wirklich auf, und in der Um- 
gebung von Zq die benachbarten Werthe. In 
solcher Weise entstehen drei jenen Anfangs- 
werthen /ö, iy/ö, i^Yo entsprechende Wcrth- 
systeme S{f^, S{vfo)y '^(jffo)- ^^ ^^^ Punkte c und y zu dem ab- 
gesonderten schmalen Streifen gehören, mithin ausserluilh &' liegen, 
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so kann man die gemeinschaftliche Peripherie der drei Systeme inner- 
halb ^' sich beliebig ausdehnen^ und schliesslich mit dem Rande 
von ^' zusammenfallen lassen, ohne dass dabei ein Contact respec- 
tive eine Verwechselung zwischen den Systemen zu befürchten stünde. 
Mittelst der genannten Ausdehnung erhält man also drei die ganze 
Flächet' überdeckende Systeme S(/o), S{rjfQ), S(iffQ), die nirgends 
mit einander in Contact sind, deren Werthe also innerhalb 5J' in 
jedwedem Punkte von einander verschieden sind. Und demgeniäss 
können z. B. aus dem Systeme SQq) die beiden andern Systeme Ä(1?^) 

(8.) und S(1y*^) abgeleitet u)erden durch Multiplication mit ri, respedive 
mit if. 

Sind nun femer [vgl. die Figur] Je und x zwei zu beiden Ufern 
der Schnittstrecke (cy) einander gegenüber liegende Punkte ^ und K 
und K die Werthe des Systems S(^) in diesen beiden Punkten, so 
erhält man, unter Anwendung der Curve I und auf Grund des 
Satzes (6 a.): 

(9.) K = Kri. 

Gehören hingegen Je, x zur Schnittcurve (yd), so erhält man, mit- 
telst der Curve II, und wieder unter Benutzung des Satzes (6 a.): 



(10.) 



Wir denken uns jetzt die Fläche Ä' in drei übereinander lie- 
genden Exemplaren: Ä', 2', 30? ' gegeben, und bezeichnen die Ufer- 
punkte der drei übereinander liegenden Schnittstrecken (cy) mit i, x, 
1,1, m, fi. Lassen wir alsdann das System S(/q) auf Sf ' verharren, 
verpflanzen wir aber das System jS(i?/I)) nach Ü' und das System 
S(iff^ nach 9Ä', so ergeben sich für jene sechs Punkte, auf Grund 
der Sätze (9.) und (8.), Werthe von folgender Form: 



(11.) 



in Je: K, 
in h i]Ky 
in m: ifK^ 



in x: TfiK, 

in kl ri^Kj 

in ft: ifK = K. 




Heftet man also Je mit ft, l mit x, und m mit A zusammen, so stos- 
sen jedesmal von beiden Seiten her yleicJie Werthe aneinander. 

Gehören andererseits die Punkte Je, x, l, k, m, (i zur Schnitt- 
strecke (yä), so ergeben sich in denselben, auf Grund der Sätze 
(10.) und (8.), Werthe von der Form: 



(12.) 



in Je: K, 
in l: r^K, 
in m: y^K, 



in x: J5r, 
in ii:jfi^K, 



n 

m 



M-JL 
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Und es werden also gleiche Wertlie zusammenstossen, falls man k 
mit X, l mit l, und m mit ft zusammenheftet 

Durch die genannten Zusammenheftungen entsteht eine dreiblätt- 
rige Fläche ($t' -j- Ü' -f- SD?'), welche zwei Windungspunkte c, y, und 
zwei von c nach y laufende, genau ühcreifiafuler liegende Uebergangs- 
linien besitzt, entsprechend der in (11.) angegebenen Durchschnitts- 
figur, d. i. der Figur: 




Doch kann man [vgl. den Satz p. 85] die eine dieser beiden Ueber- 
gangslinien, z. B. die untere, weiter nach rechts verschieben, wo- 
durcli alsdann die Durchschnittsfigur folgendes Aussehen erhält: 



^yr 



yc 



Alsdann laufen die beiden Uebergangsliuien auf verschiedenen Wegen 
von c nach y, wie solches z. B. angegeben ist in der nächstfolgen- 
den Figur. — Schliesslich kann man die dreiblättrige Fläche in eine 
kugelförmige Gestalt versetzen, und gelangt so zu folgendem Resultat. 

Der ganze Werthvorrath der Function 



(»3.) • /•=FM-; 




— c 

y 

breitet sitJi in eindeutiger Weise aus auf einer gewissen drei- 
blättrigen liiei}iann sehen Kugelfläche^Jij welche zwei Windmigs- 
punkte z^weiter Ordnung: c, y, ferner zwei von c nadi y lau- 
fende Uehrgaiigslinien besitzt. In der eignen dieser Linien findet 
ein Ucbergang vom oberen zum mittleren, in der andern ein 
Jlcbergang vom mittleren zum unteren Blatt staM. 

Auf dieser Flädw 91 ist die Function überall stetig, bis auf einen 
in y befmdlidien Pol. 

§ 12. 

Betrachtung der Function Y^z — e^) {z — e^) (z — c^). Ausbreitung 
derselben auf einer Riemann'schen Eugelfläohe. 

Man wird, falls die Function 

U4.) /• = V{f-~c\jlz —V,y{z~^ C3) 
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vorliegt, ähnlich wie vorhin operiren können, und auf diese Weise 
drei Werthsysteme S(^), 5(1^/1)), S(iy^/o) erhalten, ausgebreitet auf 
drei übereinander liegenden Flächen Ä', ß', 9Ä', deren jede mit einem 
Schnitt c^C2C^d versehen isi Es handelt sich im Wesentlichen nur 
noch um die Werthe, welche eines dieser Systeme, z. B. 5(/Jj), an 
den Ufern des Schnittes besitzt, flierüber giebt der Satz (6 a, b.) 
Auskunft. 

Sind z. B. k und x zwei einander gegenüber liegende Uferpunkte 
der Schnittstrecke (c, c^) auf der Fläche Ä', femer K und K die 
Werthe des Systems S (/i) in diesen beiden Punkten, so erhält man, 
unter Anwendung der Curve I und auf Grund 
des Satzes (6 a.): 

(15a.) K — Krj. 

Gehören hingegen Je, x zur Strecke (c^c.^), so 
erhält man mittelst der Curve //, und unter 
Anwendung eben desselben Satzes: 

(lob.) K = Kfi^. 

Und gehören endlich jfc, x zur Strecke (c^d), 
so ergiebt sich mittelst der Curve III: 

(15c.) K = A:iy^ = if. 

Sind also k, x, l, l, m, fi die Uferpunkte der drei in Ä', S', 
SD?' übereinander liegenden Schnittstrecken (c^c^), so ergeben sich 
in diesen sechs Punkten Werthe von der Form: 




in k: K, 
(16a.) in l: riK, 
inm: iffK, 



in x: riKy 

in A: ri^K, 

in ft: ri^K = K] 




so dass also gleiche Werthe zusammenstosseu, falls man die Blätter 
so zusammenheftet, wie beistehende Figur zeigt. 

Gehören femer die Punkte x, ft, 1,1, ni, (i zur Strecke (c^c^), 
so erhält man in ihnen Werthe von der Form: 



(16b.) 



in k: K, 
in l: YiKj 
inm: rfK, 



in x: rfK, 

in kl rfK=K, 

in ft: YiK'^ 



X 




m 




sodass also gleiche Werthe zusammenstossen bei den in der neben- 
stehenden Figur angegebenen Zusammenheftungen. 

Gehören endlich die Punkte k, x, i, k, w, ft zur Strecke {c^d), 
so erhält mau in ihnen Werthe von der Form: 
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in t: TT, 


Viertes CapiteL 
[ in x: K, 


k X 


in l: fiK, 


in l: fiK, 


i j. 


inm: fi*K, 


in fi: ifK] 


*? K 



(IGc.J 



was den in beistehender Figur angegebenen Zusammenhefhingen 
entspricht. . 

Durch Ausführung der genannten Zusauimenheftungen entsteht 
eine dreMäUriffe Fläche (S' -j- 2' + 3R'), deren Form alsdann nach- 
traglich noch verändert werden kann, theils durch Verschiebung 
der Uebergangslinien (16 a, b.), theils durch kugelförmige Umgestal- 
tung. Man gelangt zu folgendem Resultat: 

Der ganze Werthvorraih der Function 

breitet sich in eindeutiger Weise aus auf einer geioissen dreiblättrigen 
Riemann'sc/ien Kugd fläche 9i, u?elche drei Windungs- ^ 

punkte ztmter Ordnung: c^, c^j c^ und zwei lieber- /\ 

gangslinien besitzt. Die eine derselben gdU von c^ 
Ober c^ nach c, und vermittelt den Uebergatig vofn 
übern zum mittlem Blatt, Die andere [welche in 
der Figur zur Unterscheidung punktirt angegeben \^ 
ist] geht ebenfalls von q über c^ nach c^ und ver- '^' 
mittelt den Uebergang vom mittlem zum untern Blatt. 

Auf dieser Fläche Sfi ist die Function überall stetig bis auf drei 
Pole, die in den drei Blättern der Fläche bei 2 = 00 gerade über- 
einander liegen, * 

§ 13. 

Ueber die Aiuibreitang einer beliebigen algebraisohen Function 
von z auf einer Hiemann'schen Kugelfläche. 

Die Riemann'schen Eugelflächen sind, wie die vorhergehenden 
Betrachtungen zeigen, anwendbar auf alle Functionen vou der Form 

falls man nämlich unter Z irgend eine rationale Function von z, 
andererseits unter n eine rationale Zahl versteht. Doch sind, wie 
wir jetzt zeigen wollen, die Riemauu'schen Eugelflächen nicht auf 
Functionen dieser Form beschränkt, sondern anwendbar auf alle Func- 
tionen, die von z in algebraischer Weise abhängen. 

Es seien Z^, Z^, Z^, . , , Zn beliebig gegebene rationale Func- 
tionen von Zy und es mag unter f die Wurzel der Gleichung ver- 
standen werden: 
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SO dass also f eine algebraische Function von z ist. Wir werden 
zeigen y dass man stets eine Riemann'sche Eugelfläcbe construiren 
kann^ auf welcher der ganze Werthvorrath dieser Function f sich 
in eindeutiger Weise ausbreitet. 

Es seien = A, e = B^z = C,.,.,Z'=^P diejenigen Werthe 
des Argumentes 0, für welche die Function f nicht n Werthe, son- 
dern weniger als n Werthe besitzt. Solches festgesetzt, betrachten 
wir die Horizontalebene als eine um = beschriebene, unendlich 
grosse Kreisfläche S, und fuhren in dieser Fläche j£ einen Schnitt 
aus: ABC . . . PQ. Oder genauer ausgedrückt: Wir sondern von Ä 
einen schmalen Flächenstreifen, ab, welcher die Punkte ABC ... P 
in sich enthält, welcher nämlich bei A beginnt und über B,C, . . . P 
fortlaufend bis zum Rande von fi, etwa bis Q, sich hin erstreckt. 
Innerhalb der durch Absonderung dieses Streifens entstandenen Fläche 
S' markiren wir irgend einen Punkt Zq und pflanzen in diesen Punkt 
Zq diejenigen n Werthe auf, welche die Function f für z = sSq be- 
sitzt. Durch stetigen Anschluss an diese n Werthe ergeben sich 
alsdann ebenso viele Werthsysteme, die, ohne mit einander in Con- 
tact zu gerathen, einer Ausbreitung über die ganze Fläche %' fähig 
sind, und die also innerhalb ^' in jedwedem Punkte z lauter verschie- 
dene Werthe haben. 

Sind mithin z. B. Je und x zwei zu beiden Ufern der Schnitt- 
strecke (AB) einander gegenüber liegende Punkte, so werden die 
genannten n Systeme in k lauter verschiedene Werthe haben, und 
ebenso auch in x. Die Punkte Je und x liegen aber einander unend- 
lich nahe, und es müssen daher die n Werthe in Je, in irgend welcher 
Reihenfolge, identisch sein mit denen in x. Denkt man sich also 
die Fläche ft' in w übereinander liegenden Exemplaren Äi, Si, . . . Ä^ 
gegeben, femer die Punkte (Ä, x) in diesen n Flächen mit (Ä^, Xj), 
(tg, Xg), ... (Ä^n» ^) bezeichnet und jedes der vorhin genannten n 
Werthsysteme auf je einer dieser n Flächen ausgebreitet, so werden 
auf die Punkte Jc^y Jc^, , , . Jcn Werthe fallen, -die in irgend welcher 
Reihenfolge mit denen in x^, x^, . . . Xn identisch sind. Man kann 
daher in den Flächen ^[y ^2, , . . ^n die auf der einen Seite der 
Schnittstrecke {AB) liegenden n Ufer mit den auf der andern Seite 
befindlichen n Ufern, je eines der einen mit je einem der andern 
Seite, in solcher Weise zusammenheften, dass in jeder Zusammen- 
heftungslinie von beiden Seiten her gleicJie Werthe zusammenstossen. 

Analoges gilt für die Schnittstrecke (BC), sowie für (CD) u. s. w., 
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endlich für (PQ). Auf der durch all' diese Zusammenheftungen ent- 
stehenden n-blättrigen Fläche 

ö>' _i_ ßk' _i_ _i_ ©' 

Jti -f- jC2 -r . . . -f- övn 

wird alsdaim der ganze Werthvorrath der Function /' in eindeutiger 
Weise ausgebreitet sein. Denkt man sich also schliesslich diese 
n-blättrige Fläche in kugelförmige Gestalt versetzt, so gelangt man 
zu folgendem Satz: 

Versteht man unter Z^, Z^, Z^, ... Zn beliebig gexfebcfne ratio- 
nale Functionen von z, femer unter f die durdi die Gleichuruf 

(1.) z, + ZJ+ z,r + .... + z«/-« = 

definirte algebraische Function von z, so kann der ganze Werthvor- 
rath dieser Function f in eindeutiger Weise ausgebreitet werden auf 
einer gewissen n-blättrigen Rieniann'scJwn Kugelfläche 9t. 

Auch unterliegt es wohl Jcaum einetn Zweifel ^ dass die Ffinction f 
(2.) auf dieser Fläche 9t bis auf einzelne Pole stetig sein wird. Doch 
wird der Beweis hierfür erst später (im sechsten Capitel) geliefert 
iverden, 

Bemerkung. — Im Allgemeinen kann eine Biemann'sche Kugelflächc 
an ein und derselben Stelle mtlirere übereinander liegende Windungspunktc 
haben. Denkt man sich z. B. zwei Functionen f und f\ jede definirt durch 
eine Gleichung von der Form (1.), und bezeichnet man die zur Ausbrei- 
tung dieser Functionen erforderlichen Flslchen respective mit % und Ä', 
so wird die ebenfalls algebraische Function 

F = ff 

in eindeutiger Weise sich ausbreiten auf der Fläche 

d. i. auf derjenigen Biemann* sehen Kugelfiäche, die aus den Flächen 9i 
und 31' — ohne gegenseitige Verbindung — durch blosse Ineinanderschach- 
telung entsteht. Diese neue Fläche 9i -|- 92' kann nun aber sehr wohl 
zwei gerade übereinander liegende Windungspunk t<» haben; denn es kann 
ein Windungspunkt von 9t gerade über einem von 9(' sich befinden. Q.e.d, 

§ 14. 

Ueber die Zersohneidnng einer Riemann'schen Eugelfläohe in ein- 
zelne Flächenstüoke, und über die Versetzung eines jeden 
solchen Fläohonstüoks in seinen natürlichen Zustand. 

Es sei irgend eine Rieraann'scbe Kugelfläche 9t [die also z. B. 
auch genau übereinander liegende Windungspunktc besitzen kann, 
vgl. die vorhergehende BemerkungJ in bestimmter Weise gegeben. 
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Zerschneidet man diese Fläche 91 in eine beliebig grosse Anzahl 
kleiner Stücke^ der Art, dass jedes derselben nur eine Randcnrye 
besitzt und nicht mehr als höchstens einen Windungspunkt enthält, 
so wird jedes solches Flächenstück als eine kleine sphärisch ge- 
krümmte WindungsflcUJie zu bezeichnen sein. Denn auch diejenigen 
dieser Stücke , welche keinen Windungspunkt enthalten, mithin ein- 
blättrig sind, können jenem Namen subsumirt, nämlich als Windungs- 
flächen 0*®' Ordnung angesehen werden [vgl. pg. 69] ; wobei ajsdann 
unter dem Windungspunkt eines solchen Flächenstücks irgend ein 
beliebiger Punkt demselben zu verstehen ist. 

Irgend eins unter den kleinen Stücken, in welche 9% zerlegt ist, 

mag nun mit 

U oder U(c, 0) 

benannt werden. Es sei nämlich c der Windungspunkt, und e Col- 
lectivbezeichnung für alle übrigen Punkte des Flächenstücks, lieber- 
dies sei m die Anzahl seiner Blätter, also c ein Windungspunkt 
(m — 1)**^' Ordnung. Dieses Flächenstück U kann nun, und zwar in 
sehr verschiedener Weise, durch stetige Umformung in eine ebene 
einblättrige Fläche verwandelt .werden, wobei von Wichtigkeit nament- 
lich zwei Methoden sind. 

Erste Methode. — Man lässt die zum Flächenstück 

U(c, z) 

gehörigen Punkte z auf geradlinigen, von 0' ausstrahlenden Bahnen 
so weit fortwandem, bis sie auf die Horizontalebene fallen, und ver- 



wandelt in solcher Weise das Flächenstück in eine ebene Windungs- 

fiäche, die mit ^. ^ 

><5\Cj z) 

bezeichnet werden mag. Sodann aber verwandelt man diese letz- 
tere in eine ebene einblättrige Fläche 
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in bekannter Weise^ nämlich unter Anwendung des Correspondenz- 

gesetzes: 
(1.) ;, - c = (g — y)- [vgl. pg. 74]. 

Man kann übrigens von den drei aufeinander folgenden Zustanden 
U; 93; Sl den mittleren ganz bei Seite lassen und also sagen , dass 
U in ?l übergeht mittelst des Correspondcnzgescizes (1.). 

Zweite Methode. — Man lässt [vgl. die vorstehende Figur] die 
Punkte des gegebenen Flächenstücks 

U (c, z) 

auf geradlinigen, von ausstrahlenden Bahnen so weit fortwandem, 
bis sie sämmtlich auf die Antipodenehene fallen, und bezeichnet die 
in solcher Weise entstehende ebene Windungsfläche mit 

2B(c',/), 

WO cc = 1 und ebenso zz' = 1 ist Sodann verwandelt man diese 
letztere Fläche in eine ebene einblättrige Fläche: 

« (y, 9, 

und zwar, wiederum wie vorhin, mittelst des Correspondenzgesetzes: 
(2.) ^' _ c' = (g - y)-». 

Will man den mittlem Zustand SS eliminiren, so hat man in (2.) 

für c\ z ihre Werthe c' == — , ä' = — zu substituiren, wodurch 
sich ergiebt: 

(2a.) V- - 1 = (5 - yr- 

Alittdst dieser Formel venvandolt sicJi alsdann U dircct in 31. 
Zasammenfassung. — Das gcgä)ene m-hlättrige Fläefienstück 

U oder Vi{c,z) 

iann also in stetiger Weise ufngeformt werden in eine gewöhnliche 

einblättrige Fläelie: 

% oder 3t(y, g), 

und zwar naeh lieliehefi, entweder mittelst des Correspo^^denzgesetzes: 

(I.) ^ _ c = (e - yy% 

oder mittelst des Correspondenzgesetzes: 

(II.) I - i = (f - rr- 

Allerdifif/s ist die Wald zwischen diesen JmJen Gesetzen nicht unter 
allen Umständen in unser Belieben gestellt. Enthält z. li, das Flädten- 
stück U einen bei 5? = liegenden Punkt ^ so wird der Anforderung 
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der stetigen Umformung nur durch die erste Methode [vgl. die 'Figur 
p. 95], also nur durch die Formel (L), nicht aber durch (II.) ent- 
sprochen. Und umgekehrt wird, falls U einen hei z = oo liegenden 
Funkt enthält, jener Anforderung der stetigen Umformung nur durch 
(IL), nicht aber durch (I.) entsprodien werden. 

Der Zustand U mag hinfort der ursprüngliche, und der aus 
(3.) diesem durch stetige Umformung, vermittelst einer der beiden Formeln 
(L), (IL), ent^mngende neue Zustand % der natürliche Zustand des 
betrachteten FlächenstücJcs genannt werden. 

Bemerkung. — Die geometrische Anschauung [Figur p. 95] zeigt, dass 
einer positiven ümlaufnng von U eine ebenfalls positive Umlaufung von S 
und ebenso von 9B entspricht; falls man nur festhält an den früher gege- 
benen Determinationen über die oberen Seiten der Eugelfläche, der Hori- 
zontal- und der Antipodenebene [pg. 55 und 56]. Einer positiven Ümlau- 
fnng von S3 oder 2ß entspricht aber eine ebenfalls positive Umlaufung der 
jedesmaligen Fläche 9 [vgl. die Bemerkung p. 74]. Also der Satz: 

Denkt man sich das Flächenstück U oder U(c, z) in seinen natür- 
lichen Zustand SC oder Sl(y, t) versetzt, und in dieser Weise also jedweden 
Punkt z der Fläclie U m einen gewissen Punkt ^ der Flache % verwandelt, 
so loird, falls man z positiv um U herumlaufen lässt, gleichzeitig t eben- 
falls positiv um SC herumlaufen. 

Sind also z. B. f und (p zwei auf dem Flächenstück ausgebreitete 
Functionen, so wird das über seinen Rand in positiver Richtung erstreckte 
Integral : 

ein und denselben Werth haben, einerlei, ob man jene Integration während 
des ursprünglichen, oder während des natürlichen Zustandes bewerkstelligt; 
was angedeutet werden mag durch die Formel: 



f^fdq> -f^fdq>. 



§ 15. 
Allgemeine Bemerkungen über die stetige Umf ormnng einer Fläche. 

Unter der stetigen Umformung einer Fläche soll eine Verän- 
(4.) derung derselben verstanden werden, welche durch blosse Anwendung 
von Dehnungen und Biegungen, nämlich mit Vertneidung von Zer- 
reissungen tmd Zusammenheftungen, m Stande kommt. 

Um von irgend zwei beliebig gegebenen Flächen die eine in 
die andere umzuformen^ bedarf es (sobald eine solche Umformung 
überhaupt möglich ist) nur der Auffindung eines Gesetzes, nach wel- 
chem jeder Punkt der einen Fläche mit einem bestimmten Punkte 
der andern correspondirt^ jedoch eines Gesetzes, welches so beschaffen 

N e n m a n n : Aberiohe Integrale. 2. Anfl. 7 
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ist, dass demselben zufolge benachbarte Pankte der einen Fläche anch 
immer mit benachbarten Punkten der andern in Correspondenz stehen. 
Ist nämlich ein solches Gesetz gefunden, so wird man dann, wie 
leicht zu übersehen ist, durch Anwendung von Dehnungen und Bie- 
gungen es in der That dahin bringen können, dass die eine Fläche 
mit der andern, imd zwar jeder Punkt der einen mit dem correspon- 

direnden Punkte der andern zur Deckung kommt. 

Ein Quadrat kann als stetige Umfonnnng eines lieMecks^ ebenso aber 
auch als eine stetige Umformang der Krei^tfläche angesehen werden. Anderer- 
seits würde sich die Kreisfläche als die stetige Umformung einer Uath- 
kugelfläche ^ oder auch als die einer Kegelfläche ansehen lassen. 

Und so lassen sich Oberhaupt, falls eine Fläche gegeben ist, immer 
mehrere und ron einander sehr verschiedene Flächen finden, von denen 
jede als eine stetige Umformung der gegebenen Fache aufge&sst wer- 
den kann. 

Jedoch kann man keineswegs die gegebene Fläche als die stetige 
Umformung jeder beliebig gewählten andern Fläche ansehen. Sollen näm- 
lich zwei Flächen einer solchen Auffassung fähig sein, so ist dasn, wie 
man sofort erkennt, zunächst schon erforderlich , dass in beiden die An- 
zahl der Bandcurven ein und dieselbe ist. Und zu dieser Bedingung treten 
noch andere Bedingungen hinzu. Denn bei einer Kugelfläche z. B. und bei 
einer Ring fläche*) ist die Anzahl der Randcurven gleich gross, nämlich 
bei beiden = 0; und trotzdem lässt sich, wie man leicht übersieht, die 
eine keineswegs als eine Umformung der andern au&ssen. Wir gehen 
einstweilen auf die hier erforderlichen Bedingungen nicht näher ein. 

Wir wollen uns im Räume irgend eine Fläche denken von be- 
liebiger Krümmung und überhaupt von ganz beliebiger Gestalt; und 
auf dieser Fläche wollen wir uns die Werthe irgend welcher Func- 
tion ausgebreitet denken. Jene Fläche mag nun einer stetig fort- 
schreitenden Veränderung unterworfen und in solcher Weise, von 
ihrem Anfangseustande aus, in einen bestimmten Endzustand über- 
geführt werden. Während diese Veränderung aber vor sich geht, wäh- 
rend also die Fläche durch stetige Umformung in andere und andere 
Gestalten übergeht, mögen die einzelnen Punkte der Fläche mit den 
ihnen einmal zuertheilten Functionswerthen unlöslich verbunden 
bleiben. 

War die Function während des Änfangszustandes der Fläche 
auf derselben überall ehideiitig, d. h. war damals jeder Punkt der 
Fläche immer nur mit je einem Werthe der Function belastet, so 



*) Unter einer Bingfläche jst die Oberfläche eines körperlichen Ringes, 
also z. B. diejenige Rotationsfläche zu verstehen, welche von einem Kreise er- 
zeugt wird, sobald mau denselben um eine Achse, die in der Ebene des Krei- 
ses liegt und den Kreis nicht schneidet, rotiren lässt. 
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wird Gleiches offenbar auch dann noch stattfinden, wenn dieselbe 
in ihren Endzustand übergegangen ist. 

War ferner die Function zur Zeit des Anfangszustandes auf der 
Fläche allenthalben stetig, so wird sie nach Eintritt des Endzustan- 
des ebenfalls Oberall stetig sein. 

War die Function zur Zeit des Anfangszustandes der Fläche 
in einzelnen Punkten oder Linien unstetig, so wird sie nach Eintritt 
des Endzustandes nach wie vor^ und zwar in eben denselben Punkten 
oder Linien unstetig sein. 

Insbesondere wollen wir unsere Aufmerksamkeit auf diejenigen 
Unstetigkeitspunkte richten, welche wir früher (pg. 38) als polare 
Unstetigkeitspunkte, oder kürzer als Pole bezeichnet haben, also auf 
diejenigen, in welchen die Function selber — sie mag f genannt 
werden — unstetig ist, in deren Bereich aber der reciproke Werth 

der Fimction, nämlich der Werth von . stetig bleibt. Jene Un- 

stetigkeit von f und jene Stetigkeit von y werden, falls sie in irgend 

einem Punkte der Fläche einmal vorhanden sind, ungeändert fort- 
bestehen, welches auch die stetige Umformung sein mag, der die 
Fläche unterworfen wird. 

Besitzt also die auf der Fläche ausgebreitete Function zur Zeit 
(f).) des AnfangsziAsta/ndes in irgend einem Punkt der Fläche einen Pol, 
so wird sie in jenem Punkt nach Eintritt des Endzustandes ebenfalls 
einen Pol besitzen. 

Gleiches unrd offenbar auch von den Nullpunkten gelten. Denn 
es ist ja nach unserer Annahme jeder Punkt der Fläche mit dem 
ihm einmal zuertheilten Functionswerthe unlöslich verbunden. Ist 
also irgend ein Punkt der Fläche mit dem Werthe Null belastet, 
so wird er, mag sich nun die Gestalt der Fläche verändern, wie 
sie wolle, diesen Werth Null beständig behalten. Wir gelangen 
somit zu folgendem allgemeinen Satz: 

Sind die Werthe der Function auf irgend welcher Fläche ausge- 
breitet, so tritt hinsichtlich der auf jener Fläche vorhandenen Stetig- 
keitspunkte, Nullpunkte und Pole keine Aenderung ein, mag man 
nun die Fläche in ihrem ursprür^lichen Zustande tierharren, oder mag 
(G.) man dieselbe durch stetige Umformung in irgend welchen andern Zu- 
stand übergelien lassen. In jedem einzelnen Punkt der Fläche unrd 
die Function sich zur Zeit des neuen Zustandes genau ebenso verhal- 
ten, une zur Zeit des ursprünglichen Zustandes; in jedem einzelnen 
Punkt der Fläche unrd sie zur Zeit des neuen Zustandes stetig oder 

7* 
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unstetig, Null oder von Null verschieden, mit einer polaren oder 
nichtpolaren Unsteiigkeit heliaftet sein, je nachdetn zur Zeit des ur^ 
sprünglicJien Zudandes das Eine oder das Andere der Fall war, 

Ehcyiso verhält es sich auch mit der Eindeutigkeif. In jedefn 
einzelnen Punkt der Fläche wird die Function zur Zeit des neuen Zu- 
Standes eindeutig oder mehrdeutig sein, je nacMein zur Zeit des 
ursprünglidiefi Zustandes das Eine oder das Andere der Fall war. 

Die Eigensclmften der Eindeutigkeit, der Stetigkeit, der polaren 
Unstetigkeit u. s. w. sind also permanent ivälirend des Verlaufs einer 
stetigen Umformung, 

Bemerkung. — Air diese Sätze sind ohne Weiteres anwendbar 
auf diejenigen stetigen Umformungen, von denen vorhin pg. 95 — 97 
die Rede war, also z. B. anwendbar auf den Uebergang von U in %[, 
und ebenso umgekehrt auf den Uebergang von 91 in U. 
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lieber Ftuictionen , die auf einer Riemann'sehen Kngelfläehe 
ausgebreitet sind. Definition der regulären Functionen. 

Ebenso wie wir im dritten Capitel Functionen f{e) betrachtet 
baben^ die auf der gewöhnlichen einblättrigen Kugelfläche ausgebrei- 
tet waren, ebenso wollen wir im gegenwärtigen Capitel solche Func- 
tionen f{z) in Untersuchung ziehen, die auf einer Eiemann'schen 
mehrblättrigen Kugelfläche ausgebreitet sind. Dabei mag diese letz- 
tere ganz tvilUcürlicli gegeben sein, von beliebig vielen Blättern, 
mit beliebig vielen und beliebig gelegenen Windungspunkten und 
Uebergangslinien. 

Wir werden dabei zu Resultaten gelangen, die denen des drit- 
ten Capitels einigermassen analog sind. Ebenso wie wir nämlich 
damals gefunden hatten, dass jede Function /'(^), die auf der ein- 
blättrigen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig ist, 
eine rationale Function von z sein muss, ebenso werden wir gegen- 
wärtig finden, dass jede Function /'(;?), welche die genannten Eigen- 
schaften auf einer Biemann'schcn n-blättrigen Kugelfläche besitzt, die 
Wurzel einer Gleichung n'** Grades sein muss, deren Coefficienten ratio- 
nale Functionen von z sind. 

Die zu betrachtende, unllMrlich gegebene Riemann'sche Kugel- 
fläche werden wir mit 9t, und irgend einen llieil derselben mit @ 
bezeichnen. 

§ 1. 

Ueberiragbarkeit früher gefundener Sätze auf die Biemann*8Chen 

Eugelfläehen. 

Einige der im zweiten Capitel erhaltenen Sätze sind sofort auf 
die Riemann'sehen Kugelflächen übertragbar, so z. B. der Satz pg. 35. 
In der That kann man sagen: 
(1.) Ist eine Function f= f(z) auf irgend einem Theile © einer Rie- 

mann'sehen Kugdfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so 



-* 
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hinn a^f S h/ta artdt a-yj, >.. ivWi^f^ Cwrr/i».- -Ar /lädkmebwm/ 

iwi-siUrm. auf rrtUh^fh ^ii^ Fn^icii-h <':h<7ati' '^lir- . — es sri Ann, 

da-^üs .</V auf 2 alUnihalh^rt (:>'*i>K7i.: \.>7. 

Beweis. — Wir vc-leL «i.i:rr=:ri- ier ^a-u *ei •■»'c*.; rjtitäc. « eri- 
>Tirf a1>o rine Aof c r:i>Cr::iiirr ^ii t-i* Alf ^^LXrJtr I r-lr »•1«13£«' FmMläoii 

ulTiirrn PTirktr- i l 3 ä:»rr t».r?.».-:j».: is--u ILki :»*Tei:r2i* ria Jill' dieK 

li-utL: ". ri Vi* Äzi rirr-lL-T Frl-e *Tttii: «rir» '.''.= ::brr:tir "»irf Aluiizn «of 
S f:ar «>-rrr re*T Fll:"i.r fi>iL-tr. i-f ▼t.ii-fr I.t Tzzi.^zc tjoäiitl irt, 
▼iLrirf f-.i Iz ziz. i"arlr«ri - -'"c?>- t:l i :2::«ißazi* :«L !•>€* AVer 

Is: u-iiiiii: ür F::Lisct::i. "" azz B firir-nij zi:i Vif Äui eicaelne 

krrisr::. r:Ti.<L« jlsj r. B. i :.l ü-r-Tri^^r: P" " Vre, iz irürn ^k SuU 

. '. .7/Hf <• >. ;^ : *fi A'v r >f ',* ' ' ."j . /, : t i ':k >;> 7 . .* **«*.;" : -. * .7 *. ' i i%.Z- '*/: P. i.': C. , C 

Ueber die Or±i:ir:.$ss&h:e=: der suf «i=^er Swjc&cnVieheii Sngel- 
'^Vi: ":.j.':,,:_ :r:lTr. il> -■- ,-i:> n: if:. m/'e« T-Z.f*£l?«er Art 

"• ^'- - -'> - -■ > • «^ iT-T«.* .-.—^suiAfcr*. £^ 

-'' "^.- «^..lu^ir::. itrirti^i . -'crN-if:«.!^::: *;.,_ ilhz iM^Ta 

^* >t: -.I.T J^rZliC:! i<:l-- K-C.-il.^: '^.3 Infi:! V'^r i>irj*:Äi 
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breitet; und diese Function besitze auf der Fläche irgend welche 
Nullpunkte und irgend welche Pole. 

Wir betrachten zunächst die Nullpunkte. Hinsichtlich der Werthe, 
welche die Function in diesen Punkten selber besitzt, kann offenbar 
keinerlei Verschiedenheit stattfinden; denn diese Werthe sind sämmt- 
lich Null, mithin unter einander ülentisdi. Sollen also jene Punkte 
in verschiedene Arten oder Ordnungen eingetheilt werden, so kann 
eine solche Eintheilung sich nicht stützen auf diejenigen Functions- 
werthe, welche in den Punkten selber vorhanden sind, sondern nur 
auf diejenigen, welche in der NcUie jener Punkte, nämlich in den 
Bereichen derselben sich vorfinden. 

Nun können die Bereiche der einzelnen Nullpunkte, je nach der 
Lage, welche sie auf der Riemann'schen Kugelfläche besitzen, von 
sehr verschiedener Fomi sein. Denn das Bereich eines solchen 
Punktes wird, je nachdem derselbe in einem gewöhnlicJien oder in 
einem Windungspxxnkte der Fläche liegt, bald durch eine kleine 
Fläche von einblättriger Form, bald durch eine kleine Windmigsflächc 
von inehrblättriger Form dargestellt sein. 

Sollen daher die Bereiche jener Nullpunkte hinsichtlich der von 
ihnen getragenen Functionswerthe mit einander verglichen werden, 
so wird man, falls etwa das eine Bereich eenblättrig, ein anderes 
/i*m/l>lättrig, ein drittes zwölfhVkiin^, u. s. w. sein sollte, eine solche 
Yergleichung gar nicht vorzunehmen im Stande sein, falls man nicht 
zuvor air jene Bereiche durch Umgestaltung in glcicJie Form ge- 
bracht hat. Ebenso etwa, wie es bei einer physikalischen Unter- 
suchung, wenn mehrere Körper hinsichtlich ihrer Dimensionen mit 
einander verglichen werden sollen, noth wendig ist, dieselben zuvor 
in gUicJie Temperatur^ etwa in eine gewisse, ein für allemal festge- 
setzte Normal-Temperatur zu versetzen; ebenso wird es hier, wo die 
Bereiche mehrerer Punkte hinsichtlich der von ihnen getragenen 
Functionswerthe unter einander in Vergleich gestellt werden sollen, 
erforderlich sein, air jene Bereiche zuvor in gleiclie Form, etwa eben- 
falls in eine gewisse, ein für allemal festgesetzte Normalform zu 
bringen. 

WelcJie Form dabei als Normalform festgesetzt werden soll, ist 
im Grunde ziemlich gleichgültig. Doch wird es gut sein, eine mög- 
lichst einfache zu wählen. Es mag dazu die Form einer gewöhn- 
liehen einblättrigen ebenen Flädw^ nämlich diejenige Form genommen 
werden, welche das Bereich des betrachteten Punktes in seinem 
natürlichen Zustande besitzt [pg. 97]. 
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Auf Gnmd dieser Ueberlegnngeii dürfte es also zweekmasaig 
HeiD; folgende Definition zu adoptiren: 

Definition. — Ist eine Biemannsche Kugdfläche mit den Wierthen 
irgend icdcher Fundion heiastet, so sott im AUgememen jeder Putikt 
^'^') der Fläd»e mit einer getcissen Ordnungszahl versehen icerden. Unier 
dieser Zafd soll jederzeit diejenige Ordnungszahl verstanden werden, 
welche dem Funkte zukommt^ sobald man das ihm zugtharige Bereieh 
in seinen natürlichen Zustand versetzt. 

Handelt es sich also darum, die Ordnungszahl irgend eines ISrnk- 
tcs der gegebenen Fiemann sehen Kugelflädte tcirklich zu bestimmen, so 
tc'trd man zuvijrderst das kleine Flächenstück, durch tcdches das Be- 
reich des Funktes dargestellt tcird, in sdnen natürlichen Zustand 
versetzen, dassdbe also verwandeln in ein ebenes einblättriges Flächen- 
stück. Ist solches geschehen, so icird alsdann die Ordnungszahl des 
Funktes unmittelbar zu Tage treten , falls man nur die früher gefun- 
denen Sätze [pg. 41 — 43] in Jjiwendung bringt. 

Dabei gelangt man z. B. auf Grund des Satzes pg. 41 sofort 
zu folgender Bemerkung: 

Ist eine Function f{z) auf irgend einem Theile einer Biemann' 
(4.) selten Kugdfläche eindeutig und bis auf einzelne Feie stetig, so wird 
ihre Ordnungszahl in jedetn Funkte jenes Flädtentheiles eine endliche 
ganze Zahl sein. 

Und ztcar wird diese Zahl positiv sein in jedem Nullpunkte, 
negativ in jedem Fole, und Null sein in jedem andern Funkte, 
d, i. in jedem Funkte, der weder Nullpunkt noch Fol ist. 

Um die Ordnimgszabl eines gegebenen Punktes nach der hier gege- 
benen Vorschrift za ermitteln, wird man das Bereich des Punktes zuerst 
in seinen natürlichen Zustand Tersetzen müssen. Dieser natürliche Zustand 
ist aber kein völlig bestimmter. Denn im Allgemeinen wird es unter den 
Zuständen, in welche man jenes Bereich durch stetige Umformung yer- 
setzen kann, immer zvcei geben, von welchen nach Belieben der eine, und 
ebenso gut auch der andere als der natürlidie Znstand des Bereiches an- 
gesehen werden kann. (Vgl. pg. 96, 97.) Man könnte daher die Besorgniss 
hegen, dass sich vielleicht, jenachdem von diesen beiden Zuständen der 
eine oder der andere gewählt wird, für die Ordnungszahl des gegebenen 
Punktes jedesmal ein anderer Werth ergeben möchte. Aus der Formel 
(9.) des folgenden Paragraphs wird man aber erkennen, dass diese Besorg- 
niss eine unbegründete ist, dass sich nämlich in beiden Fällen ein und 
dieselbe Ordnungszahl herausstellt, und dass also die hier für die Ord- 
nungszahl eines Punktes gegebene Definition eine völlig bestimmte ist 
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§3. 

Fortsetzung. Darstellung der Ordnungszahlen duroh Integrale. 

Die Function f= f{ß) sei auf irgend einem Theil @ einer Rie- 
maim'schen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. 
Zerlegt man @ mittelst irgend welcher Curven ö in kleine Stücke: 

**1? ^y ^3J • • • *^7 

und bezeichnet die natürlkJien Zustände derselben respective mit 

so besitzt f auf Ux genau dieselben Ordnungszahlen, wie auf ?lx 
[vgl. (3.)|. Bezeichnet man nun die Summe dieser auf Ux oder $x 
vorhandenen Ordnungszahlen mit Mx, so ist [nach Satz pg. 43]: 

2n% •/ 9L f 

oder was dasselbe ist [vgl. die Bemerkung pg. 97J: 
(5-) Mx = -o^ T f ^, 

wo die Integration in der einen wie in der andern Formel positiv 
hinläuft über den Itand von Slx respective Ux. Summirt man jetzt 
die Formel (5.) über x = 1, 2, 3, . . . g, d. i. über all' diejenigen 
Flächenstücke U^, Uj, Ug, . . . U^, in welche @ zerlegt wurde, so 
werden sich dabei die den Zerlegungscurven 6 zugehörigen Intcgral- 
theile gegenseitig zerstören; sodass man also erhält: 

{(i.) M, + M, + M3.... + M,= jij/^'5-^, 

die Integration positiv erstreckt über den Rand von @. Die linke 
Seite dieser Formel (6.) repräsentirt aber offenbar die Summe sämmt- 
licher Ordnungszahlen, welche f ^uf © besitzt. Also der Satz: 

Ist die Function f= f'(s) auf irgend einem Theil @ einer Kic- 
mannsc/ien Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Fole stetig, so 
wird die Sumnic M ihrer sümmtUchen auf iS vorJiandencn Ordnungs- 
zaMcn den Werth Iiaben: 

(7.) '^ = iir/e'''«°/' 

die Integration i^sitiv erstrecht über den Hand von ©. Besitzt dieser 
Fläc/wntheil @ nicht eine, sondern mehrere, etwa q Ilitndcurven, so wird 
das angegebene Integral eine Summe von q Integralen sein, deren jedes 
über je eine Ilandcurve erstreckt ist. 
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Markirt man auf @ irgend einen Punkt c, so wird derselbe 
entweder ein Pol der Function /*, oder ein Nullpunkt derselben, oder 
keines von beiden sein. Wie dem auch sei, — jedenfalls wird man, 
weil die Pole und Nullpunkte immer nur vereinzelt vorkommen 
[vergl. (2.)], um c herum ein Flächenstück U abgrenzen können, 
welches, abgesehen von c selber, keinen weitern Pol oder Nullpunkt 
beherbergt. Alsdann aber ist die Summe der auf U vorhandenen 
Ordnungszahlen [vgl. (4.)J nichts Anderes, als die in c selber vor- 
handene Ordnungszahl ft; sodass sich also nach (7.) die Formel ergiebt: 



'*=2i7/u'^'°ß^- 



Also der Zusatz: Ist die Function f = f{z) auf irgend einem 
The'de @ einer RiemannscJmi Kugelfläche eindeutig und hi^ auf eifp- 
zelne Pole stetig, so wird ihre Ordnungszahl ft in irgend einem Punkt 
c des Fläclwntheils @ den Werth hesitzen: 

die Integration positiv erstreckt über den Band irgend eines um c herum 
aljgegrenzten Fläclwnstückes U. Dabei ist indessen vorausgesetzt, dieses 
Flächenstück U sei von solcher Beschaff enJieit, dass dasselbe, abgesehen 
von c seiher, keinen Pol oder Nullpunkt der Function in sich enthält 
Dieser Bedingung wird stets dadurch genügt werden können, dass 
man U hinreichend klein macht. Ein um c herum abgegrenztes hin- 
reichend kleines Flächenstück wird aber kurzweg das Bereich von c 
genannt. Also der Satz: 

Ist die Function f = f{z) auf irgend eiiwm Theil © eine^' Bie- 
mann' sehen Kugelf läeJie eimJeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so 
wird ihre Ordnungszahl ft in irgend einem Punkt c der Fläche © den 
Werth haben: i /» 

(9) '*=2;^i/u'^i«g/"' 

die Integration positiv Jierumlaufend gedaclit um das Bereich U des 
PmJctes c. 

Man kann also sagen: Wächst der log f, wenn man das Bereich des 
Punktes c in positiver BicMung umläuft, um fi . 2ni an, so ist fi die Ord- 
nungszahl, weldie f in c besitzt. Man könnte diesen Satz benuUen, um die 
Ordnungszahl zu definiren. Solches hat Bicmann gethan. Denn in seiner 
Abhandlung [Borch. Journal f. Math. Bd. 54, S. 117 ; und Gesamm. Werke 
pg. 96] heisst es : „Zur Vereinfachung des Folgenden heisse eine Function 

für einen Punkt unendlich klein von der ersten Ordnung, wenn 

ihr Logarithmus bei einem positiven Umlauf um ein diesen Punkt um- 
gebendes Flächenstück um Ssri anwächst" 
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Das in (7.) erhaltene Resultat bezieht sich auf irgend einen 
Tfieil einer Riemann'schen Kugelfläche. Wendet man genau die- 
selbe Methode an, um die Summe aller Ordnungszahlen zu ermit- 
teln, welche auf der ganzen Riemann^schen Kugelfläche vorhanden 
sind, so gelangt man zu einem analogen Resultat, welches, wie leicht 
zu übersehen, so lautet: 

Ist eine Function f(z) auf einet' Bietnannsctien KugelfläcJie ein- 
(10.) acut ig und bis auf einzelne Pole stetig, so ist die Summe sämmÜidier 
Ordnungszahlen, welclhe sie auf jener FUicIie besitzt, gleich Null. 

Oder mit andern Worten: Bei einer solclien Function ist die Summe 
(11.) der in den Polen vorhandenen OrdnungszaJden ihrem absoluten Betrage 
nach jederzeit ebenso gross, als die Summe der in den Nxdl^inkttni, 
vorhandeneti. 

In jedem Nullpunkt ist die Ordnungszahl der Function gleich 
einer positiven, und in jedem Pol gleich einer negativen ganzen Zahl 
[vgl. (4.)]. Man kann demgemäss die Nullpunkte, je nachdem ihre 
Ordnungszahl gleich 1, 2, 3 u. s. w. ist, einfache, zweifache, dreifache 
u. 8. w. nennen; und andererseits die Pole, je nachdem ihre Ord- 
nungszahl gleich — 1, — 2, — 3 u. s. w. ist, ebeufalls als ein- 
fache, zweifache, dreifache u. s. w. Pole bezeichnen. Auch dürfte 
es zweckmässig sein, jeden n-faehen Nullpunkt als eine Superposi- 
tion von n elementaren Nullpunkten, und jeden n-fachen Pol als 
eine Superposition von m elefncfitaren Polen aufzufassen. [Vergl. Rie- 
mann's Abhandlung, Borch. Journal Bd. 54, S. 118. Gesamm. Werke 
pg. 96.] Thut man dies, so lässt sich der Satz (11.) auch so aus- 
sprechen : 

Ist eine Function f(z) auf einer lUemann' selten KugelfläcJie allent- 
halben eindeutig und mit ÄusnaJtme einzelner Pole alhnthalhen stetig, 
n2.) so ist die Anzahl ihrer elementaren Pole jederzeit ebenso gross nie die 
AnzaJd ihrer elementaren NullpunJcte, 

Bemerkimg. — Die gewöhnliche einblättrige Eugelfläche, von welcher 
das dritte Capitel handelte, i»t offenbar nur ein Specialfall der Riemann- 
schen wc/tr^/ättriV/en Kugel fläche. Deingefiuiss shul aho die vorstehetuicti Sätze 
unmittelbar auch anwcfidbar auf die gewöhnliche einblättr ig e KugelfläcJie. 

Ueber die Beihenentwlcklungen einer auf einer Biomann*8Chen 

Kugelfläche ausgebreiteten Function. 

Die Function f=f{z) sei auf irgend einem Tlieil © einer Rie- 
mauu'schen Kugelüäche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig; 
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ferner sei c ein auf © beliebig markirter Punkt. Bezeichnet man 
das Bereich dieses Punktes in seinem ursprünglidien Zustande mit 

(13.) U oder U(c, z), 

imd andererseits in seinem natürlichen Zustande [vgl. pg. 96J mit 
(14.) a oder «(y, g), 

so wird sie auf dieser ebenen, einblättrigen Fläche 8t [Satz pg, 41] 
darstellbar sein durch die Formel: 

(15.) f={i-YyE, (auf st), 

wo li die Ordnungszahl von f im Punkt y, zugleich also auch [vgl. 
die Definition (3.)J die Ordnungszahl von /' im Punkte c bezeichnet, 
während E= -B(5) eine Function vorstellt, die auf % eindeutig, 
stetig und nichtverschwindend ist. 

Dabei ist lediglich vorausgesetzt, dass die Grenze von U hinreichend 
nahe um o, oder (was auf dasselbe hinauskommt) dass die Grenze von 9 
hinreichend nahe um y herumläuft. Dieser Begriff des Hinreichendnaften 
ist aber im Vorhergehenden bereits dadurch eingeführt worden, dass U 
als das Bereich von c bezeichnet wurde. 

Uebrigens kann man über die Art und Weise, wie U und % zu con- 
struiren sind, damit die Formel (16.) für sämmtliche Punkte i der Fläche 
91 gültig sei, leicht nähere Auskunft erhalten, indem man statt des Satzes 
pg. 41 den Satz (31.) pg. 48 anwendet. Man findet alsdann, dass die Formel 
(15.) für alle Punkte von 91 gültig sein wird, falls nur U, mit etwaiger Aus- 
nahme von c selber, keinen Pol oder Nullpunkt der Function f enthält. 
Selbstverständlich ist überdies vorauszusetzen, dass das Flächenstück U, 
mit etwaiger Ausnahme von c, keine Windungspunkte enthalte; denn an- 
dernfalls Würde die in (18.), (14.) genannte Umformung des Flächenstücks 
gar nicht möglich sein, mithin 91 gar nicht existiren. 

Man kann nun die Bereiche U und 21 nachträglich noch weiter 
verkleinern, also z. B. Ä zusammenschrumpfen lassen zu einer klei- 
nen um y beschriebenen Kreisfläche, während gleichzeitig U die ent- 
sprechende Zusammenschrumpfung erleidet. 

Alsdann ist £! auf Sl entwickelbar in die Gaadiy-Taylot^sche 
Reihe [vgl. pg. 34]: 

E = A, + Mt- y) + A,{t- yy + ^ ^ ^ . 

wo A^, A^, A2, . . , Constanten sind. Auch ist die erste dieser 
Constanten, nämlich -4^, noth wendiger Weise von Null verschieden, 
denn sonst würde E im Mittelpunkt y der Kreisfläche ?l verschwin- 
den, was dem Charakter dieser Function widerspricht. Durch Sub- 
stitution dieses Werthes von E geht die Formel (15.) über in: 

(16.) /•= (g - y)" [A, -\r A,it - y) + Mt - y)* + • • •], (auf «)• 
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Im Allgemeinen existiren nun für das Flächenstück U (c, z) 
zwei natürliche Zustände. Und je nachdem man für ?l(y, J) den 
einen oder andern wählt, werden y, ^ zu c, z entweder in der Be- 
^^^^ Ziehung stehen: ,_,_(g_y)„,^ 

oder aber in der Beziehung: 

(18.) -]- - '- = (e - y)", [vgl. pg. 96]. 

Dabei repräsentirt m die Anzahl der im Funkte c mit einander zu- 
sammenhängenden Blätter. Oder mit andern Worten: Es wird dabei 
c als ein tn-blättriger Windungspunkt , mithin U als eine ne-blätt- 
rige Winduugsfläche angesehen; so dass also z. B. w = 1 sein würde, 
falls c ein gewöhnlicher Punkt, mithin U einblättrig sein sollte. 

Man kann nun schliesslich den aus (17.) respective (18.) für 
(5 — y) entspringenden Werth in (16.) substituiren, ebenso auch in 
(15.). Und ebenso wie die Formeln (15.), (16.) gültig sind für die 
Punkte g der Fläche Ä, ebenso werden die durch die genannte Sub- 
stitution sich ergebenden neuen Formeln gültig sein für die Punkte 
z der Fläche U. Alles zusammengefasst^ gelangt man daher zu fol- 
gendem Satz: 

Ist die Function f=f{f) auf irgend einefn Theü @ einer Rie- 
mann* seilen Kugelfläcfie eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so 
lassen sicJi die Werthe, weldie f im Bereich U irgend eines auf @ 
liegenden Punktes c besitzt, durch die Formeln darstellen: 

f=(z-6y-E, 

f={z^ c) - K + Ä,{z- cY^ + Ä,{z- c)- + . . .], 
oder auch durch folgende Formeln: 



(19.) 



(20.) 



^ - ( ■■ - f ) " [^ + N (t - t)'+ a. (I - : r +••■]• 

Dabei bezeidinet ft die OrdnungszaJd der Function f im PunJcte c, und 
m die AnzaJil von BUUtem, u^eldie in c mit eiiiander zusammentiängen. 
Es unrd also z. B. m = l sein, falls c ein gewohnlicher Punkt, hin- 
gegen 2, 3, 4 etc. sein, falls c ein Windwngspunkt erster, zweiter, dritter 
u. s. w. Ordnung ist Femer bezeichnen E = E{z) und E =^ E{z) 
Functionen, die auf U eindeutig^ stetig und nichtv er schwindend 
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sind, Endlidi bezeichnen A^, A^, Ä<^, . . . und A^, Aj, A2, . . . con- 
stante Coeffi^nentcn, von denen feststellt^ dass Aq und Aq verschieden 
sind von Null. 

Von diesen beiden Barstellungsweisen (19.) und (20.) ist nur die 
erste gültig für c = 0, nur die zweite für e = cx>, hingegen gleich- 
zeitig die erste und zweite, falls c iveder noch cx> ist. [Vgl. den 
Satz pg. 96, 97.] 

Bemerkung. — Das Bereich U des Punktes c ist kein festes, kein für 
alle vier Formeln (19.), (20.) gemeinschaftliches; sondern ein der jedes- 
maligen Formel anzupassendes. Denkt man sich z. B. U so gewählt, dass 
die erste Formel (19.) für alle Punkte von U gilt, so wird im Allgemeinen 
U noch weiter zu ver kleinem sein, falls man erreichen will, dass die zweite 
der Formeln (19.) für alle Punkte von U Gültigkeit habe. Solches ergiebt 
sich unmittelbar aus der Ableitung dieser Formeln. 

Bei der BeBtimmimg der Ordnungszahlen in gegebenen speciellen 
Fällen kann mau entweder die Formeln (19.), (20.) benutzen, oder aber, 
was bequemer ist, direct auf die in (3.) gegebene Definition dieser Zahlen 
sich stützen, unter gleichzeitiger Anwendung des Satzes (4.). 

Erstes Beispiel. — Die Function: 

(a.) f = y(z'^~6,)(z -^c^y. . T{s — c~J 

ist eindentig auf einer zweibUittrigen Riemann'schen Kugelfläche 9% mit den 
Windnngspunkten Cj, c, , ... C2„. Auch ist sie daselbst überall stetig \m 
auf zwei bei z ^=^ 00 liegende Pole [vgl. pg. 83]. [Teberdies besitzt sie auf 
9t, wie der Ausdruck (a.) zeigt, im Ganzen 2n Nullpunkte^ nämlich c, ^ r,, 
... c^^. Folglich ist [Satz (4.)] ihre Ordnungszahl negativ in jenen bei- 
den bei 2; = 00 liegenden Punkten, ferner positiv in c^, c^^ ... Cg^, und Null 
in allen übrigen Punkten der Fläche ^. 

Um nun die Ordnungszahl z. B. in c, näher zu bestimmen, versetzen 
wir das Bereich Vi(c^ , z) dieses Punktes mittelst der Formel z — Cj =(f — y,)*, 
oder (indem wir das willkürlich zu wählende y, == machen) mittelst dor 
einfacheren Formel 

in seinen natürlichen Zustand *^ (0, ^); wobei der Ausdruck (a.) die Gestalt 
annimmt: 

(b.) f ^ f |/(^_-crf py (e,'- c,qFi*)T.T(c,'^"^+ f*): 

Die hier auftretende Wurzelgrösse ist, wie die Formel (b.) selber zeigt, 

f 
= ^ , also, ebenso wie f und J, auf 21 eindeutig. Ueberdies ist sie, wie 

ihr blosser Anblick zeigt, stetig, und für hinreichend kleine Werthe von 
J auch nichtverschwindend. Nimmt man also U und ^ hinreichend klein, 
so hat die Wurzelgrösse auf 31 den Charakter der Functionen J^J; sodass 
man also die Formel (b.) auch so schreiben kann: 

(c) f==^{t-oy.E. 

Hieraus ersieht man aber [vgl. pg. 41], dass die Function / auf % im 
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Punkte ^ *== die Ordnungszahl 1 hat. Und dieselbe^ Ordnungszahl wird 
sie also, nach (3.), auch auf der Fläche 11 in dem correspondirenden Punkt 
z = Ci besitzen. In solcher Weise ergieht sich, dass die Ordntmgszahl vo^i 
f in jedem der Punkte c, , c^, ... Cg^ den WerÜh 1 hat. 

um femer die Ordnungszahl von f in einem der beiden Punkte £r=oo 
zu bestimmen, versetzen wir das Bereich U(oo, z) eines solchen Punktes 

mittelst der Formel = (f — y)\ oder (indem wir y =» machen) 

mittelst der einfacheren Formel 

in seinen natürlichen Zustand 91(0, f); wobei der Ausdruck (a.) die Gestalt 
annimmt: 

(d.) f = r" |/(i-c,s;)(i-c.f)...(i-"^,"ö: 

Die hier auftretende Wurzelgrösse ist, wie die Formel (d.) selber erkennen 

lässt, auf Sl eindeutig, femer, wie ihr blosser Anblick zeigt, auf 91 stetig 

und für hinreichend kleine Werthe von t ^^ch nichtverschwindend. Sie 

hat also im Bereich ^, falls man dasselbe hinreichend klein sich vorstellt, 

den Charakter der Functionen E; und es kann daher die Formel (d.) auch 

so geschrieben werden: —nip 

(e.) / = (? — 0) E. 

Hieraus folgt [vgl. pg. 41] , dass die Function f auf Sl im Punkte S == 
die Ordnungszahl (— ti) hat, und dass sie also [nach (3.)] dieselbe Ord- 
nungszahl auch auf der Fläche 11 im correspondirenden Punkt z = oo be- 
sitzt. So ergieht sich, dass f auf der ztoeiblättrigen Fläche 9i in jedem der 
beiden Punkte z =* oo die Ordnungszahl ( — n) hat. 

Aus diesen Ergebnissen folgt nun weiter, dass die Summe sämmt- 
licher Ordnungszahlen von f auf der Fläche 91 gleich Null ist; was in 
Einklang steht mit dem Satz (10.). 

Zweites Beispiel. — Die Function 

(f.) /* =» Vi^-^HZ — C^T- • . (^ — \n-\) 

ist eindeutig auf einer gewissen zweiblättrigen Riemann'schen Kugelfläche 
Ä, welche 2n Windungspunkte: q , Cj, ... C2^_i, oo besitzt. Auch ist 
sie auf dieser Flache di stetig bis auf einen im Windungspunkt z = (X> 
liegenden Pol [vgl. pg. 84]. Ihre Nullpunkte befinden sich offenbar in 

Cj , c j , ... Cj,, — j. 

Analog wie beim vorhergehenden Beispiel findet man nun leicht, dass 
diese Function f in jedem der Punkte c, , Cj, , . . . C2^_^ die Ordnungszahl 1, 
und dass sie ferner im Windungspunkt z^^oodie Ordntmgszahl [— ( 2n— 1)] 
besitzt. 

§5. 

Fortsetzung. Anwendung auf die gewöhnliche einblättrige 

Kugelfl&ohe. 

Die gewöhnliche einblättrige Eugelfläche, von welcher das dritte 
Capitel handelte, ist offenbar nur ein Specialfall der Riemann'schen 



(21.) 



(22.) 
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mehrblsLttngen E&gelflächen; sodass man also durch Anwendung des 
zuletzt erhaltenen Satzes (19.), (20.) zu folgendem Resultat gelangt: 
Ist die Function f{ß) auf irgend einem TJieile © einer gewöhn- 
lichen einblättrigen Kugelfläche eindeutig und bis auf eineeine Pole ste- 
tig, so sind die WerthCy welcJie f im Bereich U irgend eines auf © 
liegenden Punktes c besitzt, durch die Formeln darstellbar: 

f^(g-cyE, 

f= {, -. cYlA, + A,{z - c) + A^{z - c)^ + . . .], 
oder auch durch folgende Formeln: 

^-0-^)'h+*'{T-7)+*.(T-iy+-} 

Dabei bezeichnet ft die Ordnungszahl von f im Punkte c. Femer sind 
E =^ E{z) und E = E{z) FunctioneUj die auf U eindeutig , stetig 
und nichtver schwindend sind. Endlidh sind A^y A^, A^, ... und 
Ao, Aj, Ag, . . . constante Coefßcienten, von denen feststeht , dass A^ 
und Aq verschieden von Null sind. 

Von diesen beiden Darstellungsweisen (21.) und (22.) gilt nur 
die erste, falls c = 0, femer nur die zweite, falls c = oo ist, hin- 
gegen die erste und zweite, falls c weder noch oo ist. 

Anwendung des Satzes. — Die Formeln (21.), (22.) könneti sofort 
dazn dienen, um die Ordnungszahlen einer gegebenen Function zu be- 
stimmen. Wir wählen als Beispiel die Function 

(B-Cf 

WO a, hy c positive ganze Zahlen sein sollen. Alsdann ist f eine raHonaJe 
Function von z^ mithin auf der einblättrigen Kugelfläche eindeutig und bis 
auf einzelne Pole stetig [Satz pg. 69]. 

Die Nullpunkte und Pole dieser Function /'liegen offenbar hei z^=A^ 
z =« Bj z =^ C, z =' oo. Und zwar sind 2? = J., z = B sicherlich Null- 
punkte, femer z ^= C sicherlich ein Pol, während es noch von der nähe- 
ren Beschaffenheit der Zahlen a^ hy c abhängt, ob £r »= oo ein Pol oder 
Nnllpankt oder keines von beiden ist. Jedenfalls ist, nach (4.), die Ord- 
niyigszahl von f in jedwedem Punkte ^r = J., z=^B, z = C, z = (X> eine 
ganze Zahl, und in allen übrigen Punkten der Kugelfläche gleich Null, 
Man kann nun die Function f ganz allgemein in folgende Gestalten ver- 
setzen: 
(«.) /•=(«- Af [(z - Bf (z - C)-'] , 

(ß.) f=(.z- Bf \iz - Af (z - C)-'] , 
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Bringt man diese Formeln respective aof die Bereiche ^, 9, ^, ^ der 
Punkte 2r = -4, z => B, z =^C^ z = oo in Anwendung, so sieht man z. B., 
dass der in (a.) in eckige Klammem eingeschlossene Ausdruck auf ^ den 
Charakter einer Function E besitzt. Somit folgt aus (a.), mit Hinblick 
auf (21.), dass f im Punkte z =^ Ä die Ordnungszahl a hat. Und gleich- 
zeitig ergiebt sich in analoger Weise ans (ß.), (y.), (^.), dass /* in z =» £, 
z <== C^ ^r =a oo respective die Ordnungszahlen 6, (— c), [c — (« + h)] 
besitzt. 

Die Summe sämmtlicher Ordnungszahlen ist mithin = 0, was in Ein- 
klang steht mit dem allgemeinen Satz (10.). 

§ 6. 

Ueber die rationale Verbindung mehrerer Funotionen, die auf ein 
und derselben Biemann'schen Kngelfläohe ausgebreitet sind. 

Ganz analog den früher gefundenen Sätzen pg. 46 ergeben sich 
für die Riemann'sche Kugelfläche folgende Sätze: 

Sind die Functionen f^ = /i(^), /i = f%{^)j - - * fn = fn {z) auf 
irgend einem Theil © einer Riemann' sehen Kugelfläche eindeutig und 
bis auf einzelne Tole stetig j so gilt Gleiches von jedwedem Ausdruck: 

(23.) Y = Ratf.(/;,/i,.../;), 

der aus A, /i, • . . A auf rationale Weise msammengesetzt ist, also 
z, B. auch von den Ausdrücken: 

(24.) P = fJ,...U und = ^^-11^^!^-, 

falls man nur Ober F^, F^j . , , Fp dieselben Voraussetzungen nmcht, 
wie über /;, /i, . . . fn. 

Sifid femer ^i^, fi^, . , . (in und M^, M^, . , . tAp die Ordnungs- 
zahlen der Functionen f^^ /i> • • • fn und F^, F^, . , . Fp in irgend 
einem Punkt c des Flächentheils @, so werden die dortigen Ordnungs- 
zahlen von P und Q lauten: 

(25.) (f*i + /A2---+f*«) und [(fii+/^2--- + /^») — (I^i + I^2--- + Mp)]- 

Zu den Functionen /*, Fy auf welclie diese Sätze anwendbar sindy 

gehört selbstverständlich auch diejenige, deren Werth auf @ überall 

= 1, deren Ordnungszahl also daselbst überall = ist; woraus z. B. 

folgt, dass V und -^ überall entgegengesetzte Ordnungszahlen haben. 

Der Beweis dieser Sätze ergiebt sich sofort aus dem umstände, dass 
die Eigenschaften der Eindeutigheit ^ der Stetigkeit, der polaren Unstetig- 
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fiUtigkeit, und ebenso aach die Werihe der Ordnungszahlen beim üeber- 
^ange vom nrsprünglicben zom natörlieben Znstande, oder auch umgekehrt 
beim Uebergange vom natürlichen znm nnprünglichen Znstand j)erfliaiif«i( 
sind. [Vgl. die Bemerkung pg. 100.] 

Es sei nun daa Bereich des Punktes c in seinem ursprünglichen und 
natürlichen Zustande respective mit Vi(c, i) und :X<>', ») bezeichnet. Als- 
dann sind die Functionen f\, f^, ... f\ auf U im Punkte c eindeutig und 
stetig, respectire polarunstetig. Dieselben Eigenschaften besitzen daher diese 
Functionen, zufolge der genannten Permanenz, auch auf % im Punkte y. 
Dieselben Eigenschaften besitzt daher, zufolge des Satzes pg. 46, auf 9 
im Punkte y auch der rationale Ausdruck: 

V==Batf.(/,, /;,... Z"^). 

Dieselben Eigenschaften besitzt daher dieses V, zufolge der genannten Per- 
manenz, auch auf U im Punkte c. Und hiermit ist der Satz (23.) betriesen. 
Was den Satz über P in (^24.) betrifft, t>o it>t Folgendes hinzuzufügen: 
Da Uj , fAj , . . . f»^ die Ordnungszahlen der Functionen fx^ t\^ - - • f^ *"^ 
tt im Punkte c sein sollen, so werden sie, zufolge der genannten Perma- 
nenz, zugleich auch die Ordnungszahlen dieser Functionen auf SC im Punkte 
y vorstellen. Hieraus ergiebt sich, vermittelst des Satzes pg. 46, dass die 

Summe : , , 

^ + fS • • • + ^» 

die Ordnungszahl des Prodnctes 

auf % im Punkte y vorstellt. Und hieraus ergiebt sich , zufolge der erwähn- 
ten Permanenz, dass jene «Summe gleichzeitig auch dio Ordnungszahl von 
P auf U im Punkte c repräsentirt. Hiermit ist der Satz (24.), so ireit er 
P betrifft, bewiesen, ü. s. w. 

Ist irgend eine n-blättrige Rieniann'sche Kugclfläche 3i gegeben, 
so wird die durch z selber dargestellte Function, d. i. STe Function 
/' = z, in je n übereinander liegenden Punkten dieser Fläche 9i einer- 
lei Werth haben. Wie denn auch sei, — jedenfalls wird sie, falls 
man auf 9i irgend einen einzelnen Punkt niarkirt, daselbst immer 
nur einen Werth haben, also auf 9i eindeutig sein. Ueberdies ist 
sie auf 91 überall stetUjy ausser in den bei * = cx> übereinander lie- 
genden Punkten Ä, li, C, . . . (deren Anzahl, je nach Umständen, 
= n oder <w ist). In jedem dieser Punkte A, B, C, . , . ist die 
Function f^^z unendlich, also unstetig, jedoch in solcher Weise un- 
stetig, dass ihr reciproker Werth — im Bereich des Punktes stetig 

bleibt. Ihre Un Stetigkeitspunkte A, liy C, ... sind also Pole. 

Wir selten somit, dass die Function f == z auf jeder Uieinann sehen 
(26.) Jvugelflädiey mag diese nun beschaffen sein, wie sie wolle , eindeutig 
und bis auf einzelne Pole stetig ist. Und Gleiches gilt daJiet' [zu- 
folge (23.)] auch von jedem Ausdruck: 
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V = Ratf. (z)] 

der von z auf raiionale Weise abJuingt. 

Uebrigens sind die Ordnungszahleu einer solchen rationalen 
Function von z, je nachdem man sich dieselbe auf einer n-blätt- 
rigen Riemann'schen Kugelfläche SR oder aber auf der gewöhnlichen 
emblättrigen Kugelfläche r ausgebreitet denkt, wesentlich versdiie- 
den. Es gilt nämlich, wie man leicht übersieht, folgender Satz: 

Sind F und p irgend zwei correspondirende Funkte von 9t und r, 
d. i. zum Furkte, die dieselben Coordinaten besitzen, und ist m die An- 
zahl der im Funkte F zusammenhängenden Blätter [mithin F selber 
(27.) ein Windungspunkt (m — l)ter Ordnung], so wird die Ordnungszahl 
e^ner beliebig gegebenen rationalen Fundion von z, bei ihrer Aus- 
breitung auf SR, im Funkte F stets m-nial so gross sein, als sie, bei 
einer Ausbreitung der Function auf r, im Funkte p sein würde. 

In der That ergiebt sich der Beweis dieses Satzes unmittelbar 
durch Anwendung der früher gefundenen Formel (9.), pg. 106. 

§ 1. 

Ueber Fxinotionen, die auf einer Biemann*8chen Kugelfläche ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig sind. Beguläre Functionen. 

Die Function f=f{z) sei auf einen gegebenen Riemann'schen 
Kugelfläche 9i eindeutig und bis auf einzelne Fole stetig. Zufolge der 
vorhergehenden Sätze [pg. 113] gilt alsdann, wenn A irgend welche 
Constante vorstellt. Gleiches von der Function 

g> = f— A. 

Diese neue Function (p wird stets und nur dann = oo, wenn f=oo 
wird. Sie besitzt also mit /' dieselben Unendlichkeitspunkte ^ d. i. 
dieselben Pole. Auch lässt sich leicht zeigen, dass g> und f in jedem 
solchen Pol dieselbe Ordnungszahl haben. 

Ist nämlich c irgend ein Pol der Function f, femer ( — p) ihre 
dortige Ordnungszahl, und bezeichnet man das Bereich des Punk- 
tes c in seinem ursprünglichen und natürlichen Zustande respective 
mit Vi{c,z) und ?l(y, g), so wird die Function f auf Ä darstellbar 
sein durch die Formel: 

f={t-yr''E, (auf«), 

wo jE eine eindeutige, stetige und nichtver seh windende Function vor 
stellt Hieraus folgt, was die neue Function betriflFt: 

^^it-rr^'E^A, (auf«), 
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oder anders geschrieben: 

9 = it- r)-nE - Äit - yyi (auf ST). 
Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck reducirt sich 
für g = y auf E, und besitzt also, ebenso wie E selber, im Punkte 
y einen von Null verschiedenen Werth, mithin in der unmittelbaren 
Nachbarschaft von y ebenfalls von Null verschiedene Werthe. Er 
repräsentirt daher, falls man Sl hinreichend klein nimmt, eine Func- 
tion, die auf % eindeutig, stetig und nichtversch windend ist. Be- 
zeichnet man demgemäss diesen Ausdruck mit E, so ergiebt sich 

<P = (e-y)"^E, (auf«), 
wobei allerdings das gegenwärtige Bereich « im Allgemeinen klei- 
ner ist, als das in der vorhergehenden Formel zu denkende %. 

Wie dem auch sei, — jedenfalls ergiebt sich aus dieser lete- 
ten Formel, dass die Function (p auf St im Punkte y, mithin auch 
auf U im Punkte c, die Ordnungszahl ( — p) besitzt. Q. e. rf. 

Ist also die Function f = f{z) auf einer Riemann* sehen Kugel- 
fluche 91 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so gilt Gleiches 
(28.) ancli von der Function (p = {f — Ä), falls A eine beliebig gegebene 
Constante vorstellt. Und zwar werden auf der FläcJie SR die Pole 
und die Ordnungszahlen dieser Pole fiir die Function f genau diesel- 
ben sein, une für die Function q> = {f — A). 

Denkt man sich also [ebenso wie früher (11.)? (12.)] die Pole 
in lauter einfache oder elementare Pole aufgelöst, so kann man sagen : 
Die elementaren Pole der Function f sind, üirer Anzahl und Lage 
nach, identisch mit den elementaren Polen der Function (f — A). Be- 
zeichnet man diese den beiden Functionen f und (/' — A) gemein- 
schaftliche Anzahl elementarer Pole mit q, so ist [zufolge (12.)J die 
Anzahl der elementaren Nullpunkte für jede der beiden Functionen 
f und {f — A) ebenfalls = q. Somit ergiebt sich der Satz : 

Ist die Function f^=f{z) auf einer Rietnannsdien Kugel fläche 91 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so wird die Anzahl ihrer 
clenietitaren Pole ebenso gross sein, wie die Anzahl ihrer elemefitaren 
(29.) Nullpunkte, und auch ebenso gross sein, une die Anzahl ihrer elemen- 
taren A- Punkte. Dabei sind unter diesen letztern die elementaren NuU- 
jmnkte der Function (f — A) zu verstehen, tvobei A eine willkürlich 
gejjebene Constante vorstellt. 

Dieses System der A-Punkte, welclies für A = in das der Null- 
punkte, und für A = oo in das der Pole od(r Unendlidikeitspunkie 
übergellt, mag hinfort kurzweg als ein System von Niveaupunkten 
bezeichnet werden. 
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Ueberdies wird es zur Abkürzung zweckmässig sein^ wenigstens 
hin und wieder, noch einen andern Ausdruck einzuführen, entspre- 
chend der folgenden 

Definition. — Eine Function f= f(z), die auf irgend einer Fläche 
(30.) eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig istj soll als eine auf jener 
Fläche reguläre Function bezeichnet werden. 

Insbesondere sollen die auf einer Riemann'schen Kugelfläche 
regulären Functionen in Functionen erster^ zweiter, dritter u. s, w. Ord- 
nung eingetheilt werden, je nachdem die Anzahl ihrer elementaren Pole 
= 1, 2, 3 u. s. w. ist. 

Dabei bleibt allerdings dahingestellt, ob z. B. eine reguläre 
Function erster Ordnung für eine beliebig gegebene Riemann'sche 
Kugelfläche stets existiren wird, — eine Frage, zu deren Beant- 
wortung sich erst später die erforderlichen Mittel ergeben werden. 
— Unter Anwendung dieser neuen Ausdrucksweise lautet nun der 
Satz (29.) folgendermassen. 

Ist die Function f= f{z)j mit Bezug auf eine gegebene Rie- 

mann* sehe Kugelfläche SR, eine reguläre Functioth qter Ordnung , so 

(31.) besteht jedwedes Niveaupunktsystem der Function aus q Pmkten. D. h. 

sie besitzt auf SR q elementare Pole, d>enso q elementare Nullpunkte, und 

d)€nso allgemein q elementare Ä-Punkte. 

§ 8. 

Eine Fxinotion fiz)^ die auf einer Biemann'sohen Kugelfl&ohe ein- 
deutig und stetig ist, wird nothwendiger Weise eine Constante sein. 

Die Function f = f(z) sei eindeutig und stetig auf einer w-blätt- 
rigen Riemann'schen Kugelfläche SR. Ferner sei <P(z) die Summe der- 
jenigen Werthe /l, /^, . . . A, welche f in je n übereinander liegen- 
den Punkten z der Fläche SR besitzt: 

<l>W = /l + A ... +/;. 

Verpflanzt man nun die Werthe, welche <P(z) auf SR besitzt, 
nach den corresporuJirenden Punkten der einblättrigen Kugelfläche r 
[wobei unter correspondirenden Punkten solche verstanden werden 
sollen, die einerlei Coordinaten besitzen], so wird <t>{z) auf r über- 
all eindeutig, und [zufolge der über f gemachten Voraussetzung] da- 
selbst auch überall stetig sein. Folglich [Satz pg. 61] ist <t>(z) eine 
ConMante. In solcher Art lässt sich zeigen, dass jeder der Ausdrücke : 

/ 1 "1/2 • • • "T / « > 
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constant ist. Gleiches gilt daher auch vod fi, f^y - - - fn selber, mit- 
hin von allen Werthen der Function f. Also der Satz: 
(32.) Ist die Function f= f{z) auf einer Riemann sehen Kugelfläche 

überall eindeutig und stetig, so ist sie eine Con staute. 

Um diesen Satz weiter anzuwenden , betrachten wir jetzt zwei 
Functionen f=f(z) und q> = q>(z), die auf ein und derselben Rie- 
mann'schen Kugelfläche SR eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig 
sein mögen. Gleiches gilt alsdann [nach (24.)J Yon dem Quotienten 

f 

Haben insbesondere /' und 9 auf 9i überall dieselben Ordnungszah- 
len , so sind die Ordnungszahlen dieses Quotienten [zufolge (25.)] 
sämmtlich = 0. Es wird daher in diesem Falle jener Quotient 
keine Pole haben können, mithin auf 9i allenthalben eindeutig nnd 
stetig, also [nach (32.)] eine Constante sein. Also der Satz: 

Ks seien f= f{z) und q> = (p{z) etcei Functionefi, die auf einer 
gegebenen Riemann'sehen Kugelfläclw 91 eindeutig und bis auf einzelne 
(33.) Pole stetig sind. Besitzen nun diese beiden Funetianen auf 9i diesel- 
ben Pole und Nullpunkte, und überdies in jedan soldien Pol oder Null- 
punkt dieselbe OrdnungszaJd , so köntien sie sicli nur durdi einen con- 
stant4m Factor unterscheiden. 

Beispiel. — Die gefandenen Sätze sind selbstverständlich auch an- 
wendbar auf die gewöhnliche einblättrige Eugelfläche, welche t heissen 
mag. Es sei nan f = f(z) auf t eindeutig und bis auf einzelne Pole ste- 
tig. Ob diese Function f im Punkte ^ = cx> einen Pol oder einen Null- 
punkt oder keines von beiden hat, sei unbekannt. Ihre sonstigen Pole und 
Nullpunkte aber mOgen promiscue mit c, , c^ ^ . . . c und ihre dortigen 
Ordnungszahlen mit fi^, fi^, . , . fi bezeichnet sein. Alsdann ist. ihre Ord- 
nungszahl M in jenem Punkte z = 00 sofort angebbar; denn sie muss 
[zufolge des Satzes (10.)] der Relation entsprechen: 

(«.) f*i + f*2 . . . + f*j7 + M = 0. 

Bildet man jetzt die rationale Function: 

80 wird dieselbe ebenfalls auf x eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig 
sein [zufolge des Satzes pg. 59]. Auch wird ihre Ordnungszahl in C|*, c^, 
. . . c respective durch (i^, fi^, . . . fi , und im Punkte js = cx> durch eine 
Zahl M' dargestellt sein, die zu fi^, fi^, . . . fi in der Beziehung steht: 

iß) f», +^ ■•• + ;*, + M' = o. 
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In der Thai ergiebt sich diese Relation {ß.) in genau derselben Weise, 
wie sich vorhin die Relation (or.) ergab. 

Aus (a.) und (ß,) folgt sofort: M = M'. Demgemäss haben die beiden 
Functionen f und (p überall dieselben Ordnungszahlen. Und hieraus folgt, 
mittelst des Satzes (33.), dass sie sich nur durch einen con^tanten Factor 
unterscheiden kOnnen; sodass man zu folgendem Resultat gelangt: 

Es sei /"= f{z) auf der gewöhnlichen einblättrigen Kugel fläche ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig. Bezeichnet man alsdann^ nach Aus- 
schluss des Punktes £?=cx>, alle übrigen Pole und Nullpunkte dieser Func- 
tion promiscue mit Cj , c, , . . . c^, und ihre dortigen Ordnungszahlen mit 
F^n C'ii ' ' ' C'gy so wird die Function den Werth Jiaben: 

(y.) f^K{z^c,rHz-c,r^ . . . (^-cp'v, 

«70 K eine Constante ist. — Man sieht, dass dieser Satz in Einklang steht 
mit dem frdher auf pg. 63 erhaltenen Satz. 

§ 9. 

Eine Function f{^)^ die auf einer Biemann^sohen Kugelfl'äohe 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig ist, wird stets eine 

algebraische Function von z sein. 

Die Function f=f(js) sei eindeutig und bis auf einzelne Pole 
stetig auf eiuer w- blättrigen Riemann'schen Kugelfläche 9i; ferner 
sei = 0(;2?) das Product deijenigen Werthe fu f%, - > - fnj welche 
/' in je n übereinander liegenden Punkten z der Fläche SR besitzt. 

Verpflanzt man sämmtliche Werthe der Function f von den 
Punkten der Fläche 91 nach den correspondirenden Punkten der ge- 
wöhnlichen einhlättrigen Kugelfläche r, so wird offenbar das Product 

(34.) = 0(;ef) = f,f^ ...fn 

auf r überall eindeutig sein. Dabei sind [ähnlich, wie schon früher] 
unter correspondirenden Punkten solche zu verstehen, die dieselhcti 
Coordinaten, mithin auch dasselbe z besitzen. 

Um die Stetigkeit resp. ünstetigkeit von auf der Fläche r 
zu untersuchen, nehmen wir für z irgend einen beliebigen Werth 
z = c, und markiren auf beiden Flächen SR und r die durch z = c 
sich bestimmenden Punkte. Diese können auf SR zum Theil, oder 
vielleicht auch alle, Windungspunkte sein und mögen bezeichnet 
werden mit P^, P^, ... P^,; und gleichzeitig mag die Anzahl der 
Blätter, welche in jedem dieser Punkte mit einander zusammenhängen, 
bezeichnet werden respective mit w^, m^, . . . w^,; sodass also Px 
ein Windungspunkt (wx — 1)**" Ordnung ist. Andererseits mag der 
durch z = c auf r sich bestimmende Punkt p heissen. 
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Sind nun Uj, Hg, ... U^ die Bereiche der Punkte P^, P^, , . . Pq^ 
80 wird die Function f, zufolge der Formel (19.) des Satzes pg. 109, 
auf Ux darstellbar sein durch: 

(35.) f={8-cT-E, (aufUx), 

wo ftx die Ordnungszahl von f im Punkte Px vorstellt 

Schreibt man diese Formel der Reihe nach hin für m« über- 
einander liegende Punkte z der Fläche Ux; so erhält man m» Glei- 
chungen von der Gestalt: 

/'= (*- - cT-'E', 
etc« eic.« 

und aus diesen durch Multiplication: 
(36.) {ff ...)=^(z — cy* {EE' . . .), 

wo z. B. /*,/*'.. . die Werthe von f für jene Wx übereinander lie- 
genden Punkte 8 vorstellen, und Analoges in Bezug auf E^ E' . . , 
zu bemerken ist 

Schreibt man jetzt diese speciell für Ux gebildete Formel (36.) 
der Reihe nach hin für U^, U^; . . . U^, so erhält man im Ganzen 
{f solche Formeln; und aus diesen durch Multiplication: 

(37.) fyf^ ...fn = {z- c)/'.+/'.-.+A^eE, 

wo /i, ^, .../), die Werthe von f in den auf der Fläche SR über- 
einander liegenden n Punkten z vorstellen. Diese Formel (37.) nimmt 
daher mit Rücksicht auf (34.) die Gestalt an: 

(38.) {z) = (^ — c)^x +/"...+/*(, E , 

wo das E eine Function von z bezeichnet, die (ebenso wie E^ E\ . . .) 
stetig und nichtverschmndend ist. 

Aus (38.) folgt nun sofort, dass im Bereich u des Punktes p 

entweder selber oder -. stetig ist, je nachdem die ganze Zahl 

(/*i + f*2 + • • • + f*c>) einen positiven oder negativen Werth hat Wir 
selten somit, dass die Function auf der einblättrigen Kugel fläche X 
in jedwedeni Punkt p(z = c) entweder stetig, oder aber polarun- 
stetig ist 

Dabei ist allerdings stillschweigend vorausgesetzt, dass die den 
Punkt p bestimmende Constante c endlich sei. Für den Fall c »» cx> 
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gelangt man aber, wie leicht zu übersehen ist, zu genau demselben 
Resultate ; falls man nur bei Anwendung des Satzes pg. 109 nicht 
die Formel (19.), sondern die Formel (20.) benutzt. — Die Function 
= ^jer) ist also auf der einblättrigen Eugelfläche t überall ein- 
deutig, und bis auf einzelne Pole daselbst auch überall stetig. Folg- 
lich ist sie [Satz pg. 63] eine rationale Function von z. Also der Satz: 
Ist die Function /'=/"(^) auf einer n -blättrigen Riemann' sehen 
Kugelfläche SR eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, und versteht 
man unter f^, /2; • • • fn die Werthe von f in je n übereinander liegen- 
den Punkten der Fläche SR, so wird das Product dieser n Werihe: 

(39) <t>=/i/;.../; 

stets eine rationale Function von z sein. 

Die Ordnungszahlen dieser rationalen Function stehen zu denen 
von f in einfacher Beziehung. Denkt man sich nämlich auf der 
gewöhnlidien einblättrigen Kugelflädie r ausgebreitet^ so wird die Ord- 
(40.) nungszahl von in irgend einem Punkte z ^= c der FläcJie r stets 
gleidi der Summe derjenigen Ordnungszahlen sein, welcfie f auf der 
If lache SR in defi daselbst bei z = c übereinander liegenden Punkten 
besitzt. Dieser Zusatz ergiebt sich nämlich sofort aus der in (38.) 
erhaltenen Formel. 

Da /* auf SR eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein soll, 
so gilt [nach (28.)] Gleiches auch von (/"+ A), (f-^-B), . . . , falls 
nämlich A, B, ... irgend welche Constanten sind. Durch Anwen- 
dung des Satzes (39.) ergiebt sich also, dass die Producte: 

= (/i + ^) (/; + ^) . . . (/•, + Ä), 
' v = (/; + i?) (A + £) . . . (/; + B), 

etc. etc. etc. 
rationale Functionen von z sind. Setzt man jetzt zur Abkürzung: 

(41.) -^2 = flh + fitz + • • • /Ii-l fn, 

-^ n = /i/2 • • • In} 

SO kann man diese Grössen 0, y, . . . auch so schreiben: 
(42 ) <t) = ^- + i\A-^ + 2^,^-* . . . + Fn-iÄ + F^, 

Y = 5« + F,5"-i + J^B»-* . . . + -F„_ii? .+ -P'-, 

etc. etc. etc. 

Denkt man sieb im Ganzen n solche Ausdrücke 0, Y, . . . gebildet, 
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und dabei die n ConstaDten .1^ B, , . . in beliebiger Weise fixiri, 
so kann man die n Gleichungen (42.) nach F^, F^y . , , Fn auflösen, 
und wird auf diese Weise für diese jp,, jR», . . . jp« W^erthe erhalten, 
welche, ebenso wie die 0, V, . . . , rationale Functionen von s sind. 
Also der Satz: 

Ist die Function f=f(z) auf einer n- blättrigen Riemann* sehen 
Kugelfläche 91 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig^ und 
versteht man unter /i, /i, - . • /■ die Werthe, icelche f in je n über- 
einander liegenden PunTcten z der Fläehe 91 besitzt, so werden diese /i, 
/i, ... /li stets die Wurzeln einer Gleichung m*" Grades sein: 

(43.) f- - F.f^-' + F,f-^ _ + ... + ,_ lyFn = 0, 

deren Coefficienten F^, F^, . . . JP» rationale Functionen von z sind. 
Oder kürzer ausgedrückt: Ist die Function f=^f(z) auf irgend 
(44.) einer Rieniann sehen Kugel fläche eindeutig uptd bis auf einzelne Pole 
stetig, so wird sie jederzeit eine algebraische Function von z sein. 

§ 10. 

Ueber die Differentialquotienten solcher Functionen f(z)^ die auf 
einer Biemann'schen Kugelfläche ausgebreitet sind. 

Der gegenwärtige Paragraph, welcher an und für sich wenig 
Interesse darbieten dürfte, soll hauptsächlich dienen als Stützpunkt 
für spätere Betrachtungen. 

Die Function f = /'(/) sei auf irgend einem Theil @ einer Rie- 
niann sehen Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Mar- 
kirt man alsdann auf @ irgend einen Punkt c, und bezeichnet das 
Bereich dieses Punktes im ursprünglichen und natürlichen Zustande 
mit U(c, z) respective mit ?l(y, tj, so wird f auf der Fläche ?l(y, J) 

eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. Gleiches gilt daher 

* df 

[Satz (1.) pg. 49J auf ä(y, t) auch von der Function -,.- Denkt man 

sich also jene um c und y beschriebenen Flächen U und ä hinrei- 
chend klein, so werden /' und -^y [zufolge des Satzes pg. 41] inner- 
halb % durch folgende Formeln darstellbar sein: 
(i.) f=={t-yYE, (auf»), 

(2.) %=it-yrE', (auf«), 

WO ft und ft' die OrdnungszaMett von / und -^. im Punkte y oder 
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(was dasselbe ist) im Punkte c vorstelleD. üeberdies repräsentiren 
E und E' zwei Functionen, die auf 31 eindeutig, stetig und nicht- 
verschwindend sind. 

Für jene Ordnungszahlen ^ und ft' gilt [Satz pg. 50J die Formel : 

(3.) /*'=/t— 1, falls (1^0, 

hingegen die Formel: 

(4.) /t' = 0, 1, 2, 3, 4, . . . , falls /* = ist. 

Betrachtet man c als einen Windungspunkt (m — !)*•' Ordnung, 
wo alsdann m eine der Zahlen 1, 2; 3, . . . vorstellt, so findet, was 
die Zustände U (c, z) und 31 (y, g) betriflFt, zwischen 8 und ^ eine der 
beiden Relationen statt: 

(a.) z-c = {l- y)-, 

(b.) ±-l = a-y)«.. 

Von diesen beiden Formeln (a.), (b.) ist nur die erste anwend- 
bar, falls c = ist; nur die etveite, falls c = <x>. Hingegen sind 
beide anwendbar, falls c weder noch oo ist. Man kann also stets 
die Formel 

f A.) J3 — c = (g — y)"* benutzen, falls c verschieden von <x> ist; 

andererseits aber stets die Formel 

(B.) -2: == (J; — y)'"^ benutzen, falls c glei<Ji cx) ist. 

und durch Zusammenfassung dieser beiden Formeln (A.) und (B.) 
gelangt man zu folgendem Satz: 

Bezeichnet man auf einer Bieniann* sehen Kugelfläche das Bereich 
irgend eines Punktes c in seinem ursprünglichen und natürlicJien Zu- 
stande respective mit U(c, z) und 31 (y, t), so darf man stets annahmen, 
dass die zwisdien z und g stattfindende Belation die Form habe: 

(5.) z + Const. = (e - y)''. 

Dabei ist Jlf = + w, tvo m die Anzahl der im Punkte c mit einander 
zusammenhängenden Blätter vorstellt. Und ztvar ist M=^ -^ m, falls 
c verschieden von cx>, hingegen M = — m, falls c gleich <x>. Diese 
Zahl M mag in Zukunft die Signatur des Punktes c heissen. 

, Aus (5.) folgt durch Differentiation: 

(6.) ^^-=-^{^ — 7^-'] 

und nunmehr folgt aus (2.) und (6.) durch Division: 

(7.) g = i-a-y>'-''+^^', 
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oder einfacher geschrieben: 

(8.) ^^—(g-y)"-^., (auf«), 

WO der Exponent f^i = (/t' — Jfcf + 1) [vgl. die in (3.), (4.) über fi' 
gemachten Angaben] den Werth hat: 

(9.) ^^ = (|x - M), falb /t ^ 0, 

(10.) ^^ = (1 - M), (2 - M), (3 — Jtf), . . . , falls ^ = 0. 

Diese Formeln (8.), (9.), (10.) führen nun sofort zu folgenden Sätzen: 
Ist die Function f «= f{z) auf irgend einem TJieil © einer Rie- 
nmnn sehen Kugelfläclie eindeutig und his auf einzelne Pole stetig, so 
gilt Gleiclies auf © aucJt von dem Differentialquotientcni 

Sind ferner fi und ft^ die Ordnungszahlen von f und rz i^ irgend 
einein Punkte c der Fläolie ©, so ist: 

(12.) ^,=(^-J/), falls II §0, 

hingegen: 

(13.) ^^=(1 - J/), (2- Jtf), (3 — JIO,..., falls yL = (). 

Hier hemchnct M die \ vorhin bei (5.) definirtej Signatur des betrac/i- 
tetcn Punktes c, <'*^ ^ <V Ar>C 

Besitzt also die Ordnungszdid ^ im Punlcte c einen der Wertlic 

(14.) ^= ... -2, — 1, 0, 1, 2,... 

so wird der zugehörige Werth von ftj respective dargestellt sein durch: 

(15.) /!,=...(- 2-5/), (-1-M), Q, (i-M), (2-.Jtf),... 

wo das Q eine mibekannte Zahl aus der lieilie (1 — M), (2 — Jf), 
(3 — M), . . . repräsentirt. 

Diese Formeln (14.), (15.) zeigen, dass ftj nicht blos für ft= — 1, 
— 2, — 3, . . . , sondern auch für /t = 0, 1,2,3, . . , negativ wer- 
den kann. Man gelangt in solcher Weise, mit Rücksicht auf die bei 
(5.) für M gegebene Definition, zu folgendem Satz: 

Die Pole der Funetion ~ können 7iur an solchefi Stellen liegen, 

il z 

(16.) ^^ entweder f seihet* einen Pol besitzt, oder wo die betrachtete Rie- 
mann'selie Fläche einen von z = oo verschiedenen WindungspmiM hat 
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Sechstes Capitel. 
Ueber die Stetigkeit mehrdeutiger Functionen. 

Während man bisher bei den Stetigkeitsuntersuchungen mehr- . 
deutiger Functionen zunächst die verschiedenen Werthe der Func- 
tion von einander zu separiren, und sodann diese Werthe einzeln auf 
ihre Stetigkeit zu untersuchen bemüht gewesen ist, soll im Folgen- 
den eine Methode dargelegt werden, mittelst deren man die in Rede 
stehenden Werthe gleichzeitig, und ohne vorgängige Separation, der 
genannten Untersuchung zu unterwerfen vermag. 

Uebrigens werden die Untersuchtungen des gegenwärtigen Ca- 
pitels [welche von mir in kurzem Abriss bereits in den Berichten 
der kgl. Sächsischen Gesellsch. der Wiss. vom 10. Decbr. 1883 publi- 
cirt worden sind] namentlich dazu dienen, um die Betrachtungen des 
vierten und fünften Gapitels zu vervollständigen und weiter zu be- 
festigen. 

§. 1. 
Allgemeine Ueberlegnngen. 

Zwischen den beiden complexen Variablen s und z mag die 
Gleichung festgesetzt sein: 

F(s, z) = 0; 

dabei mag^ um die Vorstellung zu fixiren, unter F{Sy z) eine gege- 
bene ganze rationale Function von s und z verstanden werden, n*®° 
Grades für 5 und m^^ Grades für z. Für jedwedes Argument z er- 
geben sich alsdann aus der vorstehenden Gleichung n elementare 
Wurzeln 5, die, je nach dem Werthe des Argumentes z, bald ver- 
einzelt liegen werden, bald aber auch tlieüweise respective gruppen- 
weise vereinigt sein können. Bei den folgenden Betrachtungen wollen 
wir das Argument z als einen variablen Punkt in der z-Ehene, und 
ebenso die zugehörigen n elementaren Wurzeln s als Punkte in einer 
zweiten Ebene, in der s-Ebene, uns vorstellen. 

Sind unter den n elementaren Wurzeln s der Gleichung F{SyZ)=^0 
einige, etwa v vorhanden: 
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die für das ^Argument s = c ein und denselben Werth s = h an- 
nehmen, und die andererseits für jedwedes sehr wenig von c ab- 
weichende Argument z Werthe annehmen, die sehr wenig von k 
verschieden sind, so werden diese v Wurzeln als Functionen von z 
zu bezeichnen sein, die im Punkte z =^ c stetig sind. Man gelaugt 
in solcher. Weise bei genauer Ueberlegung zu folgendem Satz: 

Bie Gleichung F(s, z) = besitze für irgend ein specielles Ar- 
gument z = c eine v-facJie Wurzel s ==lc. Ferner bezeichne s einen 
willkürlich zu wählenden Kleinlieitsgrad, 

Kann nun diQ Anzahl alV derjenigen elementaren Wurzeln 5, 
welche die Gleichung F(s, z) = 0, für ein beliebiges Argumetü z, inner- 
halb eines um s => k mit dem Badius € beschriebenen Kreises besitzt, 
(1.) dadurch constant, = v gemacht werden, ilass man die Bewegung jenes 
beliebigefi Argumentes z auf einen um z = c beschriebenen hinreicJwnd 
Ideinen Kreis beschränkt; — so werden die in Bede stellenden v ele- 
mentaren Wurzeln s als Functionen von z zu bezeichnen sein, die im 
Punkte z =^ c stetig sind. 

Ist nämlich die genannte Bedingung erfüllt, so werden die in 
Rede stehenden v elementaren Wurzeln s: 

bei willkürlicher Wahl des Kleinheitagrades e, den Formeln 

mod (s*j - Ä) < f , 
mod {s^ — k) < s, 



mod {Sy — k) <B 

sich subordiniren, falls man nur das Argument z der Bedingung 

unterwirft: 

mod (jsr — c) < p, 

und dabei den Kleinheitsgrad q, nach Maassgabe des jedesmaligen 
Sy hinreicliend kleiyh macht. 

Für unsere weiteren Untersuchungen ist der Satz (1.) ausrei- 
chend, . Doch sei beiläufig bemerkt, dass derselbe auch dann noch 
richtig bleibt, wenn man in ihm die Anforderung „= v" durch „> v" 
ersetzt, dass man nämlich dem Satz folgende allgemeinere Fassung 
geben kann. 

Besitzt die Gleichung F(Sj z) = für z =^ c eine v-fache Wurzel 

s = kj bezeielinet ferner s einen wiUkürlicli gegcbmen Kleinlieüsgrad, 

(2.) und kann die Anzahl alV derjenigen elementaren Wurzeln ä, noeklie 



^^ 



/. 
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die Gleichung F{Sj z) = 0, für ein beliebiges Argument z, innerhalb 
eines mit dem Itadit4S € um s = k beschriebenen Kreises besitzt, da- 
durch ^ V gemacht werdeny dass man die Bewegung jenes Argumen- 
tes z auf einen um z = c beschriebenen hinreichend kleinen Kreis be- 
schränkt, so werden v der in Rede stehenden elementaren Wurzeln s 
als Functionen von z zu bezeichnen sein, die im Punkte z = c stetig sind. 
Nur der Bequemlichkeit willen ist bis jetzt die Function F(s, z) 
als eine ganze rationale Function von s und z vorausgesetzt worden. 
Man übersieht nachträglich sofort, dass die Sätze (1.) und (2:) auf 

jede beliebige Gleichung 

F{s, z) = 

anwendbar sind , welche Beschaffenheit die Function F{s, z) auch 
immer besitzen mag, falls man nur den Charakter der elementaren 
respective vielfachen Wurzeln in bestimmter Weise und zwar in sol- 
cher Weise definirt, dass dieser Charakter jedesmal durch eine der 
Zahlen 1^ 2, 3, ... sich ausdrückt. 

Bei den nachfolgenden Untersuchungen beginnen wir mit dem 
einfachen Fall, dass die Function F(s,z) die specielle Form 

fis) - z 
besitzt. 

§ 2. 

Die Wurzeln einer Gleichung f{s) = z. 

Die gegebene Function f{s) sei auf irgend einem endlichen Theil 

@ der s-Ebene eindeutig und stetig. Gleiches gilt alsdann von der 

Function 
(3.) f{s) - c, 

falls man nämlich unter c eine Constante versteht. Demgemäss wer- 
den die Nullpunkte dieser Function (3.) auf @ niemals ein Curven- 
oder Flächenelement stetig erfüllen können, sondern stets vereinzelt 
liegen [Satz (27.) pg. 35]. Uebrigens sind dieselben im Allgemei- 
nen von verschiedener Ordnung. 

Ein i/-facher Nullpunkt der B'unction (3.) mag bezeichnet werden 
als eine i/-fache Wurzel der Gleichung 

(4.) fis) - c = 0; 

und ebenso mag jeder elementare Nullpunkt der Function (3.) be- 
zeichnet werden als eine elefnentare Wurzel der Gleichung (4.), Die 
Anzahl N sämmtlicJwr auf © vorhandenen elementaren Wurzeln der 
Gleichung (4.) hat alsdann [Satz (16.) pg. 43] den Werth: 
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d. i. den Werth: 

die Integration positiv erstreckt über alle Randpunkte 6 der Fläche 
@. Dabei wird (was sich stets durch eine geringe Deformation 
des Randes von @ erreichen lässt] vorausgesetzt, dass keine Wur- 
zel liart am Rande von @ liegt. Sonst nämlich würde das Integral 
(5.) [durch Nullwerden des Nenners] seinen Sinn verlieren, und 
gleichzeitig auch die Bedeutung der Zahl N eine völlig unbestimmte 
werden; denn es würde zweifelhaft sein, ob eine hart am Rande 
von © liegende Wurzel als eine innerhalb oder ausserhalb © lie- 
gende Wurzel aufzufassen sei. 

Aus der Voraussetzung nun, dass die Gleichung (4,) keine hart 
am Rande von @ liegende Wurzel besitzt, folgt sofort, dass für alle 
Punkte dieses Randes die Formel stattfindet: 

(6.) mod \f{6) - cj > 2q, 

wo Q eine positive und von verschiedene Constante vorstellt. Dabei 
sei noch Folgendes bemerkt: Führt man neben der Constanten c 
noch irgend welche andere Constante c^ in die Betrachtung ein, so 
ergiebt sich aus der identischen Gleichung 

\m - cj = [/•(«) - c,] + (c, - c) 

sofort: 

mod \f(0) — c] < mod [f(6) — c^] + mod (Cj -— c), 

oder etwas anders geschrieben: 

mod [/"((j) — cj > mod [f(p) — c] — mod (Cj — c), 

oder mit Rücksicht auf (6.): 

mod [/(<y) — cj > 2(» — mod (c^ — c). 

Diese letzte Formel aber gewinnt, falls man die neue Constante c^ 

der Bedingung 
(7.) mod (c, — c) <Q 

unterwirft, die einfachere Gestalt: 

(8.) mod Ifiö) - c,\ > (2q -q)=^q. 

Diese Formel (8.) zeigt, dass die der neuen Constanten Cj ent- 
sprechende Function 
(9.) /•(«) - c, 

am Rande von @ nirgends verschwindet, dass also die Oleichung 
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(10.) /•(s)_c,=0 

keine hart am Rande von @ gelegene Wurzel besitzt. Demgemäss 
wird also die Anzahl N^ all' derjenigen elementaren Wurzeln, welche 
diese neue Gleichung (10.) innerhalb @ besitzt, dargestellt sein 
durch die mit (5.) analoge Formel: 

Diese Formel (11.) gilt, zufolge ihrer soeben gegebenen Begrün- 
dung, für jedwede der Bedingung (7.) entsprechende Gonstante c^, 
und bleibt also in Kraft, falls man dieses c^ innerhalb des Spiel- 
raumiB (7.) beliebig variiren lässt. Bei einer solchen Variation von 
c, wird also der Werth des Integrals (11.) von Augenblick zu Augen- 
blick durch eine ganze Zahl dargestellt sein. Andererseits aber über- 
sieht man sofort, dass der Werth des Integrals bei einer solchen 
innerhalb des Spielraums (7.) bleibenden Variation von q nur in 
stetiger Weise sich ändern kann^). Demgemäss ist also die in Rede 
stehende ganze Zahl während dieser Variation fortdauernd ein- und 
dieselbe. 

Die ganze Zahl N^ bleibt also constant^ falls man das c^ inner- 
halb des Spielraums (7.) beliebig variiren, z. B. identisch mit c wer- 
den lässt. Somit folgt aus (11.) und (5.): 

(12.) Ni = N. 

Man gelangt daher, indem man (c 4~ ^^) ^^ ^i setzt, zu folgen- 
dem Satz: 

Erster Satz. — Versteht man unter f(s) eine Function, die auf 
irgend einem endlichen TJieil © der s- Ebene eindeutig und stetig ist, 
femer unter c eine beliebig gegebene Constante, und setzt man voraus, 
dass unter den elementaren Wurzeln der Gleichung 

(13.) f{s) = 

keine hart am Bande von © liegt, so wird die Anzahl der innerhalb 
© befindlichen elementaren Wurzeln dieser Gleidmng (13.) bei einer 
beliebigen Variation der Constanten c ungeändert bleiben, falls man 
nur diese Variation Ac der Bedingung unterwirft: 

mod (Ac) < Q 

und dabei das (positive) q hinreichend klein macht 



*) Denn so lange die Formel (7.) erfüllt bleibt, wird die Formel (8.) eben- 
falls in Kraft bleiben, mithin der anter dem Integral vorhandene Nenner von 
verschieden bleiben. 

Kanin Ann, Abel'toh« Integrale. 8. Aufl. 9 
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Man kaun diesen Satz offenbar auch in Anwendung bringen auf 
einen Theil der Fläche ©, z. B. auf eine innerhalb © liegende Kreis- 
fläcJie, Thut man dies, und bezeichnet man dabei die Grösse c, so- 
bald sie variabel gedacht werden soll, mit dem Buchstaben z^ so er- 
giebt sich folgender Zusatz: Besitzt die in (13.) genannte Gleichung 

(a.) f{s) = c 

eine innerhalb © liegende i/- fache Wurzel s = k, und denkt man 
sich auf der Fläche © um diesen Punkt s = k einen Kreis be- 
schrieben, dessen Badius s beliebig klein, mindestens aber so klein 
sein soll, dass alle übrigen Wurzeln der Gleichung (a,) CMSserliotb 
des Kreises liegen, — alsdann wird die Anzahl air derjenigen ele- 
mentaren Wurzeln s, welche die Gleichung 

iß) fis) = ^ 

innerhalb jenes Kreises besitzt, dadurch constant, = v gemacht wer- 
den können, dass man die Grösse z der Bedingung 

mod {0 — c) < 9 

unterwirft, und dabei das (positive) q hinreichend klein macht. IMe 
in Bede steJtenden v elementaren Wurzeln s, welclie für z = c in die 
V- fache Wurzel s = k zusammenschmelzen, sind daher [Satz (1.) pg. 126] 
als Functionen von z zu hezeichien, die im Funkte z = c stetig sifid. 
Besitzt die Gleichung f(s) = c innerhalb @ im Ganzen ^) Wurzeln: 

die etwa der Reihe nach v,-fach, i/g-fach, u. s. w. i/p-fach sind, so 
wird der soeben ausgesprochene Satz selbstverständlich für jede 
dieser Wurzeln gelten. Desgleichen wird der Satz auch dann noch 
anwendbar sein, wenn man, statt der Wurzeln der Gleichung f(s) = c, 
diejenigen der Gleichung f(s) = C ins Auge fasst, wo C irgend 
welehe andere Constante vorstellt. Somit gelangt man zu folgen- 
dem Resultat: 

Zweiter Satz. — Ist die Function f{s) auf irgend einem endlichen 
Theile © der s- Ebene eindeutig und stetig, so werden die elemen- 
taren Wurzeln s der Gleiciiung 

(14.) f{^) = ^ 

stetige Functionen von z sein, — selbstverständlich nur insoweit, als 
die Fitnction f{s) überhaupt churakterisirt ist, also nur insoweit, als 
jene Wurzeln s innerhalb der gegebenen Fläche © liegen. 

Wir gehen über zu dem Fall, dass die Function f{s) auf © 
eindeutig, aber nur bis auf einzelne Fole stetig ist. Bezeichnet man 



(B.) 
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diese Pole mit 5 = «j, Og, «3, . • . und andererseits die Nullpunkte 
von f(s) mit s = ßi, ß^, ß^, - . . , so ist f{s) auf der Fläche 

©a = © - [U„. + lU^ + U«. + . . .], 
und andererseits :^rx auf der Fläche 

@, = @ - [U^. + U^, + U^, + . . .] 

eindeutig und stetig. Dabei sollen U«,, U«,, U«,, ... die Bereiche der 
Punkte «1, «2; "3> • • • vorstellen; und demgemäss soll ©^ dasjenige 
Flächenstück bezeichnen^ welches von © nach Absonderung dieser 
Bereiche noch übrig bleibt. Andererseits sollen U^,, U,^,, . . . und ©^ 
die analogen Bedeutungen besitzen bezüglich der Punkte ß^y ß^, ß^j -- - 
Der Satz (14.) ist daher innerhalb ©a unmittelbar anwendbar 
auf die Wurzeln s der Gleichung 

und andererseits innerhalb ©^ anwendbar auf die Wurzeln s der 
Gleichung: 

_L — i_ 

Es ist aber offenbar ein und dasselbe, ob man von den Wurzeln s 
der Gleichung (A.) oder von denen der Gleichung (B.) spricht. Wir 
gelangen somit zu dem Resultat^ dass die innerhalb © liegenden 
elementaren Wurzeln s der Gleichung 

f{s) = s> 

stetige Functionen von z sind, soweit endlich bleibt, und dass sie 

andererseits stetige Functionen von — sein werden, soweit — end- 

lieh bleibt. Oder einfacher ausgedrückt: 

Dritter Satz. — Ist die Function f(s) auf einem endlichen TheiU 
© der S'Ehene eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so wer- 
den die elementaren Wurzeln s der Gleichung 

(15.) f{s) = z 

Functionen von z sein, die auf der gewöhnlichen einblättrigen 

z-Kugelfläche überall stetig sind. — Selbstverständlich gut dieser Satz 

uHederum nur insoweit, als die Function f{s) überhaupt diarakterisirt 

ist, also nur insoweit, als jene Wurzeln s innerhalb der gegebenen Fläche 

© bleiben. 

üeber die ümkehnmg der Gleiolinng f(8) ^ z. — Die Function f{8) 
sei eindeutig und stetig auf einer in der «-Ebene um den Punkt 8 ■■ A; be- 

9* 
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schriebenen Kreisfläche S^, also innerhalb dieser Fläche 6^ darstellbar 
durch die Taylor'sche Reihe [(21.) pg. 34]: 

(«.) ^(,) = fQc) + izi* f (t) + (Lii|)! f" (i) + . . . 

Setzt man znr Abkürzung 

m m = c, 

und macht man überdies die Annahme, dafs 
wv f{k) von verschieden 

ist, so nimmt die Reihe die Gestalt an: 

und zeigt also [Satz p. 41], dass die Function [/"(«) — c] im Punkte « = it 
einen Nullpunkt erster Ordnung hat. Die Nullpunkte dieser Function kön- 
nen aber [Satz (27.) pg. 35] nur vereinzelt vorkommen. Man kann daher 
um den genannten Nullpunkt s =^ k (als Centrum) eine Kreisfläche @^ von 
solcher Kleinheit beschreiben, dass alle übrigen Nullpunkte der Function 
afASserhaXb @|' liegen. Alsdann wird also, um dieselbe Sache mit etwas 
andern Worten zu wiederholen, von den elementaren Wurzeln s der Gleichung 

(».) f{s) = c 

eine im Mittelpunkt s ^ h der Kreisfläche @]^ liegen, während alle übrigen 
ausserhaXb S]^ sich befinden. 

Und diese Situation der elementaren Wurzeln s der Gleichung (f.) 
wird [zufolge des vorhergehenden Satzes pg. 129] auch dann noch fort- 
dauern, wenn man in jener Gleichung (c.) an Stelle von c eine andere Con- 
stante eintreten lässt, falls nur diese neue Constante nicht zu stark von 
c abweicht. In der That gelangt man [auf Grund des citirten Satzes] zu 
folgendem Resultat: 

Die Anzahl der innerhalb Sj^ vorhandenen elementaren Wurzeln 8 
der Gleichung 

(f.) m = z 

ist beständig »» i , falls man nur das Argument z der Bedingung unterwirft: 

mod iß — c) < ^ , 

und dabei das q hinreichend klein macht. Auch wird die in Rede stehende 
eine Wurzel für j? =» c in den Mittelpunkt « «= Ä; der Fläche @j^ hinein- 
faUen; [vgl. (ß.)]. 

Jedem Punkte z innerhalb der um z ^= c mit dem Radius q beschrie- 
benen Kreisfläche entspricht alsdann nur eine innerhalb @]^ liegende ele- 
mentare Wurzel s. Es ist mithin diese Wurzel s, so lange z innerhalb 
jenes Kreises (q) bleibt, eine eindeutige Function von z^ zugleich aber auch 
[nach Satz pg. 130] eine stetige Function von £:, also entwickelbar in die 
Taylor'sche Reihe: 

(j?.) s ^ A + B[z - c) + C(z — cY + . . . 

Ueberdies wird, wie vorhin constatirt wurde, die in Rede stehende Wur- 
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zel s für z =^ c in den Punkt « = Ä hineinfallen. Die in {rj.) auftretende 
Constante Ä ist daher =« h Also der Satz: 

Die Function f{8) sei in der s-Ehene auf einer um den Punkt 8 = k 
beschriebenefi Kreisfläche eindeutig und stetig. Ferner sei f{k) =■ c, und 
f'{k) verschieden von 0. Alsdann wird unter den elementaren Wurzeln s 
der Gleichung 

(»') m = z 

eine vorhanden sein, deren Werth innerhalb eines in der z- Ebene um z => c 
beschriebenen hinreichend kleinen Kreises darsteUbar ist durch die nach Po- 
tenzen von z — c fortschreitende Reihe: 

s=^k + B{z-^c) + C(z — cy + 2)(ä — c)» + . . . , 

wo B, G, D, . , , constante Goeffidenten vorstellen. 

Dies ist im Wesentlichen derselbe Satz, der yon Thomae — übrigens 
auf ganz anderm Wege — bewiesen ist in seiner elementaren Theorie der 
analytischen Fundiotien^ Halle 1880. Yergl. daselbst pg. 107, § 136. 

§3. 

Weitere Untersuohungen über die Wurzeln einer Gleiohnng f{s)^='Z. 

Man kann den letzterhaltenen Satz (pg. 131) auf solche Func- 
tionen f{s) ausdehnen y die entweder auf der ge wohnlichen einbläU- 
rigen s-Kugelflächey oder allgemeiner auf einer Riemann'schen mehr- 
blättrigen s-Kugelääche ausgebreitet sind. Um sogleich zum letztem 
Fall überzugehen^ wollen wir annehmen, die Function f{s) sei ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig auf irgend einem Theil @ 
einer Riemann'schen mehrblättrigen ^-Kugelfläche. 

Bezeichnet man den Werth der gegebenen Function f(s) in irgend 
einem Ponkte s der meihrblättrigefi Fläche @ mit z: 

(«•) f{s) - z, 

und denkt man sich dieses z geometrisch dargestellt als einen Punkt auf 
der gewöhnlichen einblättrigen xr-Kugelfiäche , so wird jedem Punkt s der 
Fläche @ immer nur ein Punkt z der genannten Eugelfiäche entsprechen. 
Denn die Function f{s) soll [nach unserer Voraussetzung] auf der Fläche 
@ eindeutig sein, und hat also in jedem Punkte s dieser Fläche immer 
nur einen Werth. — Umgekehrt aber werden einem Punkte z der einblätt- 
rigen is;- Eugelfiäche im Allgemeinen mehrere Punkte s der Fläche @ ent- 
sprechen. Denn für jedwedes z liefert die Gleichung (a.) im Allgemeinen 
mehrere Werthe oder Wurzeln s. 

Um nun unseren Betrachtungen keine unnöthige Einschränkung 
aufzuerlegen, nehmen wir an, dass der gegebene mehrblättrige Flächen- 
theil ^ irgend welche an der Stelle 8 «» cx) übereinander liegende Punkte 
5^ , /S, , . . . <S enthält , indem wir zugleich die Werthe der Function f{8) 
in diesen Punkten respective mit Z^, Z^, , . . Z bezeichnen, so dass also 
die Formeln stattfinden: 



1?A 






I'— -1 = * -^^ ^ ^. - 

^ ^ 4» 

I 

1 ii - : • ? = Z 



■ -1* ■ - - - 

Vi ;_ E-Ü iTi, •■"ii Üt Wiri,T^ f irr •jI(T3iil"ZS;r •«-•: *' * ^ - 







^-, /Tj. ... Z l'^r-ri^in "r a-r e.az. Äli#j 

WtiM endlich <p:> »:<#.. ;m m^jk it*r .ioi in jhf«tfr Gliitkmtk.j €mAdlUne 
Argmm^ftd z renchndifi erK'ü: T'ym Z. . Z., ... Z 

F^ z '^ Z^ Liz^ziz. -wizd ii9e ;±z,iz W^rxda * mkuJZkA ^rom Min« 
uclieh in .?. lirstcz wltztSLd die ik^nv>^'H dzirch irgoid vdciie fadlidbe 
OrOuen E. JE.". A*". . . . dATTeatel.: »«ii wervitz. E^äI«: i*t mllenüiirf noch 
eiae gewüfre Correction erforderlidx — irAiferr. als xnÄ^cicr Weise emigv 
der C^iiutantrG Z, , Z^^... Z Tiiiet eirAcder idecdfci: sein kSuDen. Ist &. B. 
Z, idectii<:h nüt Z, , väiuesid Z.^, Z^, . . . Z^ von Z, Ttrscbieden sind. 
^.xd cLäcbt m^n in diesem Fall -i*-* Tariible Arj^mses^s j witdrrim «» ^ , 
4ö werdet o^enbar iirei roa jr^en Wcntlr. # ;:r*fidL::h gro»s*. 
reftpe-:tiTe in .S*. und .S", izelegec «eizL Uci die HA::ptjakü;e z^isaznmei 
^ Btztichn^t man ir^^nJ «lu ^p'.-.iiilt un'^ -j«ii Coiutoiir«« Z,, Z^, 
. , . Z, mit Z , /■-entf/' di^ieni'jtn *Ur Punkte v , ^ 5, . in denen dit 

FnnetiOH / '* ditjstn ^puuUeu WerVi Z annimiiKt . mit ■>.,>,. 5^, --. » 

* « • ■ 

^»•y «o K^flen di^ aw d^ Gleichung a.. f tr r = Z ns^thirenden Wurzln *, 

' jf ^., -jj, 

//»riZ« ridUicht auutrdnn durdi ifoen*l vctlche ändert tndJicht PitmkU: 

dargtfMU sein. 

bie Wurz^:ln «, von denen die Satze ■^.> und c.^ handeln, ;>ind xer- 
\*'iihiir in W^m^ntore Worzeln. Und diese letzWru bilden den eigentlichen 
Oegen-^tand <l*:r weitem Betracht oreen. Di^ dabei zu Grande zu legende 
Iß^finitu/ri mag folgeEd»: sein. 

L'iiter den eiettumiaron Witrziln s der Gleichung 

holl^rn [bei festgehaltenem r] diejenigen elementaren XHllpunkte s ver- 
standen werden, mit denen die Function 
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(2.) f{s) - z 

auf der gegebenen mehrblättrigen Fläche © behaftet ist.. 

Betrachtet man das Argument als einen Punkt auf der ein- 
blättrigen Z'Kugelflächey und versetzt man daselbst diesen Punkt z 
in irgend welche Bewegung, so werden jene elementaren Nullpunkte 
oder Wurzeln s auf der mehrblättrigen Fläche @ ebenfalls in Be- 
wegung gerathen. Die Stetigkeit, respective Unstetigkeit dieser Be- 
wegung soll näher untersucht werden. 

Wir markiren auf der einblättrigen je:-Kugelfläche irgend einen 
beliebigen Punkt z = c, und ausserdem die festen Punkte jSf «= Z^ , 
Z^y , , . Zpj wobei unter Z^, Z^j , . . Zp diejenigen Werthe verstan- 
den sein sollen, welche die Function f{s) auf der Fläche @ in den 
bei s = <x> übereinander liegenden Punkten 8^, 8^, , . . 8p besitzt 
[vgl. (/3.)]. Die Gleichung (1.) besitze nun für j? = c irgend welche 
auf @ gelegene Wurzeln s = ij, s = Äg, . . . 5 «=» Ä^, die etwa der 
Reihe nach i/^-fach, Vg-fach u. s. w. i/^-fach sind, wobei die i/^, i/,, . . . Vg 
irgend welche Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, . . . vorstellen« Es 
handelt sich darum, irgend eine dieser Wurzeln zu imtersuchen. Die- 
selbe mag schlechtweg mit s = }c bezeichnet und tz-fach sein, also 
eine Vereinigung von v elementaren Wurzeln repräsentiren. 

Denkt man sich den Coincidenzpunkt s = lc dieser v elemen- 
taren Wurzeln auf der Fläche @ wirklich markirt, und sodann das 
Bereich Vi(k,s) dieses Punktes mittelst einer der beiden Substitu- 
tionen: 
(3). .-* = (.-x)», 

in seinen natürlichen Zustand % (x, ö) versetzt*), so verwandelt sich 
hierbei {z vorläufig als constant betrachtet) die Function 

in eine von 6 abhängende Function 

und gleichzeitig verwandeln sich dabei die auf U liegenden elemen- 
taren Nullpunkte s^, Sg? ^s; • • • der einen Function in die auf Ä be- 



*) Die Bachstaben 

U, fn, k, 8 nnd 9[, x, a 

sind hier in analogem Sinn gebraucht, wie früher (pg. 96) die Buchstaben: 

U, m, c, z und 9K, y, ^ 



136 Sechstes Capitel. 

findlichen elementaren Nullpunkte <fi, ^f^y (f^y • - • der andern. Mit 

andern Worten: Die auf U gelegenen elementaren WurzelnSj, 5^,55,... 

der Gleichung 

f{s) - ^ = 

verwandeln sich dabei in die auf % liegenden elementaren Wurzeln 
<?!, (Jjj, «Jj, . . . der Gleichung 

flö]— = 0. 

Nach unserer Voraussetzung sollte aber /"(s) auf©, mithin auch 
auf U eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. Gleiches gilt 
daher von f[ö] auf der Fläche 81. Zufolge des vorhergehenden 
Satzes (pg. 131) sind daher ö^, ö^, <^37 • • • Functionen von z, die 
auf der einblättrigen j?-Kugelfläche stetig sind. Dies überträgt sich 
mittelst der Relationen (3.) auf die s^, s,, ^, . . . , und zwar ent- 
weder geradezu auf die s^^ s^, s^^ . . . selber, oder aber auf ihre 

reciproken Werthe - - , — , — , • • • , je nachdem von jenen beiden 

Äj 8^ 63 

Relationen (3.) die erste oder zweite gültig ist 

Nun ist von den beiden Relationen (3.) stets die erste anwend- 
bar, falls k endlich ist; während man im Falle eines unendlichen k 
die zweite zu benutzen hat. Die auf U liegenden elementaren Wur- 
zeln s der Gleichung (1.) repräsentiren also Functionen von z, welche 
auf der einblättrigen j?- Kugelfläche stetig sind, falls k endlich ist. 
Und andererseits werden die reciproken Werthe dieser Functionen 
auf der genannten Kugelfläche stetig sein, falls k unendlich gross 
sein sollte. 

Diese Resultate sind offenbar z. B. ohne Weiteres anwendbar auf 
diejenigen v elementaren Wurzeln 5, welche auf der Fläche U für 
z = c im Punkte s = k coincidiren. D. h. diese v Wurzeln sind, 
(4.) ^^ Functionen von z betrachtet , auf der einblättrigen z-KugelfläcJic im 
Punkte z = c stetig, falls k endlich ist, hingegen daselbst polar- 
unstetig, falls k unendlich gross ist. Nun ist aber das k [nach 
Satz {ö.y\ stets endlich, falls nur ;e? = c verschieden ist von den an- 
fangs markirten festen Punkten Z^, Z2, . . . Zp] während anderer- 
seits k bald endlich, bald unendlich sein wird, falls der Punkt ^ = c 
in einen jener festen Punkte Z^, Z^, . , , Zp hineinfällt [vgl. den 
Satz (f.)]. — Demgemäss gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Vierter Satz. — Ist die Function f{s) auf irgend einem Theü @ einer 
Ricfnann sehen meJtrblättrigen s -Kugelfläche eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig, und bezeichnet man die elementaren Wurzeln der Gleichung 
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(5.) f(s) = e 

Jcurztceg mit s, so sind diese 5, als Functionen von z betrachtet, auf 
der gewöhnlichen einblättrigen ss -Kugel fläche bis auf einiselne Funkte Zj, 
Z,, ... Zp stetig. Im Funkte Z^ hingegen sind diese Functionen 
theils stetig, theils polarunstetig , jenachdem sie daselbst endliche 
oder unendliche Werthe besitzen. Gleiches gilt für Z^, Z^, . . . Zp. 

Die in Bede stehenden festen Funkte Z^, Zg, Z^, . . . Zp sind 
dabei zu definiren als di^enigen Werthe, welche die gegebene Function 
f{s) auf der Fläche @ in den b^ s = 00 übereinander liegenden Punk- 
ten besitzt, üeberdies ist hinzuzufügen, dass der Satz selbstverständlich 
nur soweit gilt, als die Function f{s) überhaupt charakterisirt ist, also 
nur insoweit, als jene Wurzeln s innerhalb der Fläche @ bleiben. 

Man kann übrigens diesen Satz, wie direct aus (4.) folgt; auch 
folgendermassen aussprechen : 

Andere Form des vierten Satzes. — Die Function f{s) sei auf 
irgend einem Theü © einer Riemann'schen mehrblättrigen s-Kugelfläche 
eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Femer besitze die Gleichung 

(6.) m = z 

für irgend ein Argument z ^^ c im Ganzen (1^1 + v^ • • • "I" ^i^) ^^f 
@ gelegene elementare Wurzeln s, von denen i/j im Punkte s = ki, v^ 
im Punkte s = ÄJg u. s. w., Vg im Punkte s = kg vereinigt sind. Denkt 
man sich alsdann auf der Fläche © um diese Punkte k^, k^, . . . kg 
beliebig kleine Kreislinien beschrieben, so werden die in Bede stehen- 
den elementaren Wurzeln s der Gleichung (6L) innerhalb dieser Kreis- 
linien verbleiben, falls man nur die Bewegung des Argumentes z auf 
einen Kreis beschränkt, der auf der einblättrigen z-Kugelfläche um den 
Punkt z =^ c mit hinreichend Meinem Badius beschrieben ist. 

Oder kürzer ausgedrückt: Die Lagen der elementaren Wurzeln 
(7.) s der Gleichung (6.) auf der Fläche © werden stetige Functionen der- 
jenigen Lage sein, welche das Argument z auf der einblättrigen z -Kugel- 
fläche besitzt 

Wir haben nun früher eine Function f{s), die auf einer Rie- 
mann'schen 5- Kugelfläche 91 eindeutig und bis auf q elementare Pole 
stetig ist, kurzweg als eine auf SR reguläre Funktion q^^ Ordnung be- 
zeichnet. Auch haben wir alsdann [pg. 116, 117J die q elemen- 
taren Wurzeln s der Gleichung 

f(s) = Const. 

kurzweg ein Niveaupunktsystem der Function f{s) genannt. Dem- 
gemäss ergeben sich aus (7.) folgende Zusätze: 
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Erster Zusatz. — Bezeichnet SR irgend eine mehrhlättrige Rie- 
niann'sche s- Kugel fläche, und f{s) eine auf SR reguläre Function g*^ 
Ordnung, und denkt man sich femer auf SR diejenigmi Punkte «i, äj, 
. . . Sq ma/rkirt, in denen die Function f{s) ein und denselben Werth z 

(8.) einnimmt, so wird dies dem WertJie z entsprechende Niveaupunkt- 
system s^, s^, , . , Sq seine Lage auf der Fläche SR Schritt für Schritt 
in stetiger Weise ändern, sobald man jenes z auf der einblättrigen 
ß 'Kugel fläche in irgend welche Bewegung versetzt. 

Zweiter Znsatz. — Bezeichfiet man ferner irgend ein Niveaupunkt- 
System der in Bede stehenden Function f{s) auf der Fläclie SR mit 

(9.) Sj, «2, ... Sq, so wird stets ein zweites Niveaiipunktsystem t^, t^, . . . tq 
dieser Function existiren, welches seiner Lage nach von jenem ersten 
nur unendlich wenig verschieden ist. 

§ 4. 
Die Wurzeln einer Gleichung F(s,z) = 0. 

Es sei F{s, z) eine gegebene Function der beiden complexen 
Argumente 5 und z. Ferner sei @ irgend ein endlicher Theil der 
s-Ebene, und 3 irgend ein endlicher Theil der ^f-Ebene. Und jene 
Function mag folgenden Bedingungen entsprechen: 

I. Bei festgehaltenem s soll F(s, z) auf 3 eindeutig und ste- 
tig sein, falls nur jenes festgehaltene s innerhalb @ liegt. 

II. Umgekehrt soll F(s,z) bei festgehaltenem z auf @ ein- 
deutig und stetig sein, falls nur das festgehaltene z auf 3 li^g^ 

III. Es soll eine ^endliche positive Constante M existiren von 
solcher Beschaffenheit, dass 

mod F{s, z) stets < M 

Jst, so lange s und z respective auf @ und 3 bleiben. 

Versteht man also unter c einen innerhalb 3 beliebig markir- 
ten Punkt; so ist die Function 

(2.) F{s, c) 

innerhalb @ eindeutig und stetig, also daselbst [Satz (27.) pg. 35] 
nur mit vereinzelten Nullpunkten behaftet Die elementaren Null- 
punkte dieser Function (2.) mögen nun bezeichnet werden als die 
elementaren Wurzeln der Gleichung 

(3.) F(s, c) = 0. 

Alsdann erhält man [Satz (16.) pg. 43] ftlr die Anzahl N all' der- 
jenigen elementaren Wurzeln s, welche die Gleichung (3.) innerhalb 
@ besitzt, die Formel: 



(1.) 
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N = -,-i./^dlogF(<,,c), 
d. i« die Formel: 

die Integration positiv erstreckt über alle Bandpunkte 6 der Fläche @. 
Dabei ist vorausgesetzt, dass keine Wurzel s hart am Rande von © 
liegt, — eine Voraussetzung, die, falls sie nicht von Hause aus 
schon erfällt sein sollte, leicht durch eine kleine Deformation der 
Randcurve realisirbar sein wird. 

Dieser Voraussetzung entsprechend, gilt für sämmtliche Rand- 
punkte 6 der Fläche © die Formel: 

(5.) mod F(6,c)>2A, 

wo Ä eine positive und von verschiedene Constante vorstellt. 
Markirt man nun innerhalb 3 ii^g^nd einen zweiten Punkt q, so 
ergiebt sich aus der identischen Gleichung 

F(ö, C) = F{6, C,) - [F{6, C,) - F{6, cj\ 

sofort: 

mod F{6y c) < mod ¥{6, c^ + °io<i [^(<^, <^d — ^X^y ^)] ; 
oder anders geschrieben: 

mod F(6, q) > mod F(öy c) — mod [F(ö, c,) — F{ö, c)], 
oder mit Rücksicht auf (5.): 
(6.) mod F{6, Ci) >2Ä- mod [F{ö, c,) - F{ay c)]. 

Wir wollen uns nun den Punkt q sehr nahe an c denken. Um 
€ (alff Centrum) beschreiben wir innerhalb 3 ^^^^ concentrische 
Kreisperipherien (g) und (Z), der Art, dass q innerhalb (g) liegt, 
und (0 kleiner als (Z) ist. Alsdann erhält man [Satz (10.) pg. 21] 
auf Grund der Voraussetzungen (1.) sofort die Formeln: 



^ ' ' 2«tJ/7\ Z — c ' 



(Z) 
F{.,c,) = -'-. f ?^^^, 

und hieraus durch Subtraction 

(7.) F(,, c,) - F(,, c) - '^'f^^ ,, % % % , 

die Integrationen durchweg positiv erstreckt gedacht über alle Rand- 
punkte Z des Ejreises (Z). 
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Sind nun q und P die Radien der beiden Peripherien (f) und 
(Z), und beachtet man, dass c^ innerhalb der Meineren Peripherie 
(g) liegt, hingegen Z einen Punkt der grösseren Peripherie (Z) be- 
zeichnet, so ergiebt sich sofort, dass z. B. der gegenseitige Abstand 
der beiden Punkte c^ und Z grosser als (P — q) ist, dass also die 
Formel stattfindet: mod (Z — ^i) > (P ~* ?); oder, was dasselbe, die 
Formel: . 

(«0 mod (Z - cj ^ P^ ' 

Da ferner c das Centrum der Peripherie (Z) vorstellt, so ist offen- 
bar: mod (Z — c) = P, mithin: 

1 _ 1 

(ß-) mod (Z — c) ~ P" * 

In ähnlicher Weise erhält man femer: 

(y.) mod (Ci — c) < 9, 

und weiter: 
(*.) mod (dZ) = d!n, 

falls man nämlich unter dT\ das Längenelement der Peripherie (Z) 
versteht, üeberdies gilt nach (1.) für alle Lagen, welche die Punkte 
6 und Z respective am Rande {6) und der Peripherie (Z) anzuneh- 
men im Staude sind, die Formel: 

(f.) mod F{6, Z) < Jf , 

wo M eine endliclie positive Constante vorstellt. 

Mit Rücksicht auf («.), (ß.), (y.), (d.), (f.) folgt nun aus (7.): 

mod [F(ö, cO - F(a, c)] < ^ f^^L^, 

(8.) d. i. mod [F{a, e,) - F{p, c)] < p^, 

eine Formel, deren rechte Seite offenbar durch Verkleinenmg von p 
hclielig klein gemacht werden kann. 
(9.) Wir wollen uns nun fortan den Radius 9 der um c (als Cen- 

trum) beschrid)enen undc^ umschliessenden Peripherie (g) so klein den- 
Jcefiy dass jene rechte Seite der Formel (8.) kleiner als A ist, mit- 
hin die Formel selber übergeht in: 

mod [F{6, Cj) — F{ö, c)] < A. 

Mit Rücksicht hierauf ergiebt sich alsdann aus (6.): 

riO.) mod F(6, c,) > {2A - A) = A. 

Diese Formel zeigt, dass die der neuen Constante Cj entspre- 
chende Function F{s, c^) am Rande von @ nirgends verschwindet^ 
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dass also die Gleichung F(s, cj = keine hart am Rande von @ 
gelegene Wurzel besitzt. Demgemäss wird also die Anzahl N^ all' 
derjenigen elementaren Wurzeln, welche diese neue Gleichung 

(11.) Fis,c,) = 

innerhalb @ besitzt, dargestellt sein durch die zu (4.) analoge Formel: 

(12.) N.= r /^g;^'\- 

Diese Formel (12.) gilt, zufolge ihrer soeben gegebenen Begrün- 
dung, für jedweden innerhalb der Peripherie (5) gelegenen Punkt c^, 
und bleibt also in Kraft, falls man diesen Punkt innerhalb (t) be- 
liebig variiren lässt. Bei einer solchen Variation von.Cj wird also 
der Werth des Integrales (12.) von Augenblick zu Augenblick durch 
eine ganze ZcM ausgedrückt sein. Andererseits aber übersieht man 
sofort, dass der Werth des Integrales bei einer solchen Variation 
des Punktes c^ nur in stetiger Weise sich Sndem kann*). Dem- 
gemäss ist also die in Rede stehende ganze Zahl während dieser 
Variation stets ein und dieselbe. 

Die ganze Zahl N| bleibt mithin constant^ falls man den Punkt 
Ci innerhalb der Peripherie (5) beliebig variiren, z. B. identisch wer- 
den lässt mit dem Centrum c dieser Peripherie. Somit folgt aus 
(12.) und (4.): 
(13.) ' Ni = N. 

Man gelangt daher, indem man {c •{- Ac) für c^ substituirt, zu 
folgendem Resultat: # 

Erster Satz. — Es sei @ ein endlicher Theil der s-Ebene, ebenso 
3 irgend ein endliclier Theil der z-Ebene. Entspricht nun die Func- 
tion F(SyZ) auf © und Q den Bedingungen (1.) pg. 138, versteht 
man femer unter c irgend einen Punkt innerhalb 3> ^wd setzt man 
voraus, dass die Gleichung 
(14.) F(s, c) = 

keine hart am Bande von © gelegene Wurzel besitzt, so unrd die An- 
zahl der innerhalb © befindlichen elementaren Wurzeln dieser Glei^ 
chung (14.) bei einer beliebigen Variation des Punktes c ungeändert 
bleiben, falls man nur diese Variation Ac der Bedingung unterwirft: 

mod (Ac) < Qj 

und dabei das (positive) q hinreichend klein macht 

*) Denn so lange c, innerhalb (J) bleibt, wird [vgl. (9.), (10.)] die Formel 
stattfinden: mod F{aj c,) >> Ä, mithin der unter dem Integral stehende Nenner 
von verschieden bleiben. 
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Gestützt auf diesen Satz kann man ncn ebenso Torwarts gehen, 
wi#f im Torhergehenden Paragraph Tom dortigen ers^m Saise mos 
*'pg. 121*;. An Stelle des dortigen SKeiitm .iai£es pg. 13*>» ergiebt 
sich alsdann, wie leicht za übersehen ist. tolgender: 

Zweiter Satz^ — Es seieti 3 nml 3 i^^fenJ nra' ftküiehe Theile 
der 9' und z- Ebene. Femer sei F ^. j. t«*« /«nf/iö«, inricAe an/" 3 
wiuf 3 ^^'^ Beding/tingen (l.t pg. 13^S entspricht AI^kimH werden die 
elementaren Wurzeln s ikr Gleiehnng 

F s,zj=ü 

stetige Functifjnen ron z sein. — selbstrerstämllkk nur insaKeii, als 
die Charakterisirung der Functiotk F^SjZ^ reicht^ al^y nnr insoiceii, 
als die Punkte s und z innerhalb der gegebenen Flächen 3 und 3 bleiben. 
Man konnte nun weiter solche Functionen F{Sj z) in Betracht 
ziehen, welche bei festgehaltenem z eindeutig und bis auf einzelne 
Pole stetig sind auf einem gegebenen Theile 3 einer mehrblättrigen 
Biemann'schen ^-Eugeliläche, und welche andererseits bei festgehal- 
tenem s dieselben Eigenschaften besitzen mit Bezug auf einen ge- 
gebenen Theil 3 ^in^r mehrblättrigen Biemann'scheu ^Kugelfläche. 
Ohne uns hierauf weiter einzulassen, wollen wir im folgenden Para- 
graph sofort zu specielleren Betrachtungen übergehen. 

§6. 

Die Wnneln der Gleiehnng F{Sy z) => 0, unter der Voranfisetsnng, 
* dass F{Sy z) eine ganse rationale Function von s nnd r ist. 

Versteht man unter 

F = F{s, z) = F\Sy"z) 

eine ganze rationale Function der beiden complexen Variablen s und 
0, n**" Grades für s, und m**™ Grades für z, so liefert die Gleichung 

(1.) F=0 

fttr jedwedes z im Ganzen n elementare Wurzeln s, welche f&r be- 
sondere Werthe des Argumentes z tlwiltceisej respective gruppemoeise 
coincidiren können. Es soll untersucht werden, ob diese n Wurzeln 
8 stetige Functionen Ton z sind. 

Wir denken uns die Variable z als einen Punkt auf der ge- 
wohnlichen einblättrigen z -Kugel flädie^ und bezeichnen demgemäss diesen 

(2.) Punkt bald mit z selber, bald mit 3\ wo z' = — sein soll. Wird 

also z = X '\' iy und jsr' = a;' + *y' gesetzt, so repräsentiren a:, y 
die Coordinaten des Punktes in der Hori^ofitalebene, und x', y' seine 
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Coordinaten in der Antipodenebene. Dementsprechend mögen die ge- 
nannten Ebenen kurzweg als die Ebenen z und z' bezeichnet werden. 
In analoger Weise mag die Variable s als ein Punkt auf der 
einblättrigen s- Kugel fläclie angesehen, und dieser Punkt bald mit s, 

(3.) bald mit s' bezeichnet werden, wo 5' = — sein soll. Die ITori- 

zontäl' und Äntipodenebene der s- Kugelfläche mögen respective als 
die Ebenen s und s' benannt werden. 

Durch Einführung von s' und z' kann die Gleichung (1.) in 
drei neue Gestalten versetzt werden; so dass man im Ganzen vier 
Gestalten derselben erhält; nämlich einerseits die beiden Formen 



(4a.) . . • . -FC«, ^) = 0, 



(4 /5.) . . . . z''-f(s, jr^ = 0, 



(4.) deren linke Seiten ganze rationale Functionen von s, z, respective 
von Sy z' sind, und andererseits die beiden Formen: 

(4y.) . s'«i^(J, , ^) = 0, i| (46.) .... s"'e""F^l , f ) = 0, 

deren linke Seiten ganze rationale Functionen von s', z respective von 
s',z' sind. 

Die gegebene Gleichung F = besitze füi' das Argument z = c 
eine v- fache Wurzel s =^hy d. i. v elementare Wurzeln s, die an 
ein und derselben Stelle s=k liegen; so dass also c und A; der Gleichung 

(5.) F(Ä,c) = 

entsprechen. Man bezeichne nun mit s einen ad libitum gegebenen 
Kleinheitsgrad, und denke sich auf der s-Kugelfläche um den Punkt 
s = Ä einen Kreis vom Radius £, andererseits auf der jSf-Kugelfläche 
um den Punkt z = c einen Kreis von noch unbestimmtem Itadius q 
beschrieben. Es fragt sich, ob die Anzahl derjenigen elefnentaren Wur- 
zeln s, welcJie die Gleichung 

(6.) F(s, z) = 0, 

ßr ein beliebiges Argument z, innerJialb des kleinen Kreises (t, e) 
besitzt f dadurch constant, = v gemacht werden kann, dass man jenes 
beliebige Argument z in den Kreis (c, q) einschliesst und dabei das q 
hinreichend klein macht. 

Welche Werthe k und c auch haben mögen, stets muss, falls 

, =k' und = c' gesetzt wird, unter den vier Grössenpaaren : 

(Iß.) k, c, 



(7a.) k,c, 

(''•) (7y.) V, c, 



(Id.) k', c', 
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mindestens cifies vorhanden sein^ welches aus zwei endliehen Grossen 
besteht. 

Sind, um mit dem Fall (7 a.) zu beginnen, die Grossen Ä, c beide 
endlich, so beschreibe man in der s-Ebene um den Punkt s = k 
eine kleine Kreisfläche @, und in der ;er-Ebene um den Punkt ^ c 
eine kleine Kreisfläche 3- Di® Function F(s, z) wird, weil sie £Ör 
die Centra s=^k und z=c dieser Kreisflächen verschwindet [vgL(5.)], 
für zwei helidnge Punkte ^ und z der beiden kleinen Kreisflächen 
stets nur wenig von Null abweichen. Repräsentirt insbesondere Jlf 
eine beliebig gegebene positive Gonstante, so wird man die beiden 
Kreisflächen steis so klein machen können, dass fSr alle Punkte s 
und z dieser Flächen die Formel stattfindet: 

mod F{Sj z) < M. 

Alsdann aber ist z. B. der erste Satz pg. 141 direct anwendbar auf 
die Function F{Sj z) und die beiden Flächen © und 3- Zufolge 
dieses Satzes kann nun aber die Anzahl derjenigen elementaren Wur- 
zeln s, welche die Gleichung 

Fis, d) = 0, 

fiir ein beliebiges Argument z, innerhalb eines auf @ um den Punkt 
s = k mit dem Radius s beschriebenen Kreises besitzt, dadurch eon- 
stant, = V gemacht werden , dass man jenes beliebige Argument z 
auf einen in der Fläche' 3 "'^ z = c beschriebenen hinreichend klei- 
nen Kreis beschränkt. Dabei bezeichnet s einen ad liMtum gewähl- 
ten Kleinheitsgrad. 

Analoges gilt ofienbar auch dann^ wenn die beiden Flächen 
© und 3 nicht als Theile der beiden Horizontalebenen s und z^ son- 
dern als Theile der beiden Kugdflächcn aufgefasst werden. Dem- 
gemäss ist die Frage ((>.) affirmativ zu beantworten, allerdings vor- 
läufig nur erst für den Fall (7 a.), dass k und c endlich sind. 

Zu genau demselben Resultat gelangt man aber auch in den 
Fällen 

(7^0, (7y.), (7^0, 

wobei alsdann die Gleichung F = respective in den Formen 

(4/J.), (4y.), (4d.) 

anzuwenden ist, und statt der Hülfsebenen s und z respective die 
Hülfsebcnen 

N und z\ .s' und z, s' und z\ 

zu benutzen sind. 
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Die Frage (6.) ist also iu allen Fällen affirmativ zu beantworten. 
Wir gelangen daher zu folgendem Satz: 

Betrachtet fnan die n elementaren Wurzeln s, welche die Gleichung 

(8.) F(s, ?) = 

für ein beliebiges Argument z liefert^ als Punkte auf der (einblättrigen) 
s-Kugelfläche, so werden die Lagen dieser n Punkte s stetige Func- 
tionen derjenigen Lage sein, welcfie der Punkt z auf der einblättrigen 
z-Kugelfläche besitzt. 

Mit andern Worten: Die n elementaren Wurzeln Si,s^,.,.Sn 
sind, als Functionen von z betrachtet, auf der ;8f-Kugelfläche allent- 
halben stetig, mit Ausnahme derjenigen singulären Punkte Z, in denen 
eine oder mehrere jener Wurzeln unendlich werden. In jedem solchen 
singulären Punkt Z sind alsdann allerdings die daselbst endlich blei- 
benden Wurzeln stetig y andererseits aber die daselbst unendlich wer- 
denden Wurzeln unstetig und zwar polarunstetig. Demgemäss kann 
man den Satz (8.) auch so aussprechen: 

Bezeichnet man die aus der Gleichung: 

(9.) l?'(5,?)-0 

für ein beliebiges z sich ergebenden n detnentaren Wurzeln s mit 

so werden diese n Functionen auf der einblättrigen z- Kugelfläche bis 
auf einzelne Pole stetig sein. 

Aus diesem Satze (9.) ergiebt sich nun nachträglich die Cor- 
/iQ\ rectheit der im vierten Capitel angestellten Betrachtungen, und 
namentlich auch die Correctheit des daselbst in (2.) pg. 94 ange- 
gebenen Satzes. 
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Sielj-entes Carirel 



CJ- 



flädktm tm AS^mgimm uiT^triAs^spt Säsze aifnssseiiefi. so ba^p der 
fiitzrif «i^»r Flai!£L<? üäfiLi zuLher c^ttzxxiziiirs bc. Aadt dorftcn ia 
&»er Bczkimzig bio« mnjatia: Fes(£«tcis:^?fi. wie z» B. die Rie* 
matnnsdut F«s«B«Gr=xi^ dAäs dte Flüi^ne bme Sp^IicBg besztBen soUc^ 
weiii^ ftc^raehend sein. 

Demgexnl^s habe xK im geg«fivirtzg«i Caphel zneise Betracli- 
vm-zeii 23f «olehe Flüeh^ezi exngeKkzänki. d:<e dzi^b bestimmte JMW- 
ttfy Bedin^iiingen determinirt sin<L Mau ändet di«t«e IVterminadonen 
naii*?-r ange^ben im rierten P&n&gnpb dieses CapiteLsw 

Definitioii der KLementariliefae nzid der emfarh 



Alä Fliehen einfaehster Art betnehten wir die *!bfnen Fliehoi 
mit nar ^,*ner BandcnTre. wie z. K die KreLsälohe. Ellipsenääeke, 
Qoadrattliiche etc. Die^e Flächen eiii£ieh:>ter Art neonen wir Ele- 
imentarfUkken. Gleichzeitig aber fuhren wir noch einen etwas all* 
^(^meineren Begriff ein. indem wir j^wede Fläche, die dorek sirii^ 
UmformKtkg in eine Elementardache rerwandelbar ist. eine fimfaA 
z*jjsammenk^in(/ef*ip, Flät^ht nennen. Genaaer ausgedrückt: 

Definition. — Jean fh^ne einblättrige Fliehe, die ftw eine 
• l^ I^mlrHrre ^j^^itst. ^ott eine Elementar fläche ».tier ein elementares 
Fläf^hen.itück heissen, 

Definition. — Jede Flä*!ke, die enticeder i^nuiezH ^ine Eleimemiar' 

tUirlu: i^. rjd*fr nipir durch stetitje Umform HUtj al^o hlos diark Dek- 

2, />'*w//e« »And B'ttjungenj »jhne Zt^rreisstingen oiler ZHsammenkefhtt^^fen) 

'« ei^He Elementarfläche rertcandelt icerden kann. ^^U eine einfach 

ZH .ammenhänfiende Fläche *ienannt irenUm. 
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Demgemäss ist z. B. die Kugelcalotte eine einfach zusammen- 
hängende Fläche. Gleiches gilt aber z. B. auch von der Windungs- 
(2 a.) fläche. Denn jede Windungsfläche kann durch stetige Umformung 
in eine Elementarfläche verwandelt werden; wie solches früher aus- 
führlich dargelegt wurde [vgl. z. B. (2.) pg. 70]. 

Erste Bemerkung. — Jede gegebene Fläche kann im Allgemeinen 
(ff.) durch irgend welche Schnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche 

verwandelt werden. Als Beispiele mögen dieüen die Cylinderfläche und 
die ringförmige BoUUiansfiäche, 

Erstes Beispiel. — Wird eine Kreislinie sich selber parallel, und zwar 
{§.) senkrecht zu ihrer Ebene, um eine gegebene Strecke Ä fortbewegt, so ent- 
steht durch diese Bewegung eine mit zwei kreisförmigen Bandcurven ver- 
sehene Cylinderfläche von der Länge Ä, 

Durchschneidet man aber diese Cylinderfläche längs irgend einer Kante, 
so erhält man eine einfach zusammenhängende Fläche, In der That wird 
nämlich die durch einen solchen Schnitt entstandene Fläche der in (2.) gege- 
benen Definition entsprechen, nämlich durch stetige Umformung in die Gestalt 
eines Rechtecks d. i. in die Gestalt einer Elementarfläche versetzbar sein. 

Zweites Beispiel, — Wird eine Kreislinie am eine in ihrer Ebene 
(y) liegende, die Kreislinie aber nicht schneidende Aze in Rotation versetzt, 

so entsteht eine ringförmige BotcUionsfläcJie, 

Diese ringfSrmige Rotationsfläche kann aber offenbar durch zwei 
Schnitte^ von denen der eine längs eines Parallelkreises, der andere längs 
eines Meridiankreises fortgeht, in eine einfach zusammenhängende Fläche 
verwandelt werden. In der That wird nämlich die durch zwei solche 
Schnitte entstehende Fläche der in (2.) gegebenen pefinition entsprechen. 

Zweite Bemerkimg. — Angesichts dieser Beispiele entsteht die Ver- 
muthung, dass es möglich sein werde, alle überhaupt denkbaren Flächen 
nach der Anzahl derjenigen Schnitte zu classificiren, die zu ihrer Verwand- 
lang in einfach zusammenhängende Flächen erforderlich sind. Jedenfalls 
wird man bei einem derartigen Versuch den Begriff des Schnittes zuvörderst 
schärfer zu determiniren haben. Und dies soll im folgenden Paragraph ge- 
schehen durch Einführung der sogenannten Querschnitte und Bückkehrschnüte. 

Dritte Bemerkimg. — Die beistehende Figur zeigt eine Linie, welche 
in ihrem Lauf von links nach rechts eine sogenannte Fig. i. 

(^•) Gabelung oder Spaltung darbietet. Wird nun diese Linie 

in irgend welcher Richtung, etwa senkrecht zur Ebene 
des Papiers, sich selber parallel fortbewegt, so entsteht durch diese Be- 
wegung eine Fläche von analoger Beschaffenheit, nämlich eine Fläche, 
die ebenfalls eine Spaltung darbietet. — Genau das- Fig. u. 

selbe würde zu bemerken sein, wenn man zur erzeu- 
(f •) genden Linie diejenige nehmen wollte, welche in Fig. II 

angegeben ist. 

Wollte man die der Fig. I entsprechende Fläche durch irgend welche 
Schnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche za verwandeln suchen, 
so würde man sich vergeblich bemühen. Diese Fläche documentirt also in 

10* 
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deutlicher Weise, dass der Satz (a.), wenn er auch im Allgemeinen gilt, 
doch gewissen Ausnahmen unterworfen ist. 

Uebrigens erscheint es zweckmässig, derartige singulare Flächen, wie 
die in Fig. I und II angedeuteten, von unserer Betrachtung ganz auszu- 
schliessen; wie solches in einem der folgenden Paragraphen näher ange- 
geben werden soll. 

§ 2. 
Definition des Querschnitts und Bückkehrschnitts. 

Definition des Qnersclinitts. — Ein ScfiniU, welcher in irgend 

einem RandpunJcte der Fläche beginnt, von hier aus in ununterbroche- 

(3.) wem Zuge bis zu irgend einem andern Bandjmnkt fortläuft, dazwischen 

aber den. Band der Fläche weder berührt, noch übersehreitet, soll ein 

Querschnitt genannt werden. 

Nach Ausführung eines Querschnittes sind die beiden Ufer des- 
selben als neue Randgebiete der Fläche anzusehen. Ja es sind die 
auf diese Weise entstehenden neuen Randgebiete nicht erst naclh 
Ausführung des Schnittes, sondern auch schon u?ährend der weiteren 
Fortführung desselben als solche zu betrachten. Daraus folgt unter 
Anderm, dass ein Querschnitt in einem Punkt seines früheren Lau- 
fes endigen kann; und ferner, dass ein Querschnitt bei seiner wei- 
tern Fortführung sich selber niemals durchkreuzen darf. 

So wird z. B., wenn wir eine Kreisfläche 
betrachten, der Schnitt ab ein Querschnitt 
sein; ebenso aber auch der Schnitt aßyd. 
Jeder nimmt in einem Randpunkte seinen 
Anfang. Während aher der eine sein Ende 
in einem zweiten Randpunkt der Fläche er- ^( 
reicht, endigt der andere in einem Punkte 
seines früheren Laufes. Ein solcher Quer- 
schnitt, wie aßyd, mag in Zukunft [weil 
er ungefähr die Form eines griechischen ö 
besitzt] kurzweg ein sigmaßrmiger Querschnitt genannt werden. 

Ist ein Querschnitt bereits ausgeführt, und soll nun ein sweiier 
Querschnitt gezogen werden, so ist wiederum zu beachten, dass die 
Ufer des schon vorhandenen Schnittes bei Ausführung des zweiten 
als Randgebiete der Fläche anzusehen sind. Der zweite Querschnitt 
wird also nach Belieben in einem ursprünglichen Randpunkt der 
Fläche, ebenso gut aber auch in einem Uferpunkt des schon vor- 
handenen Querschnittes seinen Anfang nehmen können. Aehnliches 
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Fig. m. 



gil^für den Endpunkt des Querschnittes. Und Aehnliches gilt natür- 
lich auch füjr einen dritteti, vierten u. s. w. Querschnitt. 

So wird z. B., in der nebenstehenden 
Kreisfläche^ aß ein Querschnitt sein; sodann 
yd ein zweiter, s^ ein dritter, i^d- ein vier- 
ter u. s. w. 

Ferner wird in Figur III der Schnitt 
aßySe nicht als ein Querschnitt, sondern 
als ein Complex von zwei Querschnitten an- 
zusehen sein. Der eine von diesen beiden 
läuft — ebenso wie der in Figur I be- 
trachtete — von a über ß, y nach d, und ist 
also als ein sigmaförmiger zu^ bezeichnen; 
während der andere von d nach s geht. 

Des bequemeren Ausdrucks willen wird 
es zweckmässig sein, ausser den Querschnitten 
auch noch eine gewisse andere Gattung von 
Schnitten, nämlich die der Rückkehrschnitte 
einzuführen. Diese sollen folgendermassen de- 
finirt sein: 

Definition des Rückkehrsclmittes. — Ein 
(4.) in sich zurücklmifender Schnitt^ weldier den Band der Flädic nirgends 
berührt oder überschreitet, und welcher sich selber nirgetids durdikreuM, 
soll in Zukunft ein MückTzehr schnitt genannt werden. 

Nach Ausführung eines Rückkehrschnittes sollen die beiden Ufer 
desselben wiederum als Randgebiete der Fläche angesehen werden. 
Wir können uns demnach den Schnitt aßyä in Fig. I, wenn wir 
wollen, auch so entstanden- denken, dass in der gegebenen Kreis- 
flache zuerst ein Rückkehrschnitt /3;/d/); und sodann noch ein Quer- 
schnitt da ausgeführt ist. Desgleichen werden wir z. B. in Fig. III 
den Schnitt aßyds als zusammengesetzt ansehen können aus einem 
zuerst ausgeführten Rückkehrschnitt ßySß, und aus zwei sodann 
ausgeführten Querschnitten öa und Sa. 

Die (von Riemann eingeführten) Querschnitte repräsentiren eine 
für die Classificirung der Flächen wichtige Operation. Um diese 
Operation auch bei solchen Flächen, die geschlossen, mithin ohne 
Rand sind, ausführen zu können, erscheint es angemessen, jeder sol- 
chen geschlossenen Fläche $ zuvörderst, durch Herausnahme eines 
einzelnen Punktes, einen Rand zu verleihen. Dabei mag alsdann 
die durch dieses Verfahren entstehende neue Fläche durch einen über 
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das ^ gesetzten Punkt angedeutet^ nämlich mit ^ bezeichnet , und 
kurzweg die imnktirte FläcJie genannt^ werden. Während also % gar 
(5.) keinen Rand hat, wird andererseits % eine einsige unendlich kleine 
Randcurve besitzen, welche dargestellt ist durch die Umgrenzungs- 
linie der durch die Herausnahme jenes Punktes hervorgebrachten 

unendlich kleinen Oeffnung. 

Bemerkung. - - Ist z. B. ^ eine Kugelfläche, so wird die zugehörige 
punktirte Fläche ^ im Weseutlichen eine Kugelcalotte, uiithin einfach #u- 
sammenhängend sein [vergl. die vorhin bei (2.) genannten Beispiele]. 

§3. 
Die Eigenschaften einer einfach zusammenhängenden Fläche. 

Von der sogenannten Elementarfläche [vgl. die Definition (1.)] 
haben wir eine deutliehe geometrische Anschauung. Aus dieser 
geometrischen Anschauung ergiebt sich z. B. sofort, dass die Ele- 
mentarfläche durch jeden Querschnitt in zwei von einander getrennte 
Stücke zerfällt, ebenso auch durch jeden RikJckehrsdmitt. Desgleichen 
übersehen wir sofort, dass von diesen beiden Stücken, je nachdem 
der Schnitt ein Quer- oder EiickkehrSchnitt ist, entweder jedes oder 
wenigstens eines wiederum eine Elementarfläche sein wird. 

Diese Eigenschaften der Elementarfläche übertragen sich leicht 
auf die einfacli jsiisammenhängoiden Fliichen, falls man nur Rücksicht 
nimmt auf die für die letzteren gegebene Definition (2.). 

Es sei z. B. 5 eine beliebig gegebene einfach zusammenhängende 
Fläche, und gleichzeitig sei %' diejenige Elementarfiäche, in welche 
sich % durch stetige Umformung verwandelt Ist nun q irgend ein 
Querschnitt der Fläche g, und g' der correspondirende Schnitt auf 
5', so wird offenbar q' ebenfalls ein Querschnitt sein. Die Fläche 
5' ist aber eine Elementarfläche und wird also durch jeden Quer- 
schnitt in zwei getrennte Stücke zerlegt. Demnach wird %' durch 
q\ und folglich auch % durch q in zwei getrennte Stücke zerfallen. 

Wir bezeichnen diese beiden Stücke bei der ursprünglichen 
Fläche % mit f , g, und bei der Element^irfläche 5' mit f ', g'. üfi'en- 
bar können alsdann f und g als zwei Flächenstücke angesehen wer- 
den, welche sich durch stetige Umformung in f und g' verwandeln. 
Von den beiden Stücken f und g' ist aber jedes eine Elementar- 
fläche. Daraus folgt, dass jedes der beiden Stücke f und g ein einfach 
zusammenhängendes ist. Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 
(6.) Erster Satz. — Eine einfach ^zusammenhängende Fläche zerfäUt 

dar dl einen Querschnitt immer in zwei getrennte Stüeke; von diesen 
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beiden Stücken ist jedes ein einfach zusammenhängendes. Durch v auf- 
einander folgende Querschnitte wird demnach eine einfach zusammen- 
Iiängende Fläche in (v + 1) getrennte Stücke zerfcUlen, von welchen 
wiederum jedes ein einfacfi zusammenhängendes ist. 

Wiederum sei % eine beliebig gegebene einfach zusammenhän- 
gende Fläche, und ^' die daraus durch stetige Umformung ent- 
stehende Elementarfläche. Ist nun s irgend ein Rückkehrschnitt der 
Fläche 5, so wird offenbar der auf fj' gezogene correspondirende 
Schnitt s' ebenfalls ein Rückkehrschnitt sein. Demnach wird % durch 
s, ebenso wie 5' durch s\ in zwei von einander getrennte Stücke 
zerfallen. Von den beiden Stücken, in welche g' durch s' zerlegt 
wird, ist aber eins eine Elementarfiäche. Demnach muss von den 
beiden Stücken, in welche fj durch s getheilt wird, eins ein einfach 
zusammenhängendes sein. Also der Satz: 

Zweiter Satz. — Eine einfadi zusammen/Uingende Fläclie zerßllt 

(7.) durdi einen üückkekrschnitt imnher in zwei getrennte Stücke; van die- 
sen beiden Stücken ist jederzeit eins ein einfacli zusammen/längendes. 
Eine Elementarfläche besitzt ihrer Definition zufolge immer nur 
eine Randcurve. Gleiches muss demnach auch von jeder Fläche gel- 
ten, die aus einer Elementarfläche durch stetige Umformung ent- 
standen ist. Somit erhalten wir folgenden dritten Satz: 

(8.) Dritter Satz. — Eine einfa>ch zusammenhängende Fläche besitzt 

immer nur eine Randcurve, 

§4. 
Nähere Determination der zu betrachtenden Flächen. 

Bei unsem weiteren Betrachtungen wollen wir uns durchweg 
auf solche Flächen beschränken, die folgenden beiden Anforderungen 
entsprechen: 

Erste Anforderang. — Die Fläcfie soll von solclier Bescliaffen- 
lieit sein, dass das Bereich eines jeden Punktes der Fläche eine ein- 
(9.) fach zusammenhängende FläcIie repräsentirt Durch diese Anfor- 
derung werden offenbar alle Flächen, die eine Spaltung zeigen [wie 
z. B. die Fläche (d.), («.) pg. 147] von der Betrachtung excludirt. 

Zweite Anforderung. — Die Fläche soll von solcher Beschaffen- 
heit sein, dass sie durch irgend weldie Querschnitte in eine ein- 
(10.) fach zusammenhängende Fläclie verwandelt werden kann. Durch 
diese zweite Anforderung, für sich allein betrachtet, würden offen- 
bar die mit einer Spaltung behafteten Flächen noch nicht sämmt- 
lieh excludirt sein. [So z. B. würde durch sie von den beiden Flächen 
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(d.) und (s.) pg. 147 nur die erste, nicht aber die zweite excindirt 

werden.] 

Die erste und zweite Anforderung decken einander theilweise, 

jedoch nicht sO; dass durch eine derselben die andere überflüssig 

gemacht würde. »So z. B. werden durch die erste Bedingung alle 

mit einer Spaltung behafteten Flächen excludirt, durch die zweite 

aber nicht. Andererseits aber werden durch die zweite Anforderung 

alle geschlossenen Flächen excludirt [weil in einer geschlossenen 

Fläche überhaupt keine Querschnitte möglich sind], durch die erste 

aber nicht. 

Bemerknng. — Es ist wohl wahrscheinlich, da^s jedwede nichtgeschlos- 
gene Fläche, falls sie der ersten Anforderung entspricht, noth wendiger Weise 
auch der zweiten genügen wird. Wäre solches icirklich 6etr«V6ar, so würde 
man gut thun, die zweite Anforderung ganz fallen zu lassen. Denn die 
geschlossenen Flachen würden trotzdem immerhin noch in der Weise in die 
Betrachtung hineingezogen werden können, dass man statt jeder solchen 

geschlossenen Fläche ^ die zugehörige punktirte Fläche ^ [vgl. (6.)] ins 
Auge fasst. • 

§5. 

Untersuolmng eines beliebig gegebenen Fläohensystems. 

Definition seiner Grandzahl. 

Es sei @ ein aus beliebig vielen Flächen bestehendes System. 
Die Flächen mögen beliebig im Räume vertheilt, und jede derselben 
von beliebiger Gestalt sein. Nur mag jede derselben den Anfor- 
derungen (9.), (10.) entsprechen. 

Wir wollen nun annehmen^ dieses System © könne durch ge- 
wisse v' Querschnitte — sie mögen in ihrer Gesammtheit mit q' 
bezeichnet werden — in ein System ©' verwandelt werden, welches 
aus a Flächenstücken besteht; und das System © könne anderer- 
seits durch gewisse v" Querschnitte — sie mögen q" genannt wer- 
den — in ein System @" verwandelt werden, welches aus a" Flächen- 
sliicken besteht. Femer wollen wir annehmen, unter den Flächen- 
stücken, aus welchen die Systeme ©' und ©" bestehen, wäre jedes 
einzelne ein einfach zusammenhängendes. Es fragt sich, ob unter 
dieser Voraussetzung zwischen den Zahlen i/', a und v", «" irgend 
welche Beziehung stattfindet, oder ob dieselben von einander völlig 
unabhängig sind. 

Um näher hierauf einzugehen, wird es nöthig sein, beide Quer- 
schnittsysteme, das der q' und das der q", gleidizeitig zu ziehen. Der 
Einfachheit willen nehmen wir an, dass die beiden Schnittsysteme 
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bei einer solchen Superposition nur in einzelnen Funkten (nicht in 
Linien) einander decken. Die Anzahl dieser einzelnen Deckungs- 
punkte mag d heissen. Ferner nehmen wir^ der Einfachheit willen^ 
zuvörderst an, dass unter diesen S Deckungspunkten oder Schnitt- 
punkten keiner vorhanden ist, der gerade mit einem £n(^punkte der 
Schnitte q' oder q" zusammenfallt. Von den beiden Schnitten q 
und q'j welche einander in einem jener ö Punkte schneiden, wird 
alsdann jeder durch den andern in zwei Stücke zerlegt werden. 

Wir denken uns zuerst die Querschnitte q gezogen, und hier- 
durch © in ©' verwandelt. Ziehen wir jetzt einen der Schnitte q\ 
so wird ein solcher Schnitt nur dann einen Querschnitt des Flächen- 
Systems ©' vorstellen, wenn er die schon vorhandenen Schnitte q' 
nirgends berührt oder übersclireitet, andernfalls aber einen Complex 
von mehreren Querschnittefi vorstellen. Es fragt sich nun zunächst, 
wie gross die Anzahl derjenigen Querschnitte Q" ist, welche in dem 
Flächensystem ©' entstehen, sobald wir darin sämmtliche Schnitte 
q' ausfilhren. Offenbar werden sämmtliche Endpunkte der Q" zum 
einen Theil durch die Endpunkte der q" selber, zum andern Theil 
durch diejenigen Punkte dargestellt sein, in welchen die q' von den 
q geschnitten werden. Die Anzahl des ersten Theiles ist gleich 
der Anzahl der Endpunkte der q"j d. i. gleich 21/"; die Anzahl des 
zweiten Theiles muss, da jeder der genannten Schnittpunkte zwei 
Endpunkte der Q" repräsentirt, doppelt so gross als die Anzahl 
jener Schnittpunkte, also gleich 28 sein. Im Granzen wird daher 
die Anzahl der Endpunkte der Q" gleich (2v" + 28), folglich die 
Anzahl der Q" selber gleich 

v" + 8 
sein. 

Umgekehrt wird andererseits, wenn wir uns in dem Systeme © 
zuerst die q' gezogen, und hierdurch © in ©" verwandelt denken, 
jeder nunmehr folgende Schnitt q im Allgemeinen mehrere Quer- 
schnitte Q' des Systems ©" repräsentiren. Die Anzahl dieser Q' 
wird, wie man sofort übersieht, gleich 

V +8 
sein. 

Es sei A die Anzahl von Flächenstücken, in welche © zerfällt, 
wenn gleichzeitig sowohl sämmtliche Schnitte q, als auch sämmtliche 
Schnitte q" ausgeführt werden. 

Offenbar kann diese Zahl A als die Anzahl derjenigen Stücke 
angesehen werden, in welche sich das Flächensystem ©' durch Aus- 



154 Siebentes Capitel. 

fülirung der Querschnitte Q'' verwandelt. Nun besteht das System 
©' der Voraussetzung zufolge aus «' Stücken, von welchen jedes 
einfach zmamnienMngend ist. Es wird daher dieses System ©' [zu- 
folge des Satzes (6.)] durch Ausflihrung der (i/" -f- S) Querschnitte 
Q" in («' + v" + ^) Stücke zerfallt werden. So ergiebt sich: 

(11.) A = a +v" + Ö. 

Andererseits kann aber A auch als die Anzahl derjenigen Stücke 
angesehen werden, in welche das System ©" durch Ausführung der 
(y' + ö) Querschnitte Q' zerlegt wird; alsdann ergiebt sich: 

(12.) ^ = «" + 1/' + *. 

Aus diesen beiden Formeln (11.) und (12.) folgt sofort: 

a -\- V = a -f- V j 
d. i. 
(13.) v' — «' = v" — a\ 

Bei Ableitung dieser Formel wurde die beschränkende Voraus- 
setzung gemacht, dass die beiden Schnittsystenie bei ihrer Super- 
position nur in einzelnen FunJcten einander decken, und dass unter 
diesen d einzelnen Deckuugspunkten keiner vorhanden ist, welcher 
gerade mit einem ^^2c/punkt der Schnitte zusammenHillt. Sollte diese 
Voraussetzung nicht erfüllt sein, so wird man es doch durch eine 
unendlich Icleine Verschiebung des einen Schnittsystems, z. B. des Sy- 
stems q\ leicht dahin bringen können, dass sie in Erfüllung geht. 
Sobald diese unendlich kleine Verschiebung ausgeführt ist, wird dann 

die Formel (13.): 

f f ff ff 
V — a = V — a 

wiederum gelten. Die Zahlen v' und a sind aber offenbar nacli 
der Verschiebung des Systems (i eben dieselben, wie vor jener Ver- 
schiebung. Daraus folgt, dass die Formel auch schon vor der Ver- 
schiebung gültig ist, dass sie also völlig allgenieine G\\\i\^ki\i besitzt. 
Wir erhalten daher folgenden wichtigen Satz: 

Fundamentaltheorem. — Denkt nian mh ein beliebiges Fläclicth 

systent © zu verschiedenen Zeiten durcli verldiieden getvähltc Quer- 

(14.) schnütsysteme sirlegt, und dadurch jedesmal in ein System von lauter 

einfach zusammenMngenden Flächenstücken*) verwandelt, so twd die 

Differenz (y — a), um welclie die jedesmalige Anzahl v der Querschnitte 

*) Unter einem System einfach ztisammefifiängender Fhichenstücke ist selbst- 
verständlich hier (und ebenso auch in Zukunft) stets ein System von Flilchen- 
stücken zu verstehen, deren jedes für sich allein betrachtet einfach zusammen- 
hängend ist. 
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grösser als die jedesmalige Anzahl a der resnltirenden Flächenstücke 
ist, in alV diesen Fällen ein und denselben Werth Iiaben. Jene 
Differenz (v — a) ist demnach eine dem gegehenen Flächensystem © 
eigenthümliche unveränderliche Zahl, Gleidies wird daher z.B, 
auch gelten von der Zahl (v — a -|- 2). Diese letztere soU in Zukunft 
die Grundzahl des FläcJiensystems genannt werden. 

An diesen fundamentalen Satz schliessen sich unmittelbar einige 
weitere Bemerkungen an. Ein beliebig gegebenes Flächensystem © 
verwandle sich, wenn man darin irgend einen bestimmten Quersdmitt 
q ausführt, in ein Flächensystem ©'. Um das ursprüngliche System 
@ aber in ein System von lauter einfach zusammenhängenden Flächen- 
stücken zu verwandeln, mögen nach Ausführung jenes Querschnittes 
q noch v weitere Querschnitte ^j, q^, . » » qv erforderlich sein; und 
gleichzeitig mag a die Anzahl der einfach zusammenhängenden Flächen- 
stücke vorstellen, aus welchen das letztgenannte System besteht. 

Alsdann wird also das System © im Ganzen durch (v + 1) 
Querschnitte in ein System von a Flächenstücken verwandelt, unter 
denen jedes einfach zusammenhängend ist Und andererseits sehen 
wir, dass das System ©' bereits durch v Querschnitte in ein System 
von a einfach zusammenhängenden Flächenstücken verwandelt wird. 
Zufolge des Satzes (14.) ist daher 

(f + 1) - a + 2 
die Grundzahl von @, und 

die Grundzahl von ©'; die Grundzahl von ©' also um 1 kleiner 
als die von @. Somit ergiebt sich der Satz: 

Erster Satz. — Die Grundzahl eines Flächensystems wird durch 
(15.) jeden Querschnitt um 1 erniedrigt; durdi ein System vofi v Querschnit- 
ten also um V erniedrigt 

Aefanliche Betrachtungen lassen sich anstellen bei den Rück- 
kehrschnitten. Ein Flächensystem © verwandle sich durch irgend 
welchen Rückkefirschnitt s in, ©'. Ferner sei g ein in dem Systeme 
©' gezogener Querschnitt, und zwar ein Querschnitt, welcher in 
einem Uferpunkte des Rückkehrschnittes s beginnt, und von hier 
aus nach irgend welchem Randpunkte desjenigen Flächenstückes 
hinläuft, in welchem s construirt ist. Endlich mag das durch Aus- 
führung von s und q erhaltene Flächensystem mit Z bezeichnet 
werden. 

Das Flächensystem % entsteht alsdann aus @' durch Ausftth- 
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rung des einen Querschnittes q. Zufolge des vorhergehenden Satzes 
ist daher die Grundzcdil von % um 1 Meiner als die von ©'. 

Andererseits ist zu bemerken^ dass die Schnitte q und s zu- 
sammengenommen als ein einziger sigmaförmiger Querschnitt ange- 
sehen werden können [vgl. pg. 148]; und dass daher % als ein Flächen- 
system angesehen werden kann, welches aus © nur durch Ausf&h- 
rung eines einzigen Querschnittes entsteht. Zufolge des vorhergehen- 
den Satzes wird also die Grundzahl von % um 1 kleiner als die von 
© sein, 

Fasst man beide Ergebnisse zusammen ^ so sieht man sofort, 
dass die Grundzahlen von © imd ©'einander gleich sind, und ge- 
langt also zu folgendem Satz: 

Zweiter Satz. — Die GrundzaJil eines Flächensystenis erleidet 
(16.) durch Ausführung eines RückkelirscImiUes keinerlei Äenderung, und er- 
leidet also audi bei Ausführung von beliebig vielen Eückkehrschnitten 
keine Aenderung. 

Schliesslich noch folgende sehr einfache Bemerkung: Kanu ein 
gegebenes Flächensystem durch v Querschnitte in a einfach zusam- 
menhängende Flächenstücke verwandelt werden, so ist nach unserer 
Definition [vgl. den Schluss des Satzes (14.)] 

v — a + 2 

die Grundzahl des Systems. Besteht daher das System, bereits von 

Hause aus, aus a einfach zusammenhängenden Flächenstücken, so 

wird seine Grundzahl gleich 

— a + 2 
sein. Also der Satz: 

(17.) Dritter Satz. — Die Grundzahl eines Systems^ welcJies aus a ein- 

fadh zusammenJiängenden Flüchenstücken besteht, ist stets = (2 — a). 
Setzt man beispielsweise a = 1, denkt man sich also ein System, 

welches nur aus einer einzigen Fläche besteht, so gelangt man zu 

folgendem specielleren Resultat: 
(17 a.) Vierter Satz. — Die GrundzaJil einer beliebig gegebenen einfach 

zusammenhängenden Fläche ist stets = 1. 

§6. 

Weitere Betraohtungen über ein beliebig gegebenes Fläohensystem. 

Es sei © ein beliebig gegebenes Flächensys^J (oder auch eine 
beliebig gegebene einzelne Fläche), femer sei 3^ die Grundzahl 
von ©. 
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Führen wir v' beliebige Querschnitte aus, so entsteht ein Flächen- 
system , dessen Grundzahl gleich N — v' ist. Lassen wir sodann 
zu jenen Querschnitten 9' Rückkehrschnitte hinzutreten, so entsteht 
ein Flächensjstem, welches ebenso wie das vorhergehende die Grund- 
zahl N — v' besitzt. Lassen wir hierauf v" Querschnittte und 9" 
ßückkehrschuitte zu den schon vorhandenen Schnitten hinzutreten, 
so entsteht ein Flächensystem, dessen Grundzahl gleich N — v' — v" 
ist, u. s. w. Air dies ist eine unmittelbare Folge der Sätze (15.) 
und (16.). 

Führen wir also in dem gegebenen Systeme © in irgend wel- 
cher Reihenfolge im Ganzen v Querschnitte und q Rückkehrschnitte 
aus, so wird 

die Grundzahl des resultirenden Flächensystems sein. Wir wollen 
nun annehmen, dieses letztere System bestände aus a Flächenstücken, 
von welchen jedes einfach zusammenhängend ist. Zufolge des Satzes 
(17.) wird sich in diesem Falle die Grundzahl dieses Systems noch 
in anderer Art, nämlich durch 

2 — a 

ausdrücken lassen. Demnach wird bei der gemachten Annahme 

N'-v=-2 — a, 
d. i. 

N=v — a + 2 

sein. Somit gelangen wir zu folgendem Ausspruch: 

Fünfter Satz. — Kann ein Flächensystem © oder auch eine einzelne 
Fläche @ durch irgend welche v Querschnitte und durch irgend welche 
(18.) 9 Biichkehrschnitte in a Flächenstücke verwandelt werden, von denen 
ein jedes einfach zusammenhängend ist, so tvird jederzeit 

v — a + 2 
die Grundzahl von © sein. 

Dieser Satz ist von einer gewissen praktischen Bedeutung. Denn 
mittelst desselben kann man z. B. die Grundzahl einer bestimmt gegebenen 
Fläche selbst dann, wenn di^elbe sehr complicirter Gestalt ist, ziemlich 
leicht ermitteln. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die BeschaflFenheit einer völlig 
unbekannten Fläche 5 näher zu untersuchen, falls die Grundzahl der- 
selben gegeben, und zwar = 1 ist. 

Da die Fläche § selbstverständlich den beiden Anforderungen 
(9.), (10.) entsprechen soll, so ist sie [zufolge (10.)] durch irgend 
welche^ ihrer Zahl und Lage nach unbekannte Querschnitte (Zi; ?2; • • • 2»' 
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in eine einfach zusammenfiängende FläcJic verwandelbar. Zufolge des 
Fundamentaltheorems (14.) gilt alsdann für die Grundzahl N der 

Fläche g die Formel 

j\r=t, — a-f 2, 

oder, weil im gegenwärtigen Fall die Anzahl a ^er durch die Quer- 
schnitte 9i; ^2; *•- 9^ erhaltenen einfach zusammenhängenden Flächen- 
stücke = 1 ist: 

Diese Formel aber nimmt, weil die Grundzahl N der Fläche fj ge- 
geben und zwar = 1 ist, die Gestalt an: 

1=1/+ 1; 
woraus folgt: 

v = 0. 

Jene unbekannte Fläche % ist also durch Querschnitte in eine 
einfach zusammenhängende Fläche verwandelbar. D. h. sie ist schon 
von Hause cms eine einfach zusammenhängende. 

Wir sehen somit, dass jedwede Fläche von der Grundzahl 1 eine 
einfach zusammenhängende ist Zufolge (17 a.) gilt aber auch der um- 
gekehrte Satz; sodass wir zu folgendem Resultat gelangen: 

Sechster Satz. — Jede Fläche von der Grundzalil 1 ist eine ein- 
(19.) fach zusammenhängende. Und umgekehrt mrd jedwede einfach zusmn- 
menliängende Fläche die Grundzahl 1 besitzen, 

Repräsentirt % irgend eine unbekannte Fläche, so wird dieselbe 
[weil die Anforderungen (9.), (10.) stets als erfüllt betrachtet werden 
sollen] zufolge (10.) durch irgend welche ihrer Zahl und Lage nadh 
unbekannte Querschnitte g^, q^y . . * Qv in eine einfach zusammen- 
hängende Flädie verwandelt werden können. Alsdann aber hat die 
Grundzahl N der Fläche 5, zufolge des Fundamentaltheorems (14.), 

den Werth: 

N=^v — a + 2, 
d. i. den Werth: 

N=v— 1 + 2 = i;+ 1; 

denn im gegenwärtigen Falle ist die Anzahl a der durch die Quer- 
schnitte Qif ^2) ' ' ' Qy resultirenden einfach zusammenhängenden 
Flächenstücke = 1. Wir erhalten also: N= v -\- 1, oder, was das- 
selbe ist: 

v = N- 1, 

und gelangen daher zu folgendem Resultat: 

Siebenter Satz. — Eine beliebig gegebene | selbstverständlich aber 
(20 den Anforderungen (9.), (10.) entsprechende] Fläche ist [zufolge (10.)] 
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stets durdi irgend welche Querschnitte in eine einfadi zusammenhängende 
Fläche verwandelbar. Und wenn audi die Lage und Configuration 
der hierzu erforderlichen QuerscJmitte in mannigfaltiger Weise variirt 
werden kann, so wird doch ihre Anzahl stets ein und dieselbe^ näm- 
lich stets = {N — 1) sein, falls N die Grundzahl der gegebenen Fläche 
vorstellt. 

Hieraus folgt sofort, dass in einer Fläche von der Grundzahl N 
stets {N — 1) dieselbe nicJit zerstückelnde Querschnitte ausführbar sind. 
Denkt man sich aber irgend welche {N — 1) die Fläche nicht zer- 
stückelnde Querschnitte ausgeführt, so wird die Fläche dadurch stetSy 
wie jene Querschnitte im Uebrigen auch immer beschaffen sein 
mögen, in eine Fläche von der Grundzahl 1 sich verwandeln; wie 
solches aus einem früheren Satz (15.) unmittelbar fcjlgt. Beachtet 
man schliesslich, dass [nach (19.)] eine Fläche von der Grundzahl 1 
stets eine einfadh zusammenfiängende Fläche ist, so gelangt man also 
zu folgendem Resultat: 

Vollständigere Form des siebenten Satzes. — In einer FläcJie 
von der Grundzahl N sind stets {N — 1) dieselbe nicht zerstückelnde 
(21.) Querschnitte ausführbar. Denkt man sich aber {N — 1) derartige Quer- 
schnitte wirklich construirt, so unrd dadurch die FläcJie stets, wie 
diese Querschnitte im Uärrigen auch \eschaffen sein mögen, in eine ein- 
fach zusammenhängende Fläche übergehen. 

Erste Bemerkung. — Jede [den Anforderungen (9.), (10.) ent«pre- 
chende] Fläche ist durch AaafCLhmng irgend welcher Querschnitte qi, q^, 
|. ... g^ in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelbar. Die An- 

zahl V dieser Querschnitte wird aber, zufolge des Satzes (20.) stets ={K—1) 
sein, falls N die Grundzahl der gegebenen Fläche vorstellt. Somit ergiebt 
sich: JV :== (y -|- 1), oder, weil v (seiner Bedeutung nach) eine der Zahlen 
0, 1, 2, 3, . . . repräsentirt: 

2V= 1, 2, 3, 4, . . . 

D. h.: Die Grundzdfd einer den Anforderungen (9.), (10.) enUjyrechenden 
Fläche wird stets durch eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, ... dargestellt sein. 

Zweite Bemerkung. — Durch den eigenthSmlichen Gang der von uns 
in diesem Capitel angestellten Betrachtungen sind wir unwillkürlich zu 
einer Ansdrucksweise geführt worden, die von der Eiemann'schen etwas 
abweicht. Doch entsteht in dieser Beziehung völlige Uebereinstimmung, 
wenn wir jedwede Fläche von der Grundzahl N eine N-fach zusammen- 
hängende Fläche nennen ; — was übrigens z. B. für den Fall ^ = 1 schon 
durch den Satz (19.) geboten ist. 

Es seien a einzelne Flächen g^, ^^, ... g« gegeben respec- 
tive mit den Grundzahlen N^, N^, , . . Na. Zufolge (20.) respective 
(21.) ist alsdann z. B. 5« durch (JVx — 1) Querschnitte in eine ein- 
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fach zusammenhängende Fläche verwandelbar. Demnach kann das 
ganze System (g^, §2^ • • • 5«) durch 

W-i) + (a;-i) + ... + (JV„-i), 

d. 1. durch 

■ {N, + JS; + . . . + N„) - « 

Querschnitte in a Flächen verwandelt werden, deren jede emfach 
zusammenhängend ist. Hieraus aber folgt [Satz (18.)], dass die Grund- 
zahl jenes Systems (^i, Sa, • . • 5«0 ^?^ Werth hat: 

(N, + N, -[.... + N,.) - :^a + 2; 

sodass man also zu folgendem llesultat gelangt: 

Achter Satz. - Sind a einzelne Flächen gegeben respedive mit 
(22.) den Grundzahlen N^y N^, . . . Nuy so wird die Grundzahl d^s aus alV 
diesen FläeJien bestellenden Systems dm Werth besitzen: 

{N, + iY, + . . . + iV.) - 2« + 2. 

Ein Specialfall dirse^ Satzes ist der frühere Satz (17.) 

Wir wollen uns jetzt irgend eine Fläche 5 gegeben denken, 
auf derselben irgend einen Punkt markiren, und das Bereich U dieses 
Punktes mittelst eines unendlich kleinen Rückkehrschnittes von der 

Fläche abtrennen. Das nach Absonderung des Bereiches U von der 

• 

Fläche g noch übrig bleibende* Stück mag % heissen. Ueberdies 

mögen die Grundzq-hlen von 5? 5 ""^ U respective mit Ny N und 
n bezeichnet werden. 

Die Grundzahl des Systems (g, U) lässt sich nun in doppelter 
Weise angeben. Einerseits ist dieselbe nämlich [nach (22.)] 

= (2V'+w) — 4 + 2; 

und andererseits ist sie [zufolge des früheren Satzes (10.)] = N. 

Somit folirt: 

^ iV=(iV'+M) — 2, 

oder, weil [zufolge (9.) und (17a.)J die Zahl n = 1 ist: 

N=N+ 1; 
sodass man also zu folgendem Satze gelangt: 

Neunter Satz. — Eifie Fläche von der Grundzahl N venvandelt 
(23.) skhy dnrcli Herausnahme eines einzelnen Vunktes, in eine Flädic voti 
der Grundzahl (^+ 1). Dabei ist unter der Herausnahme eines 
Punktes die Herausnahme eines beliebig kleinen den Punkt umgeben- 
den Flächenstücks zu verstehen. 

Eine einfach zusammenhängende Fläche bleibt, falls sie irgend- 
(24.) einer stetigen Umformung unterworfen wird, fortdauernd einfach zu- 
sammenhängend; wie solches aus der Definition der einfach zusammen- 
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faSogeodeB Fläche [(2.) p. 146] uDmittelbar folgt. Mit andern Worten 
[vgl. (19.)J; Eine Fläche von der Gnindzalil 1 wird diese Grundzahl, 
auch bei irgend welcher stetigen Umformung, fortdauernd beibehalten. 
Dieser Satz ISsst sieb leicht erweitern. 

Eine Fläche g von der Grundzahl N ist ntlinlich stets [vgl, 
(20.), (21.)| durch gewisse (N— 1) Querschnitte q, , q^ . . . qy-i in 
eine einfach eusammenkangende Fläche (5<" verwandelbar. Unterwirft 
man nun die Fläche % irgend einer stetigen Umformung, und lasst 
man an dieser Umformung auch die genannten Querschnitte, mitbin 
auch die Fläche 5'" participiren, so werden 

5- 1i, ?>.•■■ ?v-i unJ 5'" 
irgend welche andere Gestalten 

@}, r,, r„ .. . ;>-i und i.m 
annelimen; uud zwar wird ®"' [zufolge des Satzes (24. )J, ebenso wie 
5'*', eine einfach susammenhängenäe Fläche sein. Da nun aber ® 
mittelst der (N ~~ 1) Querschnitte r,, r,, . . . »>-i in diese einfach 
znaammenbängendc Fläche (S'" sich verwandelt, so folgt hieraus 
[mittelst des Satzes (20.)], dass @ selber eine Fläche von der Grund- 
zahl N ist. Also der Üatz: 

Zehnter Satz. — Eine Fläche von der GrundzaJd N wird diese 
(25.) Grwndxahl, auch bei irgend welcher stetigen Umformung, fortdauernd 
beibehalten. Oder mit andern Worten: Die Grundiahl einer Flüche 
erleidet durch stetige Umformung derselben keinerlei Abänderung. 



Heber die Bandourven einer Fläcbe respective eines FläohenBystems. 

Es sei ® ein beliebig gegebenes Fliicheaaystem oder luich eine 
beliebig gegebene einzelne Fläche. Wir führen in © einen belie- 
bigen Querschnitt aus. Was die Lage dieses Querschnittes anbe- 
langt, 80 sind überhaupt nur drei Fälle denkbai 

Erster Fall: Der Querschnitt nimmt sei- 
nen Anfang in irgend einer Handcurve A und 
endiglin irgend eineratiffem Randcurve B. Als- 
dann werden sich die beiden genannten Curven 
A and B [vergl, Fig. I] mit den beiden Ufern 
des Querschnitts zu einer einzigen Randcurve 
vereinigen. An Stelle der beiden Randcurven 
A und B haben wir also in diesem Falle nach 
Ausführung des Querschnittes nur eine einzige Randcurve. Mit 
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andern Worten: Die Anzahl der Randcurven wird durch den Quffi- 
schnitt um 1 vei-mindert. 

Zvelter Fall: Der Querscbnitt niiumt seinen Anfang in irgend 
einer Randcurve A und endigt in irgend einem pig. n. 

Punkt derseSjcn Curve. Beneichnen wir [Fig. IIJ 
die Leiden Theile, in welche A durch den An- 
fangs- und Endpunkt des Querschnittes nerlcgt ' 
wird, mit A' und A", so wird A' mit dem einen i 
Ufer des Querschnittes zusammengenommen eine I 
einzige in sich zurücklaufende Randcurve bilden, ' 
und ebenso Ä" mit dem andern Ufer jenea Schnit- 
tes zusammengenommen. In diesem Fall wird also die Anzahl der 
vorhandenen Randcur^en durch Ausführung des Querschnittes um l 
vermehri werden. 

Dritter Fall: Der Querschnitt ist ein sigtnafünniger. D. h. er 
nimmt seinen Anfang in irgend einer Randcurve A fFig. III] und 
endigt in irgend einem Punkt seines frühe- 
ren Laufes. Ein solcher sigmaförraiger Quer- ^^^"^ 
schnitt kann als ein Complex von einem Itück- 
kchrschnitt s und von einem Querschnitt q 
angesehen werden. Der letztere wird dann \ 
seinen Anfang in der Randcurve A, und 
t^ein Eude in dem einen Ufer des Schnittes i 
haben. 

Wir wollen uns nach einander zuerst S und 
sodann 5 ausgeführt denken. Durch den Eückkehrsehnitt j 
die Anzahl der vorhandenen Randcurven oS'enbar m»m 2 vemwhrt; 
denn das eine Ufer von s bildet für sich allein eine vollständige in 
sich zurücklaufende Randcurve; und Gleiches gilt auch von dem 
andern Ufer. 

Lassen wir nun gegenwärtig den Querschnitt q sich anschliessen, 
so wird dieser, ebenso wie der im ersten Fall behandelte, zwei ver- 
schiedene Randcurven mit einander verbinden, folglich eine Vermin- 
derung der Hanäcarven-Anzalil um 1 verursachen. 

Durch beide Schnitte s und q zusammengenommen tritt also 
eine Vermehrung der Randcurven um 1 ein. D. h. jene Anzahl wird 
durch den hier im dritten Falle betrachteten Querschnitt wwi 1 ver- 
mehrt. 

Alle drei Fälle zusamraengefasat, jfelaugen wir daher zu folgen- 
dem Resultat: 
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Erster Satz. — Die Anzahl der bei irgend einem FläcJiensysteni 

(1.) oder bei irgend einer einzelnen Fläche vorhandenen liandcurven wird 

durch jeden Querschnitt entweder um 1 vermeJirt, oder um 1 vermindert. 

Bemerkung. — Die Fignr III zeigt in deutlicher Weise, dass ein sigma- 
förmiger Querschnitt stets zwei üferlinien besitzt, nämlich erstens eine 
innere^ geschlossene^ und andererseits eine äussere, ungeschlossene Uferlinie. 
Die beiden Endpunkte der letztern liegen einander unendlich nahe und 
befinden sich z. B. in jener Figur III beide auf der Curve A, 

Eine beliebig gegebene Fläche 5 von der Grundzahl N kann 
[nach (20.) pg. 158] durch {N — 1) Querschnitte in eine Fläche 
%^^^ verwandelt werden, welche einfach zusammenhängt, deren Rand- 
curven-Anzahl also [nach (8.) pg. 151] nothwendiger Weise = 1 ist 

Bezeichnet man nun die ursprüngliche Randcurven- Anzahl der 
Fläche 5 ^^^ -R; so wird diese Zahl R [vergl. (1.)] durch jeden der 
in Rede stehenden {N— 1) Querschnitte um e vermehrt, wo f = 4- 1 
ist. Bezeichnet man also die jenen (N — 1) Querschnitten entspre- 
chenden Vermehrungen der Reihe nach mit f^, f^», . . . fi\r-i, so muss 

gleich der Randcurven- Anzahl von ^^^\ d. i. gleich 1 sein. Somit 
ergiebt sich die Formel: 

-R + *1 + ^2 + • • • + ^iV— 1 = 1. 

Ist unter den Grössen fj, «2, — f^v— i die Anzahl derjenigen, welche 
den Werth -j- 1 haben, gleich v, mithin die Anzahl derer, welche 
den Werth — 1 besitzen, gleich (N — 1 — v), so verwandelt sich 
die eben aufgestellte Gleichung in 

R + v — {N- 1 -v) = 1, 

d. i. in R = (N—2v). 

Zufolge seiner Bedeutung ist v irgend eine Zahl aus der Reihe 

0, 1, 2, . .., (N- 1); 
mithin 2v eine Zahl aus der Reihe 

0, 2, 4, ..., (2i\r— 2). 
Aus der soeben erhaltenen Gleichung 

R = (N-2v) 
ergiebt sich daher, dass 22 eine Zahl sein muss, welche zur Reihe 

N, (N-2), (iV-4), ...,(2-N) 

gehört. Seiner Bedeutung zufolge kann natürlich R niemals nega- 
tiv sein; jedenfalls aber haben wir folgenden Satz: 

Zweiter Satz. — Bezeichnet man für irgend eine Fläche die Grund- 
zahl und die Randcurven- Anzahl respective mit N und R, so wird 
Bf falls N gegeben ist, stets einen der Werthe haben: 
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(2.) R = N, (N - 2), (N - 4), {N - 6), etc. etc. 

Und umgekehrt wird also, falls B gegeben sein sollte, die Zahl N sfefe 
einen der WerÜic 

(3.) N=R, {Ii-\- 2), {R + 4), {R + 6), etc. etc. 

besitzen. 

Diesem Satze schliesst sich, was den Fall der ^rescÄZossc^wm Flächen 
betriflft, sofort folgende speciellere Bemerkung an: 

Dritter Satz. — Versteht man unter ^ irgend eine geschlossene 
Fläche, mithin [vgl. (5.) pg. 150] unter g die mgehörige punktirte 
Fläche, so besitzt 5 nur eine einzige Randcurve. Folglicth wird [nach 
(3.)] die Grundzahl N dieser Fläche % einen der Wcrthe 

(4.) N = l, 3, 5, 7, 9, etc. etc. 

besitzen. Und hieraus folgt weiter [Satz (20.), (21.) pg. 158], dass 

die Anzahl derjenigen Querschnitte, welche zur Umwandlung der Fläche 

5 in eine einfach zusammenhängende erforderlich sind, durch eine 

der Zahlen: 
(5.) 0, 2, 4, 6, 8, etc. etc. 

dargestellt sein wird. 

Den gegenwärtigen Betrachtungen schliessen sich einige wei- 
tere Sätze an, die hier nur deswillen aufgeführt werden sollen, weil 
sie bequeme Stützpunkte abgeben werden für unsere späteren Unter- 
suchungen. So z. B. ergiebt sich folgender 

Vierter Satz. — Ist die Randcurven-Anzahl einer Fläche 5 gleich 

zwei, so kann dieselbe durch irgcfid welchen von der einen zur andern 

(6.) Randcurve laufenden Querschnitt niettutls zerstückelt werden. Und zwar 

wird die so entstellende neue, in sich zusammenhängende Fläche nur 

noch eine einzige Randcurve bfysitzen. 

In der That schmelzen nämlich die beiden ursprünglichen Rand- 
curven durch jenen Querschnitt zu einer einzigen zusammen [vgl. den 
ersten Fall p. 161]. Das Vorhandensein nur einer einzigen Rand- 
curve ist aber ein sicheres Anzeichen dafür, dass die Fläche durch 
jenen Querschnitt nicht in getrennte Stücke zerfallen ist Q. e. d. 

Um nun weiter zu gehen: Jede einem Flächensystem zugehörige 
ganze Zahl, wie z. B. seine Grundzahl, seine Randcurven-Anzahl, seine 
Flächenindividuen-Anzahl (d. i. die Anzahl der zum System gehörigen 
einzelnen Flächen), kann bei einer stetigen Deformation des Systems 
sich immer nur in stetiger Weise ändern, und muss also, weil ganze 
Zahlen einer stetigen Aenderung unfähig sind, während jener De- 
formation constant bleiben. Entsteht also z. B. aus einer gegebenen 
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Fläche § durch irgend welchen Querschnitt ein Flächensystem von 
der Individuen-Anzahl a, so wird diese Anzahl, falls man den Quer- 
schnitt irgend welcher stetig fortschreitenden Deformation unterwirft, 
constanty =a bleiben. Hieraus ergiebt sich für den speciellen Fall : 
a = 1 folgender Satz: 

Fünfter Satz. — JDenJct man sich in einer gegebenen Fläche % 

irgend einen dieselbe nicht zerstückelnden Qxicrsclmitt atisgeführt , so 

n\ wird eine Zerstüclcelung auch dann nicht eintreten können, wenn man 

nacJUrägUdi jenen Querschnitt irgend welcJier stetig fortschreitenden 

Deformation unterwirft. 

Der Anfangspunkt des in Rede stehenden , Querschnittes liegt 
stets auf einer Randcurve der Fläche 3; und durch eine stetige De- 
formation des Querschnitts wird man offenbar diesen Anfangspunkt 
längs jener Curve beliebig verschieben, also denselben nach einer 
beliebig vorgeschriebefien Stelle jener Curve hintransportiren können. 
Analoges gilt vom Endpunkt des Querschnittes. 

Sind insbesondere der Anfangspunkt und der Endpunkt des 
Querschnitts beide auf ein und derselben Randcurve S der Fläche % 
gelegen, so wird man den Querschnitt durch eine stetige Deformation 
z. B. auch in einen sigma- 
förmigen Querschnitt zu ver- Curve. 
wandeln im Stande sein. Re- 
präsentirt z. B. in beistehen- 
der Figur der obere Bogen 
ein Bruchstück der Randcurve 
S, und aßyS den in Rede 
stehenden Querschnitt, so 
wird man, durch eine stetige 
Deformation des Querschnitts, seinen Endpunkt d über d', d" nach 
Uf und hierauf weiter nach 8"' und d"" verschieben, und in solcher 
Weise den Querschnitt selber successive in die Gestalten: 

aßyd\ aßyd'\ aßya^ aßy8"\ aßyö'"' 
versetzen können. Von diesen Gestalten sind aber die beiden letzten 
sigmafönnige. Und umgekehrt wird man den in Rede stehenden 
Querschnitt, falls er etwa zu Anfang die sigmafÖrmige Gestalt aßyd^'" 
haben sollte, durch stetige Deformation in die getvöhnliche Gestalt 
aßyd zu versetzen im Stande sein. — Man gelangt daher auf Grund 
des Satzes (7.), und indem man (der Einfachheit willen) die betrach- 
tete Fläche 5 noch gewissen specielleren Voraussetzungen unter- 
wirft, zu folgendem Resultat: 
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Sechster Satz. — Es sei ^ eine Fläche mit nur ein 
(ft.) curve. Ueberdies sei die FiÖcite % keine einfach zusammenhängende, 
mithin ihre GrundsM verschieden von 1 ; sodass also nolhwendiger Weise 
irgend ein die Fläche nicht eerstückelnd^ Qiurschnitt construirbar ist 
Alsdann kann man durch stetige Deformation diesen Querschnitt, falls 
er ein gewöhnlicher sein sollte^ in einen sigmaförmigen, und um- 
gekehrt, falls er ein sigmaförmiger sein sollte, in einen gewöhn- 
lichen verwandeln, — ohne dass dabei eine Zerstückebing der Fläche 
^ zu hefürchten stünde. 

Um die Hauptsache hereormheben : Fnlspricht die Flädie 5 den 
genannten Bedingungen, so kann man stets einen die Fläclte nicht xcr- 
stäckelnden Querschnitt ausfuhren, unti dabei diesem Querschnitt — gnne 
nach Belieben — die gewöhnliche oder auch die sigmaförmigc Ge- 
stalt verleiJicn, Audi kann man im erstem Fall, wenn a und S Mwei 
am Bande von % willkürlich vorgenchrii^nc Pmdcte bezeichnen, dafür 
sorgen, dass der Anfangs- und Endpunkt des Querschnitts respective 
mit a und d coinddiren. Desgleichen kann tnan im letztern Fall 
dafür sorgen, dass iler Anfangspunkt des Querschnitts die vorgeschrie- 
bene Lage a erhält. 

Dabei sind sclliesslich, auf Oraud der früher pg. 162 äuge- 
stellten ßetrachtuiigen, noch folgende BeiuerkuDgen zuzufügen: 

Siebenter Satz. — Hiilt man fest an den im vorkergehetuhn Satze 
über die Flärlie JJ gemachten Voraussetzungen — ihre liandcurvc mag 
(9.) S heisscn —, uttd denkt tnan sich irgend eineti die FUi<Jte 5 nicht 
zerstückelnden Querschnitt q ausgeführt, so wird die so entstehende neue 
Fläche stets zwei Bandairven Si und S, haben, wobei zwei Fälle eu 
unterscheiden sind. 

Ist nämlich q ein gewöhnlicher Quasclmitt, so besteht iS, cms 
dem einen Ufer von q und einem Theile von S, andererseits S^ aus 
dem andern Ufer von q, und dent noch übrigen Theile von S. 

Ist hingegen q ein sigmaförmiger Querschnitt, so ist S^ darge- 
stellt durch das innere Ufer von q [vgl. die Bemerkung p. 163], 
andererseits aber S^ zusammengesetzt aus dem äussern Ufer von q und 
aus der Curve S. 

Die hier betrachtete Fläche 5 sollte [uach (8.)] nur eine Baud- 
curve haben. Folglich ist ihre Grundzahl [vgl. (3.J] eine der Zahlen. 
1, 3, 5, 7, 9 etc. Andererseits aber sollte 5 [nach (**.)J eine" von 
1 verschiedene Grundzahl besitÄen. Also ist dieselbe nothwendiger 
Weise dargestellt durch eine der Zahlen: 

3, 5, 7, 9, etc. etc. 
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Bezeichnet man also für den Augenblick jede Fläclie von der Grund- 
zahl N und der Randcurven- Anzahl R mit 

SO hat man die betrachtete Fläche 5 mit ^i^*^^^ zu benennen. Diese 
verwandelt sich durch Ausführung des in (9.) genannten Querschnitts 
in eine Fläche ^2^^^^' ^^^^^ letztere aber verwandelt sich alsdann 
mittelst eines neuen Querschnitts (6.) in eine Fläche ^i^*'*"'^^ sodann 
diese mittelst eines abermaligen Querschnitts (9.) in eine Fläche 
^^(«p-«)^ — sodass man also der Reihe nach erhält: 

g^(2p+l), g^(2p)^ 5^(2^1)^ g^(2p-2)^ 5^(2^-8)^ etc. CtC., 

WO die untern Indices alternirend 1 und 2 sind. Setzt man diese 
Operationen hinreichend weit fort^ so erhält man schliesslich offen- 
bar eine Fläche 

d. L eine Fläche von der Grundzahl 1 und mit nur einer Bandcurve. 

Bemerknng. — In den früheren Paragraphen haben wir uns absicht- 
lich auf unsere geometrische Anschaung nur bei Elementarflächen oder 
(was auf dasselbe hinauskommt) bei den einfach zusammenhängenden Flä- 
chen verlassen. 

Im gegenwärtigen Paragraph hingegen haben wir der geometrischen 
Anschauung auch ¥ertrauen geschenkt bei ganz beliebig gegebenen Flächen; 
und das dürfte weniger sicher sein. Und in der That giebt es Flächen, 
ffir welche die Betrachtungen dieses Paragraphs unrichtig sind. 

Man denke sich z. B. aus Papier ein langgestrecktes Rechteck aaßb 
verfertigt: 



b 



m 



ß 



und gebe diesem Papierstreifen um seine Mittellinie mft ein Torsion von 
180^; sodass die beiden kurzen Seiten ab und aß wieder parallel werden, 
aber einander entgegengesetzte Richtungen erhalten. 

Solches ausgeführt gedacht, ist alsdann ab gleichgerichtet mit ßa 
(nicht mit aß). Diese gleichgerichteten Linien ab und ßa nähere man 
jetzt einander, ohne dabei ihre Richtungen zu ändern, was mittelst einer 
geeigneten Biegung des Papierstreifens leicht zu bewerkstelligen ist; und 
hefte sie schliesslich aneinander, also a an ß, und b an a. 

Die in solcher Weise entstehende (ringförmig in sich znrücklaofende) 
Fläche, welche zuerst von Möbi'us untersucht wurde, hat, wie leicht zu 
übersehen, die Grundzahl 2 und die Eandcurven- Anzahl 1. Sie widerspricht 
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daher den Satzeu ^2.), (3.) und zeigt, dose denselben keine unumachtUnkte 
Gültigkeit Eukommt. 

Die Ableitung dieser Sätze mnss daher mit irgend welchem Fehlet 
behaftet aein. Und ein solcher Fehler zeigt eicb in der Tbat in den Be- 
trachtungan dea xneiten Fallea pg, 162. Denn jene Möbiua'acbe FliLche 
a. B. Iiesitit nur ein« Bandcurve, verwandelt aioh aber dnrch einen geeig- 
neten Querachnitt in die Flilcbe einea Rechtecke, also in eine Flüche, die 
ebenfalls nur eint Randcurve bat; woraus hervorgeht, cinss die dortigen 
Ketrachtungen unter DmstäBden unricMig aind. U. a. w. 

Eine chacukteristiBcbe Eigenschaft der goeben beaprochenen Mflbiiia- 
achen FlUche besteht darin, doas man bei ihr nicht mehr von itwei cerschitde- 
nm Seiten sprechen kann. Denn wollte man t. B. bei irgend einem Flächen- 
element derselben eine bestimmte Seite schwarz anatreicbes, und mit die- 
»em Anstrich der Continuitit entspreuhend von Element zu Element fort- 
gehen, ao würde schlieaslith die ganze Fliehe, und zwar jfilfs Fläehen- 
element auf beiden Seilen schwarz angestrichen «ein. 

Demgemäas kann man alle Sberhaupt denkbaren Flüchen -in cwei 
Kategorien bringen, nllmlich erstens in die Kategorie derjenigen FlUchen, 
bei denen ttvei verschiedene Seiten für die ganze Flllche in bestimmter 
Weise und ohne Verletzung der Continuität sich feütaetzcn lassen, nod 
iweiteos in die Kategorie derjenigen Flächen, bei denen (wie z. B. bei der 
Möbios'schen Flüche) solches nicht möglich ist. Man kann etwa die erstera 
als hilateralt, die letztern als uniialerdle Flächen be2uicbaen. 

.Eine genauere Ueberkgung zeigt nun, dass die siuie da gegewoär- 
ligen Paragraphs durdiKtg anwendbar sind auf bilattralc Flnehen. Und 
da wir im Folgenden sltle nur mit bilateralen Fläehen cu thun haben wer- 
den, so werden wir dabei von diesen Satten, ohne irgend welche Heslriclion, 
Gebrauch machen dürfen. * 



Ueber die Orundsabl einer RiemaDo'schen Eugelfläoho, 

Es sei- 3i eine beliebig gegebene Rieniiiiiu'ocbe Kugelfliichcj mul 
« die Auzahl tler in ihr über einander geJagerten Blütter. In dieser 
Fläche mögen im Ganzen it Winclungspunkte vorhanden sein, von 
welchen der erste »»i-blättrig, der zweit« »(^-blättrig u. s. w., endlich 
der letzte mn-blättrig ist"). Ferner sei 9t die zugehörige piinlUirb: 
Fläche [vgl. (5.) pg. 150], Es soll die Grundzahl N dieser Fläche S 
ertiiitlelt werden. 

Wir haben früher [vgl. (25.) pg. 161] gesehen, dass die Grund- 
zahl einer Fläche durch irgend welche stetige Umformung der Flüche 
keinerlei Aenderung erfahrt Hiervon machen wir Gebrauch, um 



*) Ein Windangspiinkt ist m-blttttrig, v 
mit einander zusammenhängen; also dann, 
Hang ist 






n Blatter der Fläche 
der (m — l)"" Ord- 
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uns die gestellte Aufgabe zu erleichtern. Wir denken uns nümlicli 
durch stetige Umformung die auf 9t vurhandenen a Windungspunktc 
der Art verachoben, dasa nirgends zwei solche Punkte gerade Ober 
einander liegen, und gehen nunmehr erst an die Berechnung von N. 

Wir führen auf der Kugelflüche 91 zwei kreisförmige und x 
geradHnige, im Ganzen also (n -\- 2) Schnitte aus, von welchen jeder, 
seinem ganzen Laufe naeli, alh n Blätter der Fläcfiv durdidringt. 
Durch die beiden Kreisschnitte soll die gegebene Kugelfläche SR in 
drei Theile zerlegt werden, in zwei äussere caLottenformige, und in 
einen mittleren gürtelförmigen Theil. Die beiden ersteren mögen 
6 und (£', der letztere & genannt werden; und 
die beiden Kreisschnitte mögen der Art ausge- 
führt gedacht werden, dass sämmtliche x Win* 
dungspunkte innerhalb @ liegen, dass mithin S / 
und S' von Windungspunkten völlig frei sind. 

Die n geradlinigen Schnitte mögen dazn 
dienen, um den Gürtel @ in ä Theile zu zer- 
legen, von welchen jeder immer nur je einen Win- 
dungspunkt in sich enthält; und jeder von diesen geradlinigen (oder 
genauer ausgedrückt bogenförmigen) Schnitten mag seinen Anfang 
in dem einen, und sein Ende in dem andern Kreisschnitt haben. 
Die Ä Theile, in welche & auf diese Weise zerlegt wird, mögen mit 
@(i, ®g, . . . @n bezeichnet werden, und zwar in solcher Weisse, 
dass @, den m,- blättrigen, 3^ ^^^ tn^-bliittrigen, u. s. w., endlich 
@„ den nta-blättrigen Windungspunkt in sich enthält 

Die Calotte S besteht aus n von einander getrennten einblätt- 
rigen Flächen stücken, von welchen jedes durch stetige Umformung 
in eine Elementarfläche verwandelt werden kann, von welchen also 
jedes einfach eusammenhängend ist. Gleiches gilt von der Calotte ©'. 

Was ferner die x Theile anbelangt, in welche wir den Gürtel 
@ zerlegt haben, so besteht jeder derselben aus einer Windungs- 
fläcbe nnd aus einer gewissen Anzahl einblättriger Flächenstücke. 
So besteht z. B. &„ aus einer »ix-blättrigen Windungsfläche und 
aus (n — ffiic) einblättrigen Flächenstücken, im Ganzen also aus 
(« — m« + 1) Flächenstilcken ; jedes von diesen Flächenstücken kann 
durch stetige Umformung in eine Eleraentarfiäche verwandelt wer- 
den, ist also einfacfi zKsammenhängend [vgl. (2a,) pg. 147]. 

DurcA unsere (« + 2) Schnitte unrd demnadt die finehe 9i im 
' Gänsen in 

2, + („_»,+ 1) + („_,„,+ 1) + ... + („-„,,+ 1), 
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d. i. in 

(1.) (ä + 2) n — (m^ + mg + . . . + m^) + ^ 

einzelne Flächenstücke zerfallen^ von welchen jedes einfach eusammen- 
hängend ist 

Wir müssen nun ferner untersuchen, wie viel Quer- und Bück- 
hehrschnitte durch unsere {% + 2) Schnitte dargestellt werden. Die 
beiden kreisförmigen Schnitte bilden, weil sie alle n Blätter durch- 
dringen, im Ganzen 2n in sich zurücklaufende Schnitte. Von diesen 
ist einer als ein Querschnitt anzusehen, nämlich als ein Querschnitt, 
dessen Anfang und Ende am Rande der in 91 vorhandenen kleinen 
Oeffnung sich befinden. Die übrigen (2n — 1) hingegen sind als 
Uückkehrschnitte aufzufassen. Was femer die n geradlinigen Schnitte 
anbelangt, so ist jeder derselben als ein Aggregat von n Querschnitten 
anzusehen. Es werden also durch unsere {tc -|- 2) Schnitte im Ganzen 
(2.) {nn +1) Querschnitte und (2n — 1) Rückkehrschnitte der Fläche 91 
dargestellt sein. 

Zerfällt nun aber eine gegebene Fläche durch v Querschnitte 
und irgend welche Rückkehrschnitte in a einfach zusammenhängende 
Stücke, so ist [Satz (18.) pg. 157] die Grundzahl der Fläche 
= (i/ — a + 2). In unserm Falle ist nach (1.) und (2.): 

Ä = (ä + 2) n — (m^ + '^ + • • • + ^^n) + ^5 
V = nn -\- 1, 

Demnach ergiebt sich für die Grundzahl N unserer Fläche 91 fol- 
gender Werth: 

(3.) N^ 3 — 2n + (Wi + Wj -f . . . + m^) — ä. 

Die n auf 91 vorhandenen Windungspunkte sind der Reihe nach 
von der (m^ — 1)**°, von der {m^ — 1)*®°, u. s. w., endlich von der 
(Wä — 1)*®° Ordnung. Wir bezeichnen die Summe all dieser Ord- 
nungszahlen mit w, also: 

w = (Wi — 1) + (Wj, — 1) + . . . + {nin — 1), 
d. i.: 

W = (Wj + »»2 + • • • 4" *^*ä) — ^' 

Hierdurch verwandelt sich der für N erhaltene Werth (3.) in: 

(4.) J\r=3__2n + w; 

sodass wir also zu folgendem Satz gelangen: 

Theorem. — Besitzen die auf einer n -blättrigen Itiemann' sehen 
Kugelfläcfie 91 vorhandenen Windungspunkte Ordnungszahlen ^ deren 
Summe == w ist, so wird die Grundzahl der FläcJie 91, oder vielmdir 
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die GrundeoM N der eugehörigen punktirten Fläche fft den Werih Juiben: 
(5) if=w — 2tt + 3. 

Bemgemäss sind [Satz (21.) pg. 159] in der Fläche SR 
(6.) (w — 2n + 2) Querschnitte 

ausführbar, durch welche SR nicht zerstückelt wird. Auch wird die 
Fläche SR [zufolge des citirten Satzes] durch derartige (w — 2n+2) 
Querschnitte nothwendiger Weise in eine einfach zusammenhängende 
Fläche übergehen, 

üebrigens ist die Grundzahl N [nach Satz (4.) pg. 164] stets 
ungerade, also nach (5.) die Zahl w stets gerade, mithin die in (6.) 
erwähnte Querschnittanzahl : 

w — 2n + 2 

ebenfalls stets gerade. Bezeichnet man dementsprechend diese letz- 
tere Zahl mit 2p, so erhält man die Formel : 

2p = w — 2n + 2, 

und gelangt also zu folgendem 

Zusatz. — Versteht man unter SR eine beliebig gegebene Rietnann'sche 
Kugelfläche SR, femer unter Sft die zugeJiörige punktirte Fläche, so wird 
diese Fläche SR stets durcti eine gewisse gerade Anzahl von Quer- 
schnitten in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelbar 
sein. Und zwar unrd diese gerade Anzahl — sie mag 2p heissen — 
nothu^endiger Weise den Werih Iwben: 

(7.) 2i) = w - 2n + 2, 

wo w, Aenso une im vorhergehenden Theorem, die Summe der Ord- 
nungszahlen der einzelnen Windungspunkte der Fläclie SR repräsentirt. 
Dieser Satz (7.) ist von Riemann selber auf grossem Umwege 
(durch Ausführung einer gewissen conformen Abbildung) bewiesen 
worden [vgl. Riemann's Ges. Werke pg. 107, die drittletzte Formel 
des dortigen Artikels 7]. Der hier eingeschlagene äusserst einfache 
Weg ist von mir bereits 1865 in der ersten Auflage dieses Werkes 
angegeben worden. [Vgl. daselbst pg. 312.] 

Beispiel. — Versteht man unter f eine der beiden Functionen: 



(«.) 



)/(i— 'c,)(^f — Cj) .; . {z — Cgy^i), 



/■=■)/(« — Ci) (^ - c,) . . . (z — Cj^_i) (z — Cj^) , 

wo die c's Constanten sein sollen, so dient [vgl. pg. 83. 84] zur eindeutigen 
Ausbreitung der Function f eine j^u^etblättrige Biemann'schc Kugel fläche di 
mit 2v Windungspunkten, von denen jeder erster Ordnung ist. Demgemäss 
haben die Zahlen n und w für diese Fläche 9% die Werthe: 
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w = 2, w = 2v. 

Bezeichnet man also die der Flüche 91 zugehörige punktirte Fläche mit 91 
und die Grundzahl von di mit N, so ist nach (5.): 

iß) iV'= 2v — 4 + 3 «= 2» — 1. 

Zweites Beispiel. — Ist insbesondere v =a i ^ handelt es sich also um 
diejenige Fläche St, auf welcher eine der beiden Functionen 

(y-) _ . . _ 

ihre eindeutige Ausbreitung findet, so folgt aus {ß.): 

Die der Fläche di zugehörige punktirte Fläche 9% hat mithin die Grund- 
zahl : JV = 1 , und ist also [Satz (19.) pg. 158] eine einfach zusammen- 
hängende Fläche. 

§ 9. 
Ueber die positive Umlaufung einer gegebenen Fläche. 

Construirt man in der Horizontalebene die schon auf pg. 3 
besprochene ringförmige Fläche 9, und zieht man in derselben 
längs irgend eines Radius einen vom innem zum äussern Rande 
laufenden Querschnitt g, so wird sich die Fläche 81 durch Ausfüh- 
rung dieses Querschnitts q in eine netw Fläche 
^q verwandeln, welche nur eine einzige Rand- 
curve besitzt. Diese Randcurve besteht theils 
aus den ursprünglichen Kreisrändern der Fläche 
ä, theils aus den beiden Uferlinien des Quer- 
schnitts q. / 

Will man nun die neue Fläche Ä^ positiv 
umlaufe»; so hat man offenbar fortzuschreiten 
in der Richtung der in nebenstehender Figur gezeichneten Pfeile, 
also z. B. jene beiden Uferlinien des Schnittes q in entgegengesetzten 
Richtungen zu durchwandern. In der That hat man, falls der 
Schnitt q als ein Fluss oder Strom angesehen wird, bei einer sol- 
chen positiven Umlaufung von %,j das linke Ufer dieses Stromes q 
stromabivärts*) , hingegen sein rechtes Ufer stromaufwärts zu durch- 
wandern. 

Mau bemerkt leicht, dass dieser Satz ganz allgemein gilt für 




*) In der vorstehenden Figur ist die lifike üferlinie des Stromes q durch 
einen stärkeren^ die rechte durch einen schwächeren Strich angegeben. Glei- 
ches wird bei Figuren solcher Art in Zukunft meistentheih geschehen. 
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beliebige Flächen und beliebige Schnitte (nicht blos für Querschnitte), 
und gelangt so zu folgendem Ausspruch: 

Erster Satz. — Es sei % eine beliebig gegebene Fläche^ deren 
obere Seite in bestimmter Weise festgesetzt ist. Denkt man sich mm 
in dieser Fläche fj irgend welche Schnitte oder Ströme a, 6, c, . . . s 
constrtiirt, und die so entstehende neue FläeJie mit 

(8.) Uabc.s 

bezeichnet, so wird man bei einer positiven Umlaufung dieser Fläche 
%abe. ..9 die linken Uferlinien der Ströme a, 6, c, . . . s stromabwärts, 
die rechten stromaufwärts zu durchwandern luiben. 

Im Folgenden werden wir das Wort Schnitt sehr häufig durch 
Strom oder auch durch Curve respective Linie ersetzen, nämlich diese ver- 
schiedenen Ausdrucks weisen ganz promiscue anwenden, je nach der augen- 
blicklichen Bequemlichkeit. So z. B. empfiehlt sich das Wort Strom ganz 
besonders dann, wenn der betrachtete Schnitt eine bestimmt festgesetzte 
Richtung besitzen soll. Und da Riemann selber von den Ufern eines 
Schnittes spricht, so sehe ich in der That (trotz erhobenen Widerspruchs) 
nicht ein, warum man nicht, in demselben Bilde bleibend, den Schnitt 
selber als Strom bezeichnen sollte. Dienen doch die alsdann ganz von 
selber sich ergebenden Ausdrücke stromabwärts und stromaufwärts wesent- 
lich zur Abkürzung! 

Ist eine beliebig gegebene geschlossene Fläche 5 (z. B. eine 

mehrblättrige Riemann'sche Kugelfläche) durch irgend welche Schnitte 

oder Ströme a, &, c, . . . 5 in eine einfach zusammenhängefide Fläche 

(9«) %abc...s 

verwandelt, so wird der Rand dieser letztern Fläche durch die Ufer- 
linien jener Ströme a, 6, c, . . . s dargestellt sein. Die in Rede ste- 
hende Fläche (9.) kann aber, weil sie einfach zusammenhängend sein 
soll, im Ganzen nur eine einzige Randcurve besitzen [Satz (8.) pg. 151], 
Folglich werden die Uferlinien all' jener Ströme a, 6, c, ... s zu- 
sammengenommen eine einzige in sich zurücklaufende Curve aus- 
machen. Wir erhalten somit folgenden Satz: 

Zweiter Satz. — Fs sei 5 eine geschlossene Fläche mit be- 
stimmt festgesetzter oberer Seite, Defikt man sidi diese FläcJie 5 durch 
irgend welche Schnitte oder Strötne a, b, c, . . . s in eine einfach zu- 
sammenhängende Fläche 

(10.) %abc...8 

verwandelt, so bilden die Uferlinien alV jener Ströme zusammengenommen 
eine einzige in sich zurücklaufende Curve, 
(11.) Diese Curve wird man, bei einer positiven oder negativen Um- 

laufung der Fläche (10.), Uirer ganzen Länge nadi einmal zu durcti- 
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wandern haben. Und soll insbesondere die Umlaufung der Flüche (10.) 
eine positive sein, so wird man dabei [wie aus (8.) folgt] die linken 
Uferlinien der einzelnen Ströme a, b, c, . . . s stromabwärts, die 
rechten stromaufwärts zu durcttöchreiten Jiaben, 

Erläuterung durch ein Beispiel. — Es sei 'S ^^^^ Ringfläche d. i. eine 
ringförmige Rotationsfläche mit kreisförmiger Meridiancurve [vgl. die Rand- 
note pg. 98]. Wir ziehen in dieser Fiilche 5, deren Anssenseite als obere Seite 
festgesetzt sein mag, zwei in sich zurücklaufende Schnitte, den einen a längs 
eines Meridiankreises, den andern h längs eines Parallelkreises, und bezeich- 
nen die durch Ausführung dieser beiden Schnitte entstehende ficue Fläche mit 

Diese Fläche findet sich in Figur I dargestellt, wobei allerdings der Raum- 
ersparniss wegen nur ein Bruchstück der Fläche angedeutet ist. Dabei 
sind, wie in der Figur durch Pfeile markirt ist, die Schnitte a, & als 
Ströme von bestimmtefi Eichtungen gedacht, und die lifiken üferlinien die- 
ser Ströme mit starken , die rechten mit schwachen Strichen angegeben. 
Ueberdies sind die vier Punkte, in denen die vier Uferlinien zusammen- 
stossen, mit a, ß, y, S bezeichnet. 

Man übersieht nun leicht, dass die Fläche {^^,^ eine einfach zusammen- 
hängende ist. Denn man kann dieselbe aus ihrer ursprunglichen Gestalt I. 
leicht, mittelst stetiger Umformung, nämlich mittelst gewisser Biegungen 
und Dehnungen respective Zusammenziehungen, zuerst in die Gestalt II., 
und sodann weiter in die Gestalt lU. versetzen: 



II. 



in. 





>•« 




*-a 



Mit andern Worten: Man kann die Fläche ^^^^ durch stetige Umformung 
in eine Elementarfläche verwandeln. Folglich ist [vgl. die Definition pg. 146] 
$^j^ eine einfach zusammenhängende Fläche. Q. e. d. 

Durch diese einfach zusammenhängende Fläche ^^^^ werden nun die 
allgemeinen Sätze (10.), (11.) in anschaulicher Weise bestätigt. Nament- 
lich ersieht man z. B. aus den Figuren II. und III. [in denen die Buch- 
staben a, &, a, |3, y, d genau in derselben Weise wie in der ursprüng- 
lichen Figur I. beibehalten sind] , dass in der That die vier Uferlinien der 
Ströme a, b zusammengenommen eine einzige in sich zurücklaufende Curve 
bilden, und dass man bei einer positiven Umlaufung der Fläche ^^^ die 
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linken üferlinien jener Ströme stromabwärts, die rechten stromaufwärts zn 
durchwandern hat. 

Bemerkung. — Die der von Hause aus gegebenen geschlossenen King- 
fläche ^ zugehörige punktirte Fläche mag {^ heissen, und zwar mag die 
kleine punktförmige Oeffnung dieser Fläche ^ an der Stelle aßyS gedacht 
werden. Alsdann können die Schnitte a und b als zwei aufeinander folgende 
Quei'schnüte der Fläche 5 angesehen werden. Denn jeder derselben hat 
alsdann seinen Anfang und sein Ende in einem Randpunkte jener kleinen 
Oeffnung. 

Durch die beiden Querschnitte a, b verwandelt sich aber § in die 
einfach zusammenhängende Fläche $ . . Bezeichnet man also die Grund- 
zahl der Fläche ^ mit N, so muss [nach Satz (20.) pg. 158] die Differenz 
(N — 1) = 2 sein. Somit folgt: JV = 3. 

§ 10. 

neber die Verwandlang einer Biemann'sohen Eugelfläohe in eine 
einfach susammenliängende Fläche. Erstes Beispiel. 

Es seien g^, Ä^, g^, h^ beliebig gegebene, im Allgemeinen also 
complexe Constanten, und 



(2.) 



( 1.) fiß) = y(^ -9i)(s- A») (« - 3,) i^ - \) ■ 

Sämmtliche Werthe dieser Function lassen sich bekanntlich [pg 83] 
in eindeutiger Weise ausbreiten auf einer gewissen zweiblättrigen 
Kugelfläche 91, welche vier Windungspunkte: gi,\y g^y h^ und zwei 
Uebergangslinien: g^\ und g^h^ besitzt. Diese beiden Linien sind 
in der nachfolgenden Figur durch die vertikalen Striche g^hi und 
jfjjA, angedeutet. Bezeichnet man die zu 91 gehörige pimJctirte Fläche 

• • • 

mit 91, und die Grundzahl von 91 mit iV, so ist bekanntlich [vgl. 
W pg. 172] 

Die Fläche 91 kann nun durch die in der nachfolgenden Figur 
angegebenen Schnitte oder Strome a, & in eine Fläche 

(3.) 9ta. 

verwandelt werden, von der sich nachweisen lässt, dass sie einfadi 
zusammenluingend ist. Vor Beginn dieses Nachweises wird es aber 

erforderlich sein, zuvörderst Näheres mitzutheilen über die Curvena,&. 
Lage und Verlauf der Schnitte oder Ströme a, 6. — Der Strom a 
soll fortfliesseod gedacht werden theils im untern , theils im obern Blatt 
der Fläche ffi. Er mag entspringen an irgend einer Stelle des obern Blat- 
tes, etwa in der Mitte zwischen gih^ und g^h^, nnd das obere Blatt durch- 
schneidend zunächst so weit fortlaufen, bis er auf irgend welchem Wege 
zar Uebergangslinie g^h^ gelangt; bei üebersch reitung dieser Linie wird 
er in das untere Blatt treten. In dem unteren Blatt mag er nun auf irgend 
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welchem Wege bis zur üebergangslinie gih^ hinlaufen; bei Ueberschrei- 
tung derselben wird er von Neuem in das obere Blatt treten, und hier 
in dem oberen Blatt mag er nun schliesslich bis zu seiner anfänglichen 
Quelle zurücklaufen. Der Strom a wird also ein in sich zurücklaufender 
sein; seine Jiichtung mag diejenige sein, in welcher wir ihn soeben haben 
fortfliessen lassen, also diejenige, welche in der untenstehenden Figur 
durch Pfeile angedeutet ist. 

Der Strom b soll seinem ganzen Laufe nach im oberen Blatt der 
Fläche bleiben. Er mag an derselben Stelle entspringen, an welcher a 
entsprangen ist, nämlich an der Stelle aßyd. Von hier aus mag er die 
Üebergangslinie ^i /»| in irgend welcher Curve umkreisen und , während 
er also beständig im oberen Blatte bleibt, schliesslich wieder in seine 
Quelle zurückfliessen. Die Bichtung des Stromes 6 soll diejenige sein, 
welche in der untenstehenden Figur durch einen Pfeil angedeutet ist, also 
der Art sein, dass Jemand, der an der gemeinsamen Quelle beider Ströme 
— nämlich bei a^yd — steht, die Richtung, in welcher b fortfliesst, mit 
ausgestreckter Linken angeben wird, sobald er in derjenigen Richtung fort- 
sieht, in welcher a fortfliesst. Es soll also die anfängliche Bichtung des 
Stromes b zu der anfänglichen Bichtung des Stromes a ebenso liegen^ vie 
[nach unserer Festsetzung pg. 4] die y- Achse des Coordinatensystewu eur 
X- Achse desselben liegt. 



/y 




-►« 




In der vorstehenden Figur sind diejenigen Stromstrecken, welche im 
olleren Blatt liegen, durch ununterbrochene , diejenigen hingegen, welche 
sich im unteren Blatt befinden, durch punktirte Linien angedeutet. Femer 
sind daselbst die linken Ufer der Ströme mit starken, die rechten mit 
schwachen Strichen angegeben. Von Wichtigkeit ist zu bemerken, dass 
die beiden Ströme <i und b einander nur an einer einzigen Stelle durch- 
kreuzen, nämlich nur an der Stelle aßyS. Nach der vorstehenden Figur 
zu urtheilon. könnte nuiu vermuthen, dass noch eine zweite Dnrchkren- 
zung9ittelle existire. Das ist aber nuhi der Fall. Denn an jener zweiten 
Stelle tliessen die Wivion Ströme, ohne mit einander in irgend welche Be- 
rühning zu kommen, in verschiedenen Blättern über einander fort, ge- 
trtMiut von einander durch den — w^nn auch nur unendlich kleinen — 
Zwisoheuraum. welcher sich überall zwischen den beiden Blättern der 
Ki3eue hinzieht. 
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Die Durchkrenzungsstelle aßyS repräsentirt zugleich den Ort, wo 
beide StrOme entspringen, and ebenso auch den Ort, wo beide StrOme, 
nachdem sie die ihnen angewiesenen Wege 
durchlaufen haben, wieder einmünden. Der h 

Strom b, kOnnen wir demnach sagen, ent- t 

springt im linken Ufer des Stromes a, und 
mOndet ein in das rechte Ufer von a. Der 
Strom a andererseits entspringt im rechten 
Ufer von b, und mündet ein in das linke ^^__. 



Ufer von b. Ob die Durchkreuzung unter - —^ iv * ^ 

rechtem Winkel, oder unter irgend welchem 
andemWinkel geschieht, ist völlig gleichgültig. 

Die Fläche, in welche 9t durch Aus- 
führung der Schnitte oder Ströme a, b sich 

verwandelt, ist in (3.) mit 31^^ bezeichnet worden. Während also 31 selber 
eine geschlossene Fläche ist, wird 9t^^ eine umrandete Fläche vorstellen. Und 
zwar wird der Band von 91^^ gebildet von den vier üferlinien der bei- 
den Ströme a und b. 

Will man irgend eine Fläche in positiver Richtung umlaufen, so hat 
man längs ihres Bandes — und zwar auf ihrer obem Seite — in solcher 
Richtung fortzuwandem, dass man die Fläche selber beständig zur Linken 
behält. Um demnach die Fläche 91^^, etwa von der Ecke a aus, in posi- 
tiver Richtung zu umlaufen, wird man von a aus [vgl. die beiden letzten 
Figuren] zuerst das linke Ufer von a stromabwärts durchwandern müssen, 
bis man nach § gelangt; sodann wird man von ß aus das sich hier an- 
schliessende linke Ufer von b, und zwar wiederum stromabwärts^ durch- 
schreiten müssen, bis man nach y kommt. Von hier aus wird nun femer 
das rechte Ufer von a stromaufwärts bis nach 8 hin, und endlich von 8 
ans das rechte Ufer von &, wiederum stromaufwärts, zu durchlaufen sein, 
bis man schliesslich zum Ausgangspunkte a zurückgelangt. 

Dass bei einer solchen positiven Umlaufung der Fläche 9t^^ die lin- 
ken Ufer der Ströme a, b stromabwärts, die rechten stromaufwärts zu durch- 
laufen sind, kann als eine unmittelbare Folge des allgemeinen Satzes (8.) 
pg. 173 angesehen werden. Trotzdem ist es von Wichtigkeit, dass man 
jene Wanderung um die Fläche 91^^ herum in Gedanken wirklich ausführt. 
Denn man erkennt alsdann mit voller Bestimmtheit, dass die genannten 
vier Uferlinien ztaammengenommen eine einzige in sich zurücklaufende 
Curve bilden, dass also die Fläche Ä^^ nur eine einzige Randcurve besitzt. 
Daraus aber folgt — was bisher vielleicht bezweifelt werden konnte — , 
dass 91^^ nicht aus mehreren von einander getrennten Flächenstücken be- 
stehen kann, sondern eine einzige zusammenhängende Fläche sein muss. 
Denn zwei oder mehrere von einander getrennte Flächenstücke werden 
zusammengenommen jederzeit mehr als eine Randcurve besitzen. 

Die ursprünglich gegebene Fläche 91 hat also durch Ausführung der 
beiden Schnitte oder Ströme a, b keine Zerstückelung erlitten. 

Man kann nun offenbar den Strom a als einen Querschnitt der 
pufiktirten Fläche SR auffassen, nämlich als einen Querschnitt, wel- 

H 611 m ftnii, Abel'sche Integrale. 2. Aufl. 12 
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Einiges Nähere über die Schnitte oder Ströme a, h, c. — Jeder von 
den sechs Strömen a^ , o^ , 03 , b^, &, , h^ soll ein in sich zurücklaufender 
sein. Die Ströme (34 , a^, a, fliessen zum Theil im oberen, zum Theil im 
unteren Blatt der Flache. Der Strom a^ z. B. tritt, während er die üeber- 
gangslinie g^h^ überschreitet, aus dem oberen Blatt in das untere; fliesst 
sodann hier in dem untern Blatt auf irgend welchem Wege fort, bis er 
zur Uebergangslinie g^h^ gelangt; beim Ueberschreiten dieser Linie tritt 
er wieder in das obere Blatt und fliesst nun hier in dem oberen Blatt so 
weit fort, bis er schliesslich in seine eigene Quelle wieder einmündet. Die 
Ströme h^, h^, h^ bleiben ihrem ganzen Laufe nach beständig im oberen 
Blatt der Fläche. In der untenstehenden Figur sind die 'Richtungen der 
Ströme üi, a^^ a^, h^, \^ 63 ebenso wie früher durch Pfeile angedeutet. 




Ms 



02 



a. 



Betrachtet man also die Durchkreuzungsstelle aßyd der beiden Ströme Oj 
und 61 als die gemeinsame Quelle dieser beiden Ströme^ so liegt wiederum 
[nämlich ähnlich wie früher pg. 176] die anfängliche Bichtung von ftj zur 
anfänglichen Bichtung von a, wie die y-Axe zur x-Äxe. Analoges gilt 
für o,, 6,, ebenso für o,, bg. 

In unserer Figur sind übrigens die linken Uferlinien der Ströme durch 
stärkere, die rechten durch schwächere Striche angegeben. Endlich sind 
daselbst diejenigen Strecken der Ströme, welche im oberen Blatt liegen, 
durch ununterbrochene y diejenigen, welche im unteren Blatt sich befinden, 
dnrch punktirte Linien bezeichnet. Um die Figur nicht zu sehr zu über- 
laden, sind dabei die Wege, welche die Ströme a, , a^ , a.^ im unteren Blatt 

12* 



180 Siebentes Capitel. 

verfolgen, nicht vollständig angegeben; man kann sich diese Wege etwa 
ebenso denken wie in der Figar pg. 176, jedoch der Art, dass dieselben 
nirgends mit einander in Berährung kommen. Dass die Punkte ^i , ^ , 
9ij^ii QsfK ^^ unserer Figur in einer geraden Linie, nnd dass die Punkte 
g^, h^ in einer damit parallelen Linie liegen, ist durchaus unwesentlich. 
Es ist diese Annahme über die Lage jener Punkte nur deswegen geschehen, 
damit die Figur an Uebersichtlichkeit gewinne. Es versteht sich aber von 
selber, dass die Ströme oder Schnitte Oj, o^, o,, &i, 6,, ö, in ganz ana- 
loger Weise auch dann ausgeführt werden können, wenn jene Punkte irgend 
welche andere Lage besitzen. 

Die vier Uferlinien der beiden Ströme a^ und 6, bilden — ebenso 
wie früher in der Figur pg. 176 — zusammengenommen eine einzige in 
sich zurücklaufende Curve. Gleiches gilt von den vier Uferlinien der 
Ströme a^ und b^] and Gleiches endlich auch von denen der Ströme a, 
und b^. Im Ganzen bilden also die zwölf Uferlinien der Ströme Oi , &i » o« i ^t » 
o, , 2>s drei von einander völlig gesonderte Curven, von denen jede eine in 
sich zurücklaufende ist. Die ursprünglich gegebene geschlossene Fläche ft 
verwandelt sich demnach durch Ausführung jener Ströme a^, 6,, o,, b^, 
a^, 63 in eine von drei Curven umrandete FUche. 

Führt man in einer Fläche, die mehrere Bandcurven besitzt, einen 
Schnitt aus, der von irgend einem Punkte der einen Randcurve ausgeht 
und nach irgend welchem Punkte einer andern Bandcurve hinl&nft, so 
werden sich jene beiden Kandcurven durch Ausführung dieses Schnittes 
vereinigen zu einer einzigen Randcurve; wie Aehnliches bereits bei einer 
früheren Gelegenheit [pg. 161] bemerkt wurde. 

Führen wir demnach in der durch die Schnitte a,, 6,, o^, 6,, o,, b^ 
entstandenen, im Ganzen von drei Kandcurven begrenzten Fläche zwei 
Schnitte c, und c, aus« von welchen der eine von der ersten zur rweiten, 
der andere von der zweite» zur driiten Randcurve hinläuft, so werden sich 
durch Ausführung dieser beiden Schnitte jene drei Kandcurven vereinigen 
zu einer eiiuigen Randcurve. Bezeichnet man also 'wie schon bei iS.) ge- 
schehen ist] diejenige Gestalt^ in welche die Fläche X durch gleichzeitige 
Ausfuhrung der Schnitte o. , ^. . «i, , h^ . o, , 6^ und der Schnitte c^ , c^ ver- 
setzt wird, mit Äj.., so wini Ä.,. nur eine eia^^ Randcurve besitzen, 
folglich kein Svstem von mehi«x>»i Flächenstöcken, sondern eine einzige 
in sich zusammenhängende Fläche vorstellen. 

Die Strome 

üj, rt^. CI5. ft,. fcj, ht. ^^, C3 

können in Bezug auf die Flache jlt «>der vielmehr in Bexng auf die 
punktirte Fläche 9t als ein System von sechs Quersd^nitien waSge- 
fafist werden. Zuvorderst kann nSir«Mch i>^ als erster Q^ursd^mM an- 
ziehen werden, als ein Quer^hnitt^ der meinen Anfang und sein Ende 
in der in 9i vorhandenen kieinen iVifnur^ hat Sodann kann b^ 
als zweiter Querschmitt betrachtet werde», nämücli als ein Querschnitt, 
welcher seinen Anfang in dem eir.en« und :i^in Ende in dem andern 
Ufer von a, hat. 
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Nunmehr können wir die beiden Ströme c^ und a^ zusammen- 
genommen als einen dritten Querschnitt von sigmaförmiger Gestalt 
(vgl. pg. 148), nämlich als einen Querschnitt auffassen, welcher in 
einem Uferpunkte des zweiten Querschnittes entspringt, und in einen 
Punkt seines eigenen Laufes einmündet. Ferner können wir den 
Strom 62 als einen vierten Querschnitt betrachten, welcher in einem 
Uferpunkte des dritten Querschnittes entspringt und in den gegen- 
überliegenden Uferpunkt jenes Querschnittes einmündet. 

Und endlich können wir nun die beiden Ströme Cj und a^ zu- 
sammengenommen als einen fünften, und den Strom b^ als einen 
sechsten Querschnitt ansehen. 

Die von einer einzigen Curve umrandete Fläche SRabc entsteht aiso 
attö der Fläche 8t durch Ausführung von seclis Querschnitten. Diese 
Querschnitte sind der Beihe nach durdh 

1) a„ 2) 6„ 

3) c^ + «2, 4) 62; 

5) Cg + «3» 6) h 

dargestellt. 

. ^^ . 

Nach (2.) ist aber die Grundzahl N der Fläche 8t gleich 7. 
Folglich wird die Grundzahl der aus 8t durch jene sechs Quer- 
schnitte entstandenen Fläche %ifjc [nach Satz (15.) pg. 155] den 
Werth 1 haben. D. h. die Fläche 8ta6c ist eine einfach zusammen- 
hängende. Q. e. d. 



§ 12. 
Fortsetzung. Drittes Beispiel. 
Betrachtet man schliesslich die der Function 



f{z)=V(z-g,){z-h,)(z—g^){z-h;) . . . {0—gp+i){z-hj^i) 

entsprechende zweiblättrige Riemann'sche Kugelfläche 8t, und be- 
zeichnet man dieselbe in ihrer punktirten Gestalt mit ?R, ferner die 
Grandzahl von 91 mit N, so findet man [vgl. (/}.) pg. 172]: 

Auch übersieht man leicht, dass die gegenwärtige Fläche 8t, 
ähnlich wie früher, durch gewisse 2p Querschnitte: 
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1) a,, 2) fc,, 

3) c, + «2, 4) 6„ 

5) ^ + «3» 6) ^» 



2i>— 1) Cp-\- Up, 22)) hp 

in eine einfach msammenhängende Fläche 9ia6c verwandelbar ist 
U. 8. w. 

§ 13. 

Fortsetzung. Viertes Beispiel. 

Bezeichnet 9i eine gans beliebig gegebene, z. B. beliebig vieUhlätt- 
rige Riemann'scbe Kugelfliiche, so wird die Grundzahl N der zuge- 
hörigen punktirten Fläche SR nothwendiger Weise durch eine der 
Zahlen 1, 3, 5, 7, 9 etc. dargestellt sein [vgl. (4.) pg. 164]. Wir 
wollen annehmen, es sei 

ohne sonst aber über die Beschaffenheit der Flächen SR, SR irgend 
welche Voraussetzung zu machen. Zufolge des Satzes (21.) pg. 159 

• 

müssen alsdann in der Fläche SR nothwendiger. Weise sechs dieselbe 
(2.) nicht zerstückelnde Querschnitte ausführbar sein. Auch wird die Fläche 
SR, zufolge jenes Satzes, durch secJis derartige Querschnitte sich stets 
in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandeln. Wir stellen 
uns die Aufgabe, derartige Querschnitte wirklich zu construiren, 
oder wenigstens so weit anzugeben, als solches, bei der fast ganz 
unbekannten Beschaffenheit der Fläche SR, überhaupt möglich ist. 
Dabei werden wir beständig die Sätze pg. 164—166 in Anwendung 
bringen, namentlich die dortigen Sätze (6.) und (8.). 

Erstens. — Die Fläche SÜ besitzt [nach (1.)] die Grundzahl 
N=l und nur eine Kandcurve, d. i. die Randcurve o der in SR 
vorhandenen kleinen Oeffnung. Zufolge des Satzes (8.) pg. 166 kann 
also z. B. in der Fläche SR ein die Fläche nicht zerstückelnder, von 
der kleinen Curve o ausgehender sigmaförmiger Querschnitt (q + a,) 
construirt werden. Und durch diesen wird alsdann die Fläche SR 
[Satz (15.) pg. 155] in eine neue Fläche SR^^^ von der Grundzahl 6 
übergehen. Wir wollen diesen sigmaförmigen Querschnitt (c, + o^) 
uns nun in der That ausgeführt denken. Die Bezeichnung sei dabei 
so eingerichtet, dass der sigmaförmige Querschnitt aus einem Bück- 
kehrschnitt a^ und einem gewöhnlichen Querschnitt c^ besteht. Dem- 
gemäss besitzt die neu entstandene Fläche SR^^^ im Ganzen 0wei 
Randcurven, nämlich eine erste Randcurve, welche durch die eine 
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Uferlinie von a^ repräsentirt ist, und eine zweite Randeurve, welche 
aus der andern uferlinie von a^, ferner aus den beiden ufern von 
Cj, und endlich aus der kleinen Curve o zusammengesetzt ist. [Vgl. 
die Bemerkung pg. 1G3.] 

Markirt man nun auf diesen beiden Randeurven der Fläche SR^^^ 
je einen Punkt, und construirt sodann irgend welchen von dem einen 
zum andern Punkt laufenden Querschnitt 6j, so wird durch diesen, 
zufolge des Satzes (6.) pg. 164, niemals Zerstückelung eintreten, mit- 
hin die Fläche 9t<^) in eine neue Fläche SR^^^ von der Grundzahl 5 
übergehen. Einen solchen Querschnitt h^ wollen wir uns nun wirk- 
lich ausgeführt denken, und dabei jene beiden willkürlich auf den 
beiden Randeurven zu markirenden Punkte, d. i. den Anfangs- und 
Endpunkt von hi so wählen, dass sie zu beiden Ufern des Rück- 
kehrschnitts a^ einander gerade gegenüberliegen. Uebrigens wird 
die neue Fläche 91^^), zufolge des Satzes (6.) pg. 164, nur eine ein- 
eige Randeurve haben. 

Zweitens. — Diese nur mit einer einzigen Randeurve versehene 
Fläche 8l^^> lässt sich nun genau in derselben Weise behandeln wie 
vorhin die Fläche 8t selber, bei welcher ebenfalls nur eine solche 
Curve (die Curve o) existirte. In der That wollen wir, in ganz ana- 
loger Weise wie damals verfahrend, in der Fläche W^^^ zuerst einen 
von i^ ausgehenden, die Fläche nicht zerstückelnden sigmaförmigen 
Querschnitt (Cj + Og) construiren, und hierauf irgend einen weitern 
Querschnitt i^ folgen lassen, dessen Anfangs- und Endpunkt zu bei- 
den Ufern des Rückkehrschnitts a^ einander gerade gegenüberliegen. 
Die so entstehende Fläche wird alsdann die Grundzahl 3 haben, 
und demgemäss mit 9t^^^ zu bezeichnen sein. 

Drittens. — Genau in derselben Weise weitergehend kann man 
nun endlich die Fläche üi^*) durch zwei Querschnitte (Cg + a^ und 
63 in eine Fläche Sl^^^ von der Grundzahl 1 verwandeln. 

Zusanmienfassung. — Wir können bei dem ganz zuerst ausge- 
führten sigmaförmigen Querschnitt {e^ -j- a^) die Länge von c, be- 
liebig klein, z. B. auch Null machen. Alsdann haben wir im Ganzen 
sechs Querschnitte: 

1) a,, 2) 6„ 

(3.) 3) Cg + a„ 4) 6„ 

5) C3 + «8> 6) ^8; 

deren Gestalt und relative Lage einigermassen veranschaulicht wer- 
den kann durch folgendes Schema: 
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Dabei sind, der bessern Uebersichtlichkeit willen, die Scbnittstrecken 
c (d. i. c^ und Cg) nur punktirt angegeben. 

Man bemerkt in dem vorstehenden Schema gewisse Unter- 
brechungen der Schnitte oder Ströme 6. Diese Unterbrechungen 
sollen andeuten, dass an den betreffenden Stellen zwischen den Strö- 
men h und a keine Communication stattfindet, dass vielmehr die 
Ströme an jeder solchen Stelle in verschiedenen Blättern der Fläche 
über einander fortfliessen, ohne mit einan- 
der in Berührung zu kommen. Anderer- ^* 
seits aber sind in dem vorstehenden Schema i 
die wirklichen DurchkretimngssteUen der 
Ströme a, h besonders stark markiri Will 
(5.) man irgend eine solche Durchkreuzungs- ,_^ 
stelle (öx, 6x) genauer, etwa in vergrösser- 
tem Maassstabe vor sich haben, so braucht 
man nur einen Blick zu werfen auf die 
beistehende Figur, in welcher die Unken 
Ufer der Ströme a«, hx durch stärkere, die rechten durch schwächere 
Linien angegeben sind. Betrachtet man also diese Durchkreurnngs- 
stelle {ttx, bx) als die gemeinsame Quelle der beiden Ströme a«, 6x, 
so liegt die anfängliche Richtung von bx zur anfänglichen Richtung 
von ttx ebenso wie die y-Axe des Coordinatensystems zur x-Axe. [Vgl. 
pg. 177]. 

Durch die sechs Querschnitte (3.) verwandelt sich nun also, 
wie vorhin gezeigt ist, die Fläche 8t in eine Fläche W^^ von der 
Grundzahl 1, d. i. in eine einfach zusammenhängende Fläche. 

§ 14. 
Fortsetzung. Allgemeinster FalL 
Welche Beschaffenheit eine Riemann'sche Kugelfläche 9{ auch 
besitzen mag, stets wird die Grundzahl N der zugehörigen punk- 
tirten Fläche SR [vgl. (4.) pg. 164] den Werth haben: 



Geometrische Betrachtungen. 185 

(6.) N==2p-i-l, 

WO p eine Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, 3, . . . vorstellt. 

In ganz analoger Weise, wie im vorhergehenden Paragraph, 
wird man nun die Fläche Sft durch 2p Querschnitte: 

1) a„ 2) &„ 

(7.) 5) C3 + aj, 6) 63, 



2i> — 1) Cp + Up, 2p) bp, 

in eine einfach zusammenhängende Fläche zu verwandeln im Stande sein. 

Bemerkung. — Wir werden im Folgenden die Fl&che % je nachdem 
in ihr alle Schnitte a, bj c, oder nur die Schnitte a, h, oder nur die 
Schnitte a, oder endlich nur die Schnitte b ausgeführt gedacht werden 
sollen, respective mit 91^^^, oder 91^^, oder K^^, oder 9i^ bezeichnen. Die 
Fläche ?ft^ besitzt alsdann also p von einander getrennte Rückkehrschnitte 
Ol, a^, (»^ ... a . Analoges gilt von 9i^. 

Zweite Bemerkung. — Die hier angegebene Verwandlung der Fläche 
di in eine einfach zusammenhängende Fläche 91^^^ ist genau dieselbe, 
welche Eiemarm ausgeführt hat [Ges. Werke pg. 122, 123]. 

Uebrigens hat Riemann an einer früheren Stelle seiner Abhandlung 
[Ges. Werke pg. 97] noch eine etwas andere Methode der Zerschneidung 
benutzt. Es werden nämlich dort Schnitte c^, a^^ a^, a^, , , , a^j, benutzt, 
deren jeder für sich allein betrachtet einen Rückkehrschnitt repräsentirt. 
Die beiden ersten, nämlich Oi und <jg, sind identisch mit den vorhin be- 
sprochenen Schnitten Oj und b^. Es hat also z. B. <r, seinen Anfang und 
sein Ende in zwei einander gegenüberliegenden Uferpunkten des Schnittes 
Ol, Desgleichen hat nun aber auch weiter a^ seinen Anfang und sein 
Ende in zwei einander gegenüberliegenden üferpunkten von a^ ; sodann 
«4 seinen An&ng und sein Ende in zwei einander gegenüberliegenden 
Qferpunkten von a^; u. s. w. u. s. w. 

§ 15. 
Die Grundzahl einer geschlossenen Fläche. 

Unserm Programme pg. 151 entsprechend, haben wir bis jetzt 
die geschlossenen Flächen von unserer Betrachtung excludirt, indem 
wir z. B. statt einer Riemann'schen Eugelfl'äche SR jedesmal die zu- 
gehörige punktirte Fläche 91 ins Auge fassten. 

Wollen wir jetzt nachträglich auch der geschlossenen Fläche 
selber eine bestimmte Grundzahl zuertheilen, so ist die dabei zu be- 
folgende Methode durch den Satz (23.) pg. 160 in deutlicher Weise 
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vorgezeichnet. Ist also z. B., wie in (6.), die Grundzahl N der punk- 
tirten Fläche 9^ mit 
(8.) N=2p+1 

bezeichnet, so wird, zufolge jenes Satzes^ die Grundzahl N der Fläche 

81 selber den Werth haben: 
(9.) N = 2p. 

Wenn Riemann die Fläche SR selber eine (2|)+l)fach zusam- 
menhängende nennt, derselben also die Grundzahl (2p +1) zuer- 
theilt, so denkt er sich dabei jedesmal {R statt 9t substituirtj wie 
solches übrigens auch von ihm in deutlicher Weise hervorgehoben 
ist. Empfehlenswerther aber dürfte es vielleicht sein, eine solche 
stillschweigende Substitution zu vermeiden. Und dann ist die Fläche 
91 eine 2jpfach zusammenhängende zu nennen, ihre Grundzahl also 
== 2p zu setzen. 



Achtes Oapitel. 
lieber Integrale mit veränderlicher Integratiouscurve. 

Die Untersuchungen dieses Capitels sollen nur eine Vorberei- 
tung zum näheren Studium der AheV sehen Integrale sein, von denen 
im folgenden Capitel die Rede sein wird. 

§ 1. 

Integrale auf einer ebenen einblättrigen Fläche. 

Sind q) = q>{js) und ^ =^ iij{z) gegebene Functionen, so wird der 
Werth des Integrals 

•o 

im Allgemeinen nicht nur von den beiden Endpunkten s^, z der 

Integrationscurve, sondern auch von dem Wege derselben zwischen 

diesen beiden Punkten abhängen. Doch lassen sich Fälle angeben, 

in denen das Integral von dem genannten Wege unabhängig ist. 

und zwar stützen sich die hierbei anzustellenden Betrachtungen 
wesentlich auf den früher [pg. 23] gefundenen 

Hülfssatz : Sind (p =^ q>{z) und tp = tp{z) auf irgend einem endlidie^i 
Theü 9C der horizontalen z- Ebene eindeutig und stetig, so ist das über 
sämmtlicTie Bandcurven von % in positiver Eichtung erstreckte Integral 

(la.) f^vdrp 

stets «" 0. 

Um zu zeigen, dass der Werth des Integrals (1.) in gewissen 
Fällen von dem Wege der Integrationscurve unabhängig ist, wollen 
wir uns in der horizontalen jE?-Ebene irgend eine endliche Fläche % 
mit nur einer Randcurve abgegrenzt denken, und annehmen, dass 
9 = 9(jer) und ^ = ^(jsi) auf dieser Fläche Sl eindeutig und stetig 
sind, Markiren wir nun innerhalb % irgend zwei Punkte Zq und z, 
und ziehen wir sodann, ebenfalls innerhalb 9, irgend zwei von z^ 
nach z laufende Curven 6 und 6\ so bilden ö und 6' zusammen- 
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genommen einen Rückkehrschnitt der Fläche 81, durch welchen die- 
selbe in zwei von einander getrennte Stücke Äj und ^ zerföllt. 
Das über die Randcurve (tf+<y') 
des Theiles Ä^ erstreckte Integral 

(2.) f^<P dt 

kann offenbar in zwei Theile 
zerlegt werden: 

(3.) J q)dtlf=^Jq)dt—f/p dt, 

wo alsdann in den beiden Inte- 
gralen rechter Hand die Inte- 
grationen über 6 und a' hin- 
erstreckt zu denken sind in der Richtung der gezeichneten Pfeile^ 
d. i. von Zq nach s. Zufolge des vorhin genannten Hülfssatzes ist 
aber das Integral (2.) gleich Null] denn q)==^^(/) und ^ = ^(jbt) sind 
nach unserer Voraussetzung auf %, mithin auch auf St^ eiadeutig 
und stetig. 

Demgemäss ergiebt sich aus (3.): 

(4.) J q>dt =J q)dt. 

o c 

Diese Formel aber zeigt, dass das Integral 

z 

(5.) fvdt 

»o 

ein und denselben Werth hat, mag man nun der Integrationscurve 
den Weg 6 oder den Weg tf ' zuertheilen. Mit andern Worten: Sie 
zeigt, dass das Integral (5.) vom Wege der Integrationscurve tmab- 
hängig ist, falls man nur diesen Weg auf das Innere der gegebenen 
Fläche St beschränkt. Also der Satz: 

Es bezeichne Ä eine in der z- Ebene abgegrenzte endliche Fläche 
mit nur einer Bandcurve, Femer seien q> = q>{z) und i; = il^(z) irgend 
zwei Functionen, die auf 8 eindeutig und stetig sind. Versteht man 

alsdann unter 

» 

(6.) fvdf 

ein in seiner Bewegung auf die FUUJhe 8 beschränktes Integral, d. ». 
ein Integral, dessen Integrationscurve Zq. . . z beständig innerhalb % 
bleiben soll, so unrd der Werth dieses Integrals lediglich abhängen 



Integrale mit veränderlicher Integrationscurve. 



189 



von den beiden Endpunkten Zq und z der Integrationscurve, hingegen 

unabhängig sein von deni Wege der Curve zwischen diesen beiden Funkten. 
Bemerkung. — Bei Ableitung der Formel (4.) ist stillschweigend vor- 
ausgesetzt, dass die beiden Curven a und a* einander nicht durchkreuzen. 
Doch sieht man leicht, dass die Formel (4.) von dieser Voraussetzung un- 
abhängig ist. 

Sind nämlich c und o' zwei einander in einem oder auch in mehreren 
Punkten durchschneidende Curven, so wird man eine dritte Curve ^ zu 
Hülfe nehmen, welche ebenfalls von Zq nach z geht, ebenfalls ihrem ganzen 
Laufe nach innerhalb 9( bleibt, und welche ausserdem weder mit a noch 
auch mit a' sich irgendwo durchkreuzt. Sodann wird sich sofort nach- 
weisen lassen, dass das längs q hinerstreckte Integral mit dem längs a 
hinerstreckten gleichwerthig ist, und dass es ebenso auch gleichwerthig ist 
mit dem über a' hin ausgedehnten Integrale. Daraus aber folgt sofort, 
dass die auf a und a' hinlaufenden Integrale auch unter einander gleich- 
werthig sind. Q. e. d. 

Zufolge des Satzes (6.) ist das Integral (6.) lediglich abhängig 

von Zq und z, also eine eindeutige Function von z^ und z^ oder falls 

man den Punkt Zq als fest betrachtet, eine eindeutige Function von 

z allein. Demgemäss mag dasselbe mit F{z) bezeichnet werden: 

(7.) F(z)=fipdti, m- 

Dabei soll das in Klammern beigefügte % andeuten, dass das Inte- 
gral in seiner Bewegung auf die Fläclie % beschränkt zu denken ist. 
Leicht lässt sich nun zeigen, dass diese Function F{z) auf 81 nicht 
nur eindeutig, sondern auch stetig ist. 

Zu diesem Zwecke markire man innerhalb 91 einen beliebigen 
Punkt c, beschreibe um c eine 
Kreisflache @, und bezeichne 
irgend einen variablen Punkt 
innerhalb & mit z. Um nun 
den Werth der eindeutigen Func- 
tion F(0), (7.), in diesem Punkte 
z zu erhalten, kann man eine 
Integrationscurve anwenden, die 
zuerst von Zq nach c, und so- 
dann von c nach z geht, da- 
bei aber stets innerhalb Sl bleibt. 
In solcher Weise ergiebt sich: 




(8.) 



F{e)=ftpdil>+Jipdt, 
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oder, was dasselbe ist: 
(ffj F(2) = F(c +fipdv. 

Nun sollen q> und r auf 9. mithin auch auf (i ehuhtitig uml stetig sein. 
Gleiches gilt daher [Sat? Ho.: pg. 23J z. B. auch von dem Produet 

DemgemäsH i.st dieses Produet innerhalb des um r beschriebenen 
Kreises (£ darstellbar durch die Taylor sehe Entwicklung [p. 34]: 

g,^^" = ^ + Ä(r - .) + C'(> - c)* + . . . , 

WO Aj liy C, . . . constante Coefficienten vorstellen. Hieraus folgt, 
falls man mit dz mnltiplicirt: 

fpdt = [A + B(z — c; + C(z — c? + . . .] dz. 

Substitnirt man diesen Werth von ^di* in die Formel (9.), so er- 
hält man: 

00.; F(z) = F{c) + A^' -/'' + Ji ^-' - '>' + C '" ~"^' + . - - 

Diese für alle Punkte z der Kreisfläche 6 gültige Formel zeigt aber, 
dass F(z) innerhalb dieser Kreisfläche (E d. i. im Bereich des Punk- 
te c stetig ist Beachtet man also, dass c einen innerhalb 91 ganz 
tcUlkürUchen Punkt repräsentirt, so gelangt man zu folgendem Re- 
sultat: 

Versteht man unter 91 eine in der z- Ebene abgegrenzte endliche 
FläcJie mit nur einer Ilandcttrve, femer unter fp = fp{z) und ^ = ^(jsr) 
zwei Functionen, die auf 91 eindeutig und stetig sipid, und denkt 
man sich überdies innerhalb % irgend einen festen Funkt Zq nwrkirf, 
so wird das von Zq ausgehende und in seiner Betregung auf die Fläche 
91 besctiränkte Integral 

(11.) s<pd^ m 

eine Function von z sein, die innerhalb 91 überall eindeutig und 
stetig ist. 

Die hier abgeleiteten Sätze sind niclU mehr gültig fQr eine 
Fläche 91 mit zwei Randcurven, z. B. nicht mehr gültig für eine von 
zwei concentrischen Kreisen begrenzte ringförmige Fläche 91. Ver- 
sucht man nämlich in diesem Fall den analogen Weg, wie vorhin, 
einzuschlagen^ markirt man also innerhalb dieser ringförmigen Fläche 
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% zwei Punkte Zq und is, und zwei von Zq nach z gehende Wege 6 
und 6% so können Zq, z, 6, a' möglicher Weise derart liegen, dass 
6 und ö' zusammengenommen einen zu jenen beiden ßandkreisen 
concentrischen , intermediären Kreis bilden. Durch diesen Kreis 
(ö + (?') zerfällt alsdann die Fläche ?l in zwei Theile 8t, und %, 
der Art, dass Sl^ von (<? + <?') und dem innern Randkreise, anderer- 
seits ^ von (6 + <y') und dem äussern Randkreise begrenzt ist. 
Und demgemäss ist z. B. die Formel (3.), welche ein wesentliches 
Glied der früheren Betrachtung bildete, im gegenwärtigen Fall nicfU 
mehr richtig. U. s. w. 

Trotzdem aber sind jene früheren Untersuchungen auch auf 
eine Fläche Sl mit zwei Randcurven anwendbar, falls man nur eine 
sich leicht darbietende Modification eintreten lässt. Eine solche in 
der £1- Ebene abgegrenzte Fläche 31 mit zwei Randcurven kann näm- 
lich, mittelst eines von der innern zur äussern Randcurve gehenden 
Querschnitts g, in eine Fläche 2(^ verwandelt werden, die nur noch 
eine Randcurve besitzt [vgl. den ersten Fall pg. 161]. Und dem- 
gemäss sind auf diese neue Fläche ^q die vorhin angestellten Be- 
trachtungen ohne Weiteres anwendbar. Man gelangt daher z. B., 
was den Satz (11.) betrifft, im gegenwärtigen Fall zu folgendem 
analogen Satz: 

Versteht man unter 2( eine in der z- Ebene abgegrenzte endliche 
Fläche mit zwei Eandcurven, ferner unter (p = {p{z) und ip = ilf{z) 
zwei auf 8t eindeutige und stetige Functionen, denkt man sidi femer 
die Fläche 8t mittelst eines von der innern zur äussern liandcurvc lau- 
fenden Querschnitts q in eine Fläc/ie 81, verwandelt, die nur nocti eine 
Randcurve besitzt, und markirt man überdies innerhalb 8ty irgend einefi 
festen Punkt Zq, so wird das von z^ auscjehende und in seiner Be- 
wegung auf %q beschränkte Integral 

(12.) f<pdrl> ist,] 

eine Function von z sein, die innerlialb 81^ überall eindeutig und 
stetig ist. 

Es bleibt noch übrig, die Werthe zu untersuchen, welche die 
durch dieses Integral definirte Function F{z): 

(13.) F{z)=fq>dt [8t,] 

•o 

zu beiden Ufern des Querschnitts q besitzt. Sind k und V irgend 
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zwei Punkte am linken Ufer von q, und g und p' die gegenüber- 
liegenden Punkte am rechten Ufer von q, so erhält man aus (13.) 
z. B. für den Werth F(l') die Formel 

wo die Integratiouscurve von r^ nach A' jeden beliebigen innerhalb 
9y bleibenden Weg einschlagen darf. Demgemäss kann man diese 
Curve z. B. von Zq zunächst nach A, und von hier aus, längs des 
linken Ufers von q, nach V 
gehen lassen [vgl. die beiste- 
hende Figur]. Alsdann erhält 
man: 

also mit Rücksicht auf (13.): 

X' 

(14.) FW) = F(X) + JV dtl;, 

X 

In gleicher Weise ergiebt sich 
[vgl. wiederum die beistehende 
Figur] die analoge Formel: 

(15.) F((f') = F(Q)-{-fi>dt. 




o 



Da nun g) = ^(js) und ^ = ^(^), [nach unserer Voraussetzung], 
nicht nur auf %q, sondern auch auf der ursprünglichen Fläche % 
überall eindeutig und stetig sind, so werden die beiden Integrale 
in (14.) und (15.) offenbar einander gleich sein. Demgemäss ergiebt 
sich aus (14.) und (15.) durch Subtraction: 

(16.) Fix') - F(q') = Fix) - F{q). 

Also der Satz: Bezeidtnet fnan die Werthe, welche das Integral (12.) : 



(17.) 



F{z)=jtpdn, isg 



in iryetid zwei am linken und rechten Ufer des Quersdmüts q einander 
gegenüberliegenden Punkten k und q besitzt y mit F(k) und F(q), und 
die Differenz dieser beiden WerÜie mit A: 

(18.) A = F{k) - Fi(f), 

so wird A längs des Querschnittes q constant sein. 
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Ebenso wie das Integral 
(19.) F{z) = fq>dt [«,] 

in seiner Bewegung auf %q beschränkt ist, ebenso mag jetzt unter 
(20.) %{z) = Jq>d^l> m 

ein in seiner Bewegung nur auf 31 sdher beschränktes Integral ver- 
standen werden; wie solches in der Formel angedeutet ist durch 
das in Klammem beigefügte Sl. Während also das Integral F{z) 
den Querschnitt q niemals überschreiten darf, sollen dem neuen 
Integral % (z) derartige Ueber- 
schreitungen beliebig oft und 
an beliebigen Stellen gestat- 
tet sein. 

Wir betrachten das Inte- 
gral f$ in einem Augenblick, wo 
seine Integrationscurve sSq. .. ss 
den Querschnitt q erst einmal^ 
und zwar an der Stelle Xq^ 
vom linken zum rechten Ufer 
überschritten hat [vgl. die bei- 
stehende Figur]. Der augen- 
blickliche Werth des Integrals 
%{$) kann alsdann, entsprechend 
den beiden Theilen z^k und 
Qis der genannten Curve, ebenfalls in zwei Theile zerlegt werden: 

X z 

(21.) %(z)=f<pdt+fq>df, 

eine Formel, die mit Rücksicht auf (19.) auch so geschrieben wer- 
den darf: 

(22.) tS(^) = F{X) + f^dt. 

Das hier auftretende von q nach z erstreckte Integral kann 
aber ebenfalls durch F ausgedrückt werden. Will man nämlich 
den Werth von F im Punkte z haben [vgl. die vorstehende Figur], 
80 kann man zu diesem Zweck irgend eine beliebige innerhalb %j 
bleibende und von 0^ nach z laufende Integrationscurve , also z. B. 
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die Curve z^^ccgz anwenden, und erhält in solcher Weise: 

Q 

F{z)=f(pdil;+f(pdt, 



^o v 



wo unter ZqQ die Curve ZqCCq zu verstehen ist [vgl. die Figur]. 
Diese letzte Formel kann daher mit Rücksicht auf (19.) auch so 
geschrieben werden: 

o 

Substituirt man aber den hieraus für das Integral 

Cq)dilJ 

o 

s 

sich ergebenden Werth in (22.), so erhält man: 

(23.) 5 W = [i^(A) - F(p)] + F{z), 

oder mit Rücksicht aaf (18.): 

(24.) 5(«) = A + F{s). 

Dieses Resultat kann man leicht auf den Fall erweitem, dass 
der Querschnitt q von der Bahn des Integrals % (/) helüing oft über- 
schritten wird. Man gelangt so zu folgendem Satz: 

Hält man fest an den in (12.), (17.), (18.) eingeßhrten Bezeich- 
nungen, und versteht man überdies unter 

(25.) ^{z) = fq,dn> [«] 

das in seine}' Bewegung auf die ursprmiglicJie FUidie Sl beschränkte 
Integral, so wird dieses %{z) eine unendlich vieldeutige Function 
von z sein. Doch werden die unendlidi vielen Werthe, welclie ^(z) in 
einem gegebenefi Punkte z besitzt, von der daselbst eindeutigen Func- 
tion F{z) immer nur um ganze Vielfaclie der Constante A verschie- 
den sein. 

Markirt man nämlidi innerhalb St einen beliebigen Funkt z, und 
lässt man die Integi'ationscurve des Integrals %{z), wahrend sie von 
Zq nach z läuft, den Querschnitt q im Ganzen l-mal voiu linlcen zum 
rechten, und r-mal vom rechten zum linken Ufer übersdireiien , so wird 
der bei Anwendung dieser Integrationsmrve für ^{z) sich ergebende 
Werth zu F(z) in der Beziehung stehen: 

(26.) ^i0) = F(z) + il-r)A, 

WO A die in (18.) definirte Constante vorstellt. 



Integrale mit ver&nderlicher Integrationscurve. 195 

Setzt man insbesondere 1=1 und r = 0, so erhält man den 
in (24.) betrachteten Specialfall. 

Beispiel. — Ein einfaches Beispiel für die hier angestellten Betrach- 
tongen gewährt das Integral: 

A 

Die hier auftretenden Functionen 9 =» — und ip => z sind eindeutig und 

z 

stetig auf einer ringförmigen Fläche 91, die von irgend zwei um den An- 
fangspunkt z s=» beschriebenen Kreisperipherien begrenzt ist. 

Ohne näher auf diesen Gegenstand einzugehen, sei nur bemerkt, dass 
die Constante A (18.) im gegenwärtigen Fall = — 2«», und ^{z) iden- 
tisch mit log z wird. 

§2. 

Ueber Integrale auf einer mehrblättrigen Biemann'schen 

Kiigelfläohe. 

Es sei eine Riemann'sche Kugelfläche 9i in ganz beliebiger 
Weise gegeben, mit beliebig vielen Blättern, Windungspunkten und 
Uebergangslinien. Femer sei © irgend ein Theil von 9i. Endlich 
seien g> == q)(z) und ijf = ilf{z) zwei Functionen, die auf © eindeutig 
und stetig sind. Alsdann kann das positiv über den Band von @ 
erstreckte Integral 

falls man © in kleine Stücke Uj, U^, . . . U^ zerlegt, auch so dar- 
gestellt werden: 

oder^ falls man diese Stücke in ihre natürlichen Zustände S(i; ^^ 
. . . ^ versetzt, auch so: 

Da nun tp und ^ auf ©, mithin z. B. auch auf Ux und 2tx eindeu- 
tig und stetig sind, so ergiebt sich [mittelst des Hülfssatzes pg. 187] 
sofort: 

und folglich aus (2.): 
(3.) /' fpdtif ebenfalls =0. 

13* 
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Also der Satz: Sind q> ^= q>{z) und ^ = ^(j?) auf irgend einem 
Theil © einer Riemannsdien Kugelfläche eindeutig und stetigj so 
wird das in positiver RidUung über den Band von @ erstreckte In- 
tegrai / 

(4.) f (pdt stets = 

sein. Besitzt © mehrere Bandcurven, so ist seJhstverständlidi dies 
Integral in Wirklichkeit eine Summe von mehreren Integralen. 

Auf der Fläche 9i sei irgend ein fester Punkt z^ markirt Das 
von Zq aus auf der Fläche 9i längs einer heutigen Curve fortschrei- 
tende und schliesslich bis zu irgend einem Punkte z vordringende 
Integral von (pdi^ mag mit 

(5.) f'pdi', 

-o 

oder, falls jene Curve irgend welche bestimmte Gestalt 6 besitzen 
soll, mit 

X 

(6.) Cq>dif [<y], oder auch mit j g>dt 

bezeichnet werden. Dabei ist unter jener Curve stets die Bahn 
eines Punktes zu verstehen, der seine Lage auf 9i Schritt für 
Schritt in stetiger Weise ändert. Es wird also diese Curve z. B. 
aus einem Blatt der Fläche 9i in ein anderes immer nur beim Pas- 
siren einer Uebergangslinie gelangen können. [Vgl. (2.) pg. 66.] 

Denkt man sich auf 9i irgend einen Flächentheil © abgegrenzt, 
femer den festen Punkt Zq innerhalb © gelegen, und soll das Inte- 
gral (5.), was die Bewegung seiner Integratiouscurve Zq . . . z betrifft^ 
auf den Flächentheil © beschränkt werden, soll also die genannte 
Curve innerhalb © sich beliebig bewegen, den Rand von @ aber 
niemals überschreiten dürfen, so mag das Integral, um solches an- 
zudeuten, mit 

z 

(7.) fvcl^ [@J 

bezeichnet werden. Alsdann ergiebt sich leicht ein den Sätzen pg. 190 
und 191 analoger Satz, der folgendermassen lautet: 

Versteht ^nan unter © irgend einen einfach zusammenhängen- 
den Theil der gegebenen Fläclie 9i, fenier unter q> = q>{z) und if = ^(z) 
zwei auf. © eindeutige und stetige Functionen, endlicfi unter z^ 
einen inyierhalb © markirten festen Punkt, so wird das von z^ aus- 
gehende ufid in seiner Bewegung auf © beschränkte Integral 
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(8.) Jfpdt [SJ 

eine Function von sein, tvelclw auf @ allenüialben eindeutig und 
stetig ist. 

Beweis, — Zieht man, von ;8?^au8, nach einem ebenfalls inner- 
iKÜh © liegenden Punkte z irgend zwei inncrhalh © bleibende Cur- 
ven 6 und 6\ so bilden 6 und 6' zusammengenommen einen Rück- 
kehrsdinitt der Fläche ©. 

© ist aber nach unserer Voraussetzung einfach zusammen- 
hängend, und zerfallt daher [Satz (7.) pg. 151] durch diesen Rück- 
kehrschnitt (ö + <^') in zwei getrennte Stücke ©j und ©g, von denen 
das eifie ©j nur von (ö + «^0 begrenzt ist, während das andere ©^ 
theils von der Curve (ö + (f), theils vom ursprünglichen Rande der 
Fläche © begrenzt sein wird. Demgemäss ergiebt sich für das posi- 
tiv über den Rand von ©^ erstreckte Integral 

(a.) r rndt 

die Formel: 
iß.) ±f q>dt=f (pdt -f ,(pdt, 

die Integrationen über 6 und 6' hinerstreckt gedacht von Zq nach z. 
[VgLdie analogen und mehr anschaulichen Betrachtungen auf pg. 188.] 
Nach unserer Voraussetzung sollen aber 9 = 9 (je') und ^ = ^ (£?) 
auf ©, mithin auch auf ©^ eindeutig und stetig sein. Zufolge (4.) ist 
daher das Integral (a.) gleich Ntdl] sodass also die Formel (ß,) über- 
geht in: 
(y.) . f^(pdt=f^,9(it' 

Hiermit aber ist bewiesen, dass der Werth des Integrals (8.) in 
irgend einem Punkte z stets ein und denselben Werth annimmt, wel- 
chen Weg man seiner Integrationscurve von Zq nach z auch zuer- 
theilen mag. 

Der Werth des Integrals (8.) ist also eine eindeutige Function 
von z. Dass derselbe gleichzeitig auch eine stetige Function von z 
ist, ergiebt sich unmittelbar aus der vorausgesetzten Stetigkeit der 
beiden Functionen 9 und ^. 
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Die allgemeinen Eigenschaften der AbeFsehen Integrale. 

§ 1. 

Untersnohtuig der Abel^sohen Integrale in ihrer nrgprnnglichon, 

nnbestiininten Form. 

Ein Integral von der Form 

(1.) fviz)dz 

wird bekanntlich, falls die Function 9(5^ gewissen Bedingungen ent- 
spricht, ein ÄbeVsches Integral genannt. Und zwar kann man dabei 
jeoe von der Function ^{js) zu erfüllenden Bedingungen in* doppel- 
ter Weise formuliren. 

Man kann entweder sagen: Die Function ^ = (p(/) soll definirt 
sein durch eine Gleichung: 

Zq -f Zi9 -f Zjcp* + . . . + Z,g?* = 0, 

deren CoefficiefUen Zq, Zj, Z^, ... Z« rationale Functionen von 8 
sind. Dies würde der ursprünglichen AbeFschen Anschauungsweise 
entsprechen. 

Oder aber man kann sagen: Die Functio9i q> ^1^ fp(g) soB auf 
irgend einer Riemann'sd^i Kugelfläche 9i regulär^ d. 1. daselbst ein- 
deutig und bis auf einzelne Pole stetig sein. 

In der That sind beide Bedingungen unter einander äquivalent 
Denn entspricht eine Function (p =» q>{js) der ersten Bedingung^ so 
entspricht sie auch der zweiten [vgl. (1.), (2.) pg. 94 und namentlich 
auch (10.) pg. 145]. Und entspricht umgekehrt die Function der 
zweiten Bedingung, so wird sie nothwendiger Weise auch der ersten 
entsprechen [vgl. pg. 122]. 

Wir wollen nun bei den weiteren Betrachtungen den jRfeifiafifi- 
schen Weg verfolgen, also der zweiten Definition den Vorzug geben. 
Und demgemäss wollen wir uns irgend eine Riemaunsche Kugel- 



Die ÄbeVachen Integrale. 199 

fläche 91 in ganz beliebiger Weise gegeben denken, mit beliebig 
vielen Blättern, Windungspunkten und Uebergangslinien, und an- 
nehmen, die Function (f = <p(^) sei auf dieser Fläche 91 regulär , 
d. h. sie sei daselbst eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. 
Um zuvörderst das sogenannte unbestimmte Integral 

(2.) F = J^dz = f(p{0)dz 

an irgend einer Stelle der Fläche 9i näher zu untersuchen, mar- 
kiren wir auf 9i einen beliebigen Punkt c und bezeichnen das Be- 
reich dieses Punktes in seinem ursprünglichen und natürlichen Zu- 
stande respective mit \l{c,z) und Sl(y, S). Auf der Fläche 31 ist 
alsdann tp ^= (p(z) darstellbar durch die Formel: 

(«.) q> = «pW = (ß - rYm), [vgl. (15.) pg. 108]. 

Einer analogen Darstellung ist aber auch die Function ^ = jer fähig 

dz 
[vgl. (26.) pg. 114], und ebenso auch die Function ^ = ji [vgl. 

z. B. pg. 122]. Somit ergiebt sich: 
iß.) V = ^^ = (g-y>'.£.(e). 

Substituirt man aber diese Werthe (a.), (j8.) in (2.), so folgt: 

(3.) F = fq,dg =/9>f-jdg =f(.t-ryEit)dt. 

Dabei bezeichnet v = f* + f*i [ebenso wie fi und ft^ selber] eine 
positive oder negative ganze Zahl, und E(g) = E{^E^{i) eine Func- 
tion, die [ebenso wie J?(g) und E^{^'\ eindeutig, stetig und nicht- 
verschwindend ist. 

Man kann jetzt U und 3( nachträglich noch weiter verkleinern, 
und in solcher Art % in eine um y beschriebene Kreisfläche ver- 
wandeln. Alsdann ist E(g) innerhalb SSi in eine Taylor'sche Reihe 
entwickelbar: 

E(Ö = A + A(5- y) + Mi - y)* + . . . ; 

80 dass man erhält: 
(4.) F - JtA(S - yy + Ä, (g - y)*+» + ^,(g - yy+» + • • •] dt 

Die Integration lässt sich jetzt sofort ausführen, wobei der Fall 
V =i — 1 besonders zu behandeln ist. Man übersieht sofort, dass der 
in solcher Weise für F resultirende Werth auf Ä im Punkte y, d. h. auf 
U im Punkte c endlieh oder unendlich ist, jenachdem v = 0, 1, 2, 3 etc. 
oder aber «*= — 1, — 2,-3 etc. ist; und gelangt in solcher Weise 
zu folgenden Sätzen: 



(8.) 
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Repräsmtirt g> = g>{^) eine auf 9i reguläre Function^ so zerfallen 
sämmtliche Punkte der Fläche Sft mit Beaug auf das unbestimmte In- 
tegral: 
(5.) F = Jtpdz 

in zwei Kategorien, nämlieh erstens in die Endlichkeitspunkte von 
F, und zweitens in die Unendlichkeitspunkte von F. 

Ist c ein Endlichkeitspunkt von F, so wird dieses F [nach 
Fixirung der Integrationsconstante] im Bereich Vi{c,z) oder %(y,t) 
des Punktes c darstellbar seift durch die Formel: 

(6.) jF = (eindeut., stetig. Funct. von {;); 

woraus z. B, folgt: 

(7.) f dF= f dF= f g>dz = 0. 

Ist hingegen c ein Unendlichkeitspunkt von F, so wird dieses 
F [nach Fixirung seiner Integrationsconstante] im Bereich U {c, z) 
oder ?l(y, Ö ^ Punktes c darstellbar sein durch die Formel: 

+ (eindeut., stetig, Function von {;) 

wo A, B^^^ B^*), . . . B^*) constcmte Coefficienten vorstellen. Aus dieser 
Formel (8.) folgt sofort: 

(9.) J^dF^J^dF^J^^dz = 2«tA, 

die Integration [ebenso wie in (7.)] positiv hinlaufend gedacht um das 

Bereich Ä oder U. 

Bemerknng. — Riemann bezeichnet die in der Formel (8.) anftre- 
tende Function (f — y) mit r [vgl. Riemann's Gesammelte Werke pg. 97], 
und sagt von derselben, sie sei eine Function von e, die in dem betrach- 
teten Punkte c unendlich klein von der ersten Ordnung wird. Dies steht 
mit imscrer Betrachtungsweise in vollem Einklang. In der That ist näm- 
lich (i — y) eine Function von z, die im Punkte c einen Nullpunkt erster 
Ordnung besitzt. 

Sind beide Functionen (p = <p{z) und ^ = £? im Punkte c d. h, 

dz 
auf U und 31 stetig, und ist also V = -^r auf Ä ebenfalls stetig [vgl. 

den Satz pg. 49], so wird das Integral 

daselbst gleichfalls stetig sein, wie sich solches z. B. leicht ergiebt 
mittelst der in (3.), (4.) angegebenen Betrachtungen. Demgemass 
können die Unendlichkeitspunkte von F nur in solchen Punkten c 
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liegen^ in denen die Functionen (p = ^(js) und ij} = z entweder beide, 
oder wenigstens eine derselben, unsteti{) sind. Mit andern Worten: 

Die Unendlichkeitspunkte von F sind entweder geradezu durch die 
(10.) Fole der Functionen (p(z) und z, oder aber durch einen Theil dieser 
Pole dargestellt, Demgemäss können also die Unendlichkeitspunkte von 
F auf der Fläche Sft immer nur vereinzelt vorkommen. 

Ist Firn Punkte c unendlich, so wird F im Bereich dieses Punk- 
tes darstellbar sein durch die Formel (8.). und für die Beschaffen- 
heit dieser Formel sind die Werthe der daselbst auftretenden con- 
stanten Coefficienten A, B^^\ B'^\ , . . B^*) von charakteristischer Be- 
deutung. Sind z. B. B^^^, B^«), . . . B(^> sämmtlich = 0, so geht die 
Formel über in: 

(11.) F = A log (5 — y) + (eind. stetig. Funct. von g). 

In diesem Fall heisst c ein logarithmischer Unendlichkeitspunkt, oder 
genauer ausgedrückt ein rein logarithmischer Unendlichkeitspunkt. 
Isty um ein zweites Beispiel anzuführen, A = 0, hingegen B^^^ 
von verschieden, während B^*^, B^^^ . . . B^*^ sämmtlich = sind, 
so geht die Formel (8.) über in: 

B(i) 
(12.) F= ^__ 1- (eind. stetig. Funct. von g). 

In diesem Fall wird oflFenbar der Punkt c als ein Fol von F, und 
zwar als ein Pol erster Ordnung zu bezeichnen sein. 

In der That kann man die Formel (12.), falls man die daselbst auf- 
tretende eindentige imd stetige Function mit 0{i) bezeichnet, in die Ge- 
stalt versetzen: 

F = (S - y)-» [B«*' + (f - y) . 0«)]. 

Der hier in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck repräsentirt wieder- 
um eine eindeutige und stetige Function von {;, die überdies im Punkte y 
den nach unserer Voraussetzung von verschiedenen Werth B^'^ annimmt. 
Denkt man sich also das Bereich U oder % hinreichend klein, so repräsen- 
tirt jener in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck eine Function vom 
Charakter E\ so dass man also erhält: 

F ^ {i - y)-^ E, - Q. e. d. 

Ist ferner, um ein letztes Beispiel anzuführen, A = 0, hingegen 

B<^^ von verschieden, ebenso auch B^^^, während B^^^, B<*), . . . B^'^) 

sämmtlich = sind, so geht die Formel (8.) über in: 

B(1) b(2) 

(13.) F= YZT^y + (x^~yy + (®^^- ^*®*^S' V\in(ii. von g). 

Und in diesem Fall repräsentirt c [wie man leicht übersieht] einen 
Fol zweiter Ordnung von F. 
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Schliesslich wird der durch die allgemeine Formel (8.) cbarak- 
terisirte UnendlichkeitspuDkt c zu bezeichnen sein als ein logarith^ 
misch'polarer Unendlichkeitspunkt , nämlich als die Superposition eines 
rein logarithmischen Unendlichkeitspunktes und eines polaren ün- 
endlichkeitspunktes A*®' Ordnung. 

§2. 

Fortsetzung. Allgemeine Sätze über die Unendlichkeitspunkte 

der betrachteten Integrale. 

Bezeichnet man sämmtliche Unendlichkeitspunkte, welche das 
Integral 
(14.) F = fq>dz 

auf irgend einem Theil @ der gegebenen Fläche 9i besitzt^ mit C|; 
c^, . . . Cff, so werden air diese Punkte [zufolge des Satzes (10.)] in 
den Polen der Functionen g>(0) und is liegen. Ausser c^, Cg, . . .Cg 
' können aber g>{z) und is auf © möglicher Weise noch andere Pole 
besitzen, welche d^, d2, . . . dh heissen mögen. Bezeichnet man nun 
die Bereiche der genannten Punkte respective mit U^, U^, .. . Up 
und ^i, äSgj . • * ^h, und das nach Absonderung all' dieser Bereiche 
noch übrig bleibende Stück der Fläche © mit %: 

© = X + (U, + U, ... + U, + SBi + »,... + SB,), 
so ist offenbar: 

(15.) f dF=f dF+j/ f dF+^ f dF. 

Nach (9.) ist aber: 
(a.) / dF = 27tik^, 

wo Ax dasjenige specielle A vorstellt, welches in der Entwicklung 
(8.) vorkommt, falls man dieselbe speciell auf den Punkt Cx in An- 
wendung bringt. 

Das dx ist, nach seiner Definition, ein Endlickkeitspunkt von F. 
Somit folgt aus (7.): 

Nun ist ferner zu beachten, dass c^fC^, - . . Cg und d^y d^, . . . cfk 
zusammengenommen sämmtliche Pole der Functionen g>{0) und auf 
der Fläche © repräsentiren. Demgemäss sind (p(js) und auf der 
aus © durch Absonderung jener Punkte entstehenden Fläche % 
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ausnahmslos eindeutig und stetig-^ sodass sich also [mittelst des Satzes 
pg. 196 (4.)] die Formel ergiebt: 

d. i. die Formel: 

(y-) 4 dF = 0. 

Substituirt man schliesslich die Wertbe («.), (ß.), (y.) in (15.), 
so erhält man: 
(16.) /©^^'= 2;ri(A, + A, + . . . + A,), 

und gelangt also zu folgendem Satz: 

Bezeichnet @ irgend einen Theil der gegebenen Fläche 9i, und 
hat das Integral 

F = Jtpdz 

auf @ im Ganzen g Unendlichkeitspunkte: c^, Cg, . . . c^^, so unrd 
das über den Band von © positiv erstreckte Integral 

(17.) J dF=^J wdz stets = 2Äi(Ai + Ag + . . . + A^) 

seinj wo K^y ^j , , . Kg die Logarithmus-Coefficienten derjenigen Ent- 
wicklungen (8.) bezeicfinen, durcJi welcJie F in jenen Punkten c^, c^, 
. . . c^ der Beihe nach dargestellt ist 

Hat also z, B, F auf © gar keine Uifvendliclikeitspunkte oder 
lediglich polare Unendlichkeitspunkte, so ergiebt sich: 

(18.) f^dF^f^g><U = 0. 

Lässt man den Flächentheil © sich mehr und mehr ausdehnen^ 
bis er schliesslich mit 91 selber identisch wird, so verschwindet in 
diesem letzten Äugenblick die Randcurve von ©, mithin gleichzeitig 
auch der Werth des Integrals (17.); sodass mau also zu folgendem 
Resultat gelangt: 

Besitzt das Integral 

F = J(pdz 

auf der gegebenen Fläche 9i im Ganzen q UnendlicJdccitspunkte: c^, c^, 
. . .Cqy und bezeichnet tnan die Logarithmus-Coefficicnten des Integrals 
für diese Punkte der Beihe nacfi mit A^, Ag, . . . Ag, so ist stets: 

(19.) Ai + Ag + . . . + A, = 0. 

Bezeichnet man unter diesen A's diejenigen, welche den loga- 
rithmischen und logarithmisch -polaren ünendlichkeitspunkten zuge- 
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höreu, für deu Augeublick mit A^^^^ andererseits aber diejenigen^ 

welche den polaren Unendlichkeitspuukten zugehoren, mit A^*^, so 

sind die A^''^ sämmtlieh = 0; so dass also die Formel (19.) sich re- 

ducirt auf 
(19 a.) 2:A<^) = 0. 

Von diesen Constanten A^^^ ist jedwede von verschieden. Zufolge 
(19 a.) muss daher die Anzahl dieser Constauten A^^^ entweder = 0, 
oder aber > 1 sein. Mit andern Worten: 

Die Gesammtzahl der logarithmischen und logarithmisch- 
polaren UnendlidikeitspunTite, welche F auf 9i besitzt^ ist stets ent- 
weder = 0, oder aber > 1, niemals == 1. Ist insbesondere diese An- 
(19b.)jera/iZ = 2, sind also zwei solche Unendliclikeitspunkte vorhanden^ so 
werden [nach (19 a.)] die Logarithmus-Coefßcienten in diesen beiden Punk- 
ten einander entgegengesetzte Werthe luxben. 

Beispiel. — Die von uns gefundenen Sätze gelten für alle der ge- 
gebenen Fläche 91 entsprechenden Aberschen Integrale, gelten also for 
jedwedes Integral 
(«.) • F^Jtpdz, 

falls nur (p =^ tpiz) eine auf 91 reguläre Function ist, und gelten daher 
z. B. auch für jedwedes Integral von der Form: 

falls nur f = f{z) eine auf 91 reguläre Function vorstellt. Denn entspricht f 

dieser Voraussetzung, so werden die Ausdrücke ^ und -^ -j- derselben 

ebenfalls entsprechen [vgl. die Sätze (11.) pg. 124 und (24.) pg. 113]. 

Markirt man nun auf 91 irgend einen beliebigen Punkt c, und be- 
zeichnet das Bereich dieses Punktes mit Vi{c^ z) oder 91 (y, 2^), so wird die 
auf 91 reguläre Function f innerhalb $1 darstellbar sein durch: 

(y ) /•=(?- yTE{i), [vgl. (16.) pg. 108]. 

Dies in ifi.) substituirt, ergiebt sich innerhalb 91: 
Die Functionen E und ■= sind auf 91 eindeutig, stetig und nichtverschwin- 

j rr» 1 /i TT 

dend; folglich sind -rir und -^ -,-- auf 91 eindetUig und stetig [Satz (16.) 

dg E dg 

pg. 23]. Denkt man sich also U und 91 nachträglich noch weiter ver- 
kleinert, und in solcher Weise die Fläche 91 in eine kleine um y beschrie- 
bene Kreisfläche verwandelt, so wird die Function 

JL ^ 
E dt 



«) 
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innerhalb ^ entwickelbar sein in eine Taylor'sche Reihe: 

^- ^ = A + A,(t-y) + A,(t^yy + ,.. 
Hieraas folgt: 



J E di 



di = Const. + .1, ^--^- + A, ^^^^ + A, ^^-^ + . . . 



Somit folgt ans {d.)i 
(f.) J^ =» f* log (f — y) 4- (eindeut. stet Funct. von f). 

Diese fQr das Bereich U oder % des Punktes c oder y gültigen For- 
meln (y.), (^.), (e.) zeigen f dass fi die Ordnungszahl der regulären Fimc- 
tion f im Punkte c bezeichnet, und dass das Integral F im Punkte c, 
jenachdem (n =- oder von verschieden ist, entweder gar keinen oder 
aber einen rein logarithmischen Unendlichkeitspunkt besitzt. Hieraus aber 
folgt, weil c einen ganz beliebigen Punkt der Fläche 91 vorstellt, dass F 
auf der ganzen Fläche 9t nur rein logarithmische Unendlichkeitspunkte be- 
sitzt, und dass diese ihrer Lage nach identisch sind mit den Polen und 
Nullpunkten der Function f, Ueberdies ergiebt sich aus (e.)i class die jenen 
Unendlichkeitspunkten entsprechenden Logarithmus- Coefficienten des Inte- 
grals F identisch sind mit den dortigen Ordnungszahlen fi der Function /*. 
Also der Satz: 

Versteht man unter f = f(^z) irgend eine auf 91 reguläre Function 
[d. i. irgend eine Function, die auf 91 eindeutig und bis auf einzelne Pole 
stetig ist], so besitzt das Integral 



F-f^ = fälogf 



auf der Fläche 91 nur rein logarithmische Uhendlichkeitspunkte. Und 
zwar werden diese Punkte ihrer Lage nach identisch sein mit den Polen 
und Nullpunkten der Function f. Auch werden die Logarithmus-Coefficien- 
ten des Integrals F in diesen Unendlichkeitspvmkten nichts Anderes sein, als 
die dortigen Ordnungszahlen der Function f. 

Der Satz (19.) pg. 203 behauptet, dass die Summe der in Rede ste- 
henden Logarithmus- Coefficienten = sein muss. Er behauptet also, dass 
die Summe derjenigen Ordnungszahlen, welche die Function f in ihren 
Polen und Nullpunkten besitet, =» sein müsse. Dies aber ist ein schon 
früher constatirter Satz [vgl. pg. 107]. 

§ 3. 

Eintheilung der Abel'sohen Integrale in solohe erster, zweiter 

und dritter Gattung. 

Erste Gattung. — Besitzt das Abersche Integral: 

F = ffpdz 

auf der gegebenen Riemanu'schen Kugelfl liehe Sft gar keine Unend- 
lichkeitspimkte^ so heisst dasselbe ein Integral erster Gattung, 
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Zweite Gattung« — Besitzt das AbeVsche Integral: 

F = fq>dz 

auf 9t nur polare Unendlichkeitspunkte. so zahlt dasselbe zur zwei- 
ten Gattung. Das einfachste unter all' solchen Integralen zweiter 
Gattung, das sogenannte elementare Integral zweiter Gattung, wird 
offenbar dasjenige sein, welches im Ganzen nur einen Unendlichkeits- 
punkt, und zwar einen polaren ünendlichkeitspunkt erster Ordnung 
besitzt. Bezeichnet man diesen Punkt mit c, und sein Bereich mit 
Vi(c,s) respective 31 (y, g), so wird das Integral in diesem Bereich 
[vgl. (12.)] einen Werth besitzen von der Form: 

F = y—- -f- (eindeut stetig. Funct. von J), 

wo B eine Constante vorstellt. Diese Constante kann, durch Mul- 
tiplication des ganzen Integrals mit einem constanten Factor, stets 
auf 1 reducirt werden. Und demgemäss wollen wir den Begriff des 
elementaren Integrals zweiter Gattung in der That in der Weise 
genauer fixiren, dass wir festsetzen, die seinem Unendlichkeitspunkt 
entsprediende Constante B solle stets = 1 sein. 

Dritte Gattung. — Besitzt das Abersche Integral: 

F= Jfpdz 

auf 9i irgend welche logarithmische Unendlichkeitspunkte, so wird 
dasselbe — einerlei, ob gleichzeitig auch noch polare Unendlich- 
keitspunkte vorhanden sind, oder nicht — ein Abel'sches Integral 
dritter Gattung genannt. Das einfachste unter alF diesen Integralen 
dritter Gattung, das sogenannte elementare Integral dritter Gattung, 
ist dasjenige, welches im Ganzen nur zwei Unendlichkeitspunkte, 
und zwar zwei rein logarithmische Unendlichkeitspunkte besitzt. — 
Noch einfacher würde allerdings ein Integral mit nur einem solchen 
Punkte sein. Ein derartiges Integral ist aber unmöglich, zufolge des 
Satzes (19.), (19 a, b.). 

Zugleich ergiebt sich aus jenem Satz, dass bei einem elemen- 
taren Integral dritter Gattung die den beiden Unendlichkeitspunkten 
entsprechenden Logarithmus - Coefficienten entgegengesetzte Werthe 
haben müssen. Bezeichnet man also die beiden Unendlichkeitspunkte 
mit Ci, Cg und die Bereiche derselben mit Ui(q,j?), Vi^{c^jZ) respec- 
tive mit Sti(yi, 5)> ^{Vti 5)^ ®^ ^^'^^ ^^^ Integral in diesen Bereichen 
darstellbar sein durch die Formeln 

F= — A log (f — yj + (eind. stetig. Funci von g), 
jP = + A log (f — yg) + (eind. stetig. Funct. von g), 
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WO A in beiden Formeln dieselbe Constante ist. Zur genaueren 
Fixirung eines solchen elementaren Integrals dritter Gattung mag 
festgesetzt werden, dass diese Constante A stets ^= 1 sein soll. 

Beiläufige Betrachtung aber die hyperelliptischen Integrale. — 
Die Function 

(a.) 5 ==)/(;? — C,) {jS — Cz),..{z — C2n) 

kann [Satz (13.) pg. 83J in eindeutiger Weise ausgebreitet werden 
auf einer gewissen zweiblättrigen Riemann'schen Kugelfläche 9i, welche 
2w Windungspunkte c^, c^, . . . C2« und n Uebergangslinien (CjCg), 
(c^c^), . . . (c2«_iC2») besitzt. Auch ist sie auf dieser Fläche 9i über- 
all stetig bis auf zwei bei z = oo übereinander liegende Pole. 

Die Function s (a.) ist also auf 9i eindeutig und bis auf ein- 
zelne Pole stetig. Gleiches gilt mithin [vgl. pg. 113, 114] auf 9i 
auch von den Functionen 

(ß.) ^, ^, y, 7", 

falls man nämlich unter q eine ganze Zahl versteht. Demgemäss 
sind die Ausdrücke («.), (]3.) als Functionen zu bezeichnen, die auf 
91 regulär sind. Setzt man also z. B. 

(y.) ^'^V ^^ F = J^dz, 

so repräsentirt F ein der Fläche 91 zugehöriges ÄbeVsches Integral 
[vgl. die Definition pg. 198]. Ob nun dieses Integral F erster, zwei- 
ter oder tiritter Gattung ist, hängt lediglich ab von seinen Unend- 
lichkeitspunkten. Diese Punkte sind daher weiter zu untersuchen. 
Die Pole der Functionen 9 und z liegen offenbar [vgl. (a.) 

und (y.)] 

in den Punkten q, Cg, . . . C2«; 

und in den beiden Punkten z = 00. 

Alle Unendlichkeitspunkte, welche das Integral F auf der Fläche 9t 
überhaupt besitzt, müssen daher nothwendiger Weise [Satz (10.) 
pg. 201] in diesen Punkten anzutreffen sein. Leicht lässt sich aber 
zeigen, dass, falls q eine der Zahlen 0, 1, 2, . . . (n — 2) reprä- 
sentirt, diese Punkte (tf.) Tc^yie Unendlichkeitspunkte von F sind, 
und dass also in diesem Fall das Integral F auf der ganzen Fläche 
81 gar heine Unendlichkeitspunkte hat, mithin als ein Integral erster 
Gattung zu bezeichnen ist. 

Beweis. — Bezeichnet man irgend einen der Punkte ^i, c,, . . . Cj^ 
mit Cj, und sein Bereich mit U.(c,, z) oder 3L(y,, J), so ist offenbar : 



(*.) 
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mithin dz ^^ 2{t — y^d^ 

Die Functionen 8 und — sind auf 91 regulär und besitzen im Punkte c. 

oder (was dasselbe ist) im Punkte y. respectivc die Ordnungszahlen 1 und 

— 1 [vgl. pg. 111]. Demgemäss ist z. B. — auf der Fläche U. oder 3L 
darstellbar durch: 

4 = (5-7;)"* im 

WO ^iX) ®ii^6 eindeutige, stetige und nichtverschwindende Function vor- 
stellt. Aus diesen Formeln folgt sofort: 

,fiz =~ = [Cj + « - y^»]«. 2S«) . di. 

Hieraus aber folgt weiter, falls q eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, . . . vor- 
stellt, mittelst des Cauchy-Taylor'schen Satzes: 

Vdn = [A, + A tt - Vj) + Aa- v/ + . . .] dt, 

wo die ui's Gonstanten sind. Demgemäss besitzt also das Integral F in 
dem hier betrachteten Punkte c. oder y. (j =» 1 , 2. . . . 2n) keinen Unend- 
lichkeitspunkt. 

Betrachtet man femer einen der beiden Punkte 2^ => oo, und bezeich- 
net das Bereich desselben mit U(oo, z) oder 9l(y, {;), so ist offenbar 

1- - T^^ = (f - y)'> 

z oo 
d. i. z^a- yr\ 

mithin dz = — (^ — y)'~^di. 

Die auf fÜ regulären Functionen s und besitzen in dem betrachteten 
Punkte z =» oo oder (was dasselbe ist) im Punkte y respective die Ord- 
nungszahlen — n und -\- n [vgl. pg. 111], Demgemäss ist z. B. - inner- 
halb U oder Sl darstellbar durch 

j =» (f - y)"-B(t), 

WO E{i) eine eindeutige, stetige und nichtverschwindende Function vor- 
stellt. Aus diesen Formeln folgt nun sofort: 



z^d 



z 



<3pc£r = " ;- = (f -- yT'''^- 1) (£-y)'•-^-E(^) . dt 

Repräsentirt nun q eine der Zahlen 0, 1, 2, ... (n — 2), so wird der Ex- 
ponent [(n — 2) — q] stets positiv sein; sodass man also mittelst des Canchy- 
Taylor'schen Satzes erhält: 

q>dz^ [B, + J5, (f - y) + B, (f _ y)« + . . .] di, 

wo die B's Constanten sind. Demgemslss besitzt also das Integral F in 
dem betrachteten Punkt z = oo oder £ =» y keinen Uncudlichkeitspankt. 
Q, e. d. 
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Wir gelangen somit zu folgendem Satz: Bepräsentiri 91 die zur 
eindeutigen Ausbreitung der Function 

erforderlicJw zweiblättrige Bieniann'scJie Kugelflädie^ und repräsentirt 
femer q eine der ZaJilen 0, 1, 2^ , . . (n — 2), so wird das Integral 

(t) ^=/-'^ 

stets ein der Fläche 9i zugehöriges AbeVscJics Integral erster Gat- 
tung sein, 

§ 4. 

Das Abersohe Integral in seiner Erstreokung über irgend welche 

Curve. 

Auf der gegebenen Fläche 9t mag irgend ein fester Punkt Zq 
markirt sein. Das, vom Punkte Zq aus, auf der Fläche 9t längs 
einer beliebigen Curve fortschreitende und schliesslich bis zu irgend 
welchem Punkt z vordringende AbeFsche Integral mag kurzweg mit 

(20.) J<p dg, 

oder, falls die gewählte Curve irgend welche bestimmte Gestalt 6 
besitzen soll, mit 

z 

(21.) j(p dz [<y], respective mit J (p dz 

bezeichnet werden. Dabei ist unter der auf 9t fortlaufenden Curve 
stets die Bahn eines Punktes zu verstehen, der seine Lage auf 9t 
Schritt für Schritt in stetiger Weise ändert. Es wird also diese 
Curve z. B. aus einem Blatt der Fläche 9t in ein anderes immer nur 
beim Passiren einer üebergangslinie gelangen können. [Vgl. (2.) 
pg. 66.] 

Bezeichnet c irgend einen Punkt der Fläche 9t, und U das Be- 
reich desselben, und soll das Verhalten des Integrals (20.) innerhalb 
dieses Bereiches U untersucht werden, so markire man zuvorderst 
auf U zwei Punkte: einen festen Punkt Cq (der z. B. identisch mit 
c selber sein kann) und einen variablen Punkt z. Zieht man sodann 
eine auf 91 von Zq bis Cq fortschreitende Curve 6q, und eine auf U 

N e n m a D n , Abersohe Integrale. 2. Anfl . 1 4 
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von Cq bis e fortschreitende Curve 6, so hat das Integral (20.) im 
Punkte js den Werth: 



Von den beiden Integralen rechter Hand wird das erste consiant^ 
= Cq bleiben, so lange 6q uugeändert bleibt; während andererseits 
das zweite 

d. i. gleich der Differenz derjenigen beiden Werthe ist, welche das 
dem Bereich U entsprechende (früher besprochene) unbestimmte Inte- 
gral F in den beiden Punkten z und Cq besitzt. Man erhält also: 

(22.) j<p dz = Oo + [j-j;. 

-o 

Lässt man also das Curven-Integral 
(23.) jip dz 

mittelst irgend tcelcher Integratioyiscttrve in das Bereich U eines gege- 
benen Punktes c hineingelangen ^ und denkt man sich die diesem Be- 
reich U entsprechenden F- WertJie in bestimmter Weise fixirt, also da- 
selbst durch eine der beiden Formeln (6.), (8.) pg. 200 ausgedrückt, 
— so werden die WertJie^ welclie jenes Curven-Integral in den einzel- 
nen Funkten z des Bereiches U annimmt, von diesen F-Werthen nur 
durch eine additive Constante verschieden sein. Diese Constante aber 
kann tnöglidier Weise sehr verschiedene Werthe luibetif je nach dem 
Wege öq, auf welchem das Curven- Integral ursprünglidij von Zq aus, 
in das Bereidi U hineingelangt ist. 

In Folge dieser Constanten ist also das Curven-Integral (23.) 
eine vieldeutige Function von z. 

Man kann aber dasselbe, durch Beschräukung seiner Integra- 
tionscurve, in eine eindeutige Function von z verwandeln, und 
zwar gelten in dieser Beziehung, falls man das sogenannte tut- 
bestimmte Integral nach wie vor mit F bezeichnet, folgende Sätze: 

Erster Satz. — Verstellt tnan unter @ irgend einen einfach zu- 
sammenhängenden Theil der gegd>enen Fläche 9t, setzt man femer 
(24.) voraus, dass @ entweder gar keine oder doch nur polare Unend- 
lichkeitspufdcte van F entliälty und markirt man endlicfi innerhalb ® 
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irgend einen festen Punkt z^, so mrd das von Zq ausgehende und in 
seiner Bewegung auf © beschränkte Integral 

JV dz [©] 

eine eindeutige Function von z sein. Diese eindeutige Function mag 
hinfort mit F{z) bezeichnet werden: 

(25.) F(e)^f(pde [©]. 

Zweiter Satz. — Die in solcher Weise deßnirte Function F(z) 
verhätt sich, hinsidUlich ihrer Stetigkeit oder Unstetigkeit, in ganz anor 

(26.) loger Weise tme das früher besprochene unbestimmte Integral F. Be- 
sitzt z. B, F auf @ gar keinen UnendlicJikeitspunkt, so wird F(z) 
auf © allenthalben stetig sein. 

Besitzt hingegen F auf © im Ganzen j polare UnendUchkeits- 
punkte: Cj, Cg, . . . Cj, respective mit den Ordnungszahlen ^^^ ^2 • • • (^jt 

(27.) so wird jene eindeutige Function F{z) auf @ bis aufj in q, c,,, . . . c, 
liegende Pole stetig, und in diesen Polen respective mit den Ordnungs- 
zahlen ft|y fij; . . . fij behaftet sein. 

Dritter Satz. — Die Differenz derjenigen Werthe, weldie die ein- 
deutige Function F{z) auf der Fläche @ in irgend zwei Punkten z^ 
und z^ besitzt^ ist darstellbar durch die Formel: 

(28.) Fiz,)-F{e,)=fidz [©J, 

wo die Integrationscurve von z^ nach z^ auf beliebigem Wege fort- 
schreiten darf, falls nur derselbe seinem ganzen Laufe nach inner- 
halb @ bleibt; wie solches übrigens mich in der Formel selber durdh 
das in Klammem beigefügte © bereits in hinreichender Weise an- 
gedeutet ist. 

Der Beweis dieser Sätze lehnt sich an frühere Betrachtungen in so 
einüacher W eise an, dass darüber nur einige kurze Andeutungen erforder- 
lich sind. 

Beweis des ersten Satzes. — Zieht man, von Zq aus, nach einem 
ebenfalls innerhalb S liegenden Punkt z irgend zwei innerhalb <S blei- 
bende Cnrven o und o\ so bilden a und o' zusammengenommen einen 
Bückkehrschnüt der Fläche 6. 

@ ist aber nach unserer Vorau8setzung einfach zusammenhängendj und 
zerflSlUt daher [Satz (7.) pg. I6IJ durch diesen Rückkehrschnitt (<r -\- c*) 
in zwei getrennte Stücke Sj und S^, von denen Sj nur von {c -\- c') be- 

14* 
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grenzt ist. DemgemilBs ergiebt sicli für das positiv über den Rand von 
Sj erstreckte Integral 
(a.) f q> dz 

die Formel: 
(ß.) ± r fp dz = r (f dz — f (f dz 

die Integrationen über a und c' hinerstreckt gedacht von z^ nach z. Nach 
unserer Voraussetzung soll aber <B gar "keine oder doch nur polare Unend- 
lichkeitspunkte von F enthalten. Gleiches gilt daher auch von @,. Und 
das Integral (a.) ist daher [zufolge des Satzes (18.)] gleich Null. Dem- 
gemiUs geht die Formel (ß.) über in 



(y.) 



(d.) 



/(fdz = r w dz. Q. e. d. 



Der Beweis des zweiten Satzes ergiebt sich sofort aus den zu An- 
fang dieses Paragraphs angestellten Betrachtungen. Vgl. daselbst nament- 
lich den Satz (23.). 

Beweis des dritten Satzes. — Markirt man innerhalb @, ausser xr^, 
noch irgend zwei andere Punkte Zi und z^, and zieht man irgend welche 
innerhalb © bleibende und von z^ über z^ nach z^ fortachreitende Curve c, 
so repräsentiren die längs a von Zq nach 0j , reppective von z^ über z^ bis 
z^ fortschreitenden Integrale: 

r<jp dz und Cff dz 

•0 «o 

die Werthe der Function F{z)y (25.), in den Punkten z^ und z^. Die Dif- 
ferenz dieser beiden Integrale {ß.) ist aber offenbar nichts Anderes, als das 
längs Q von z^ nach z^ erstreckte Integral. Somit ergiebt sich: 

(s.) F{z,) - F{z,) ^ßpdz. Q. e. d. 

Es bleibt noch übrig, die Werthe der eindeutigen Function 
F(js) am Bande von © zu untersuchen. Eine derartige Untersuchung 
ist allerdings im Allgemeinen unmöglich, wohl aber dann, wenn 
der einfach zusammenhängende Flächentheil @ aus einem tnehrfach 
zusammenhängenden Flächentheile durch irgend welche Schnitte ent- 
standen ist. Alsdann nämlich ist die Beziehung zu untersuchen 
zwischen den Werthen der Function F{z) an den beiden Ufern eines 
solfeben Schnittes. Und man gelangt in dieser Beziehung zu folgen- 
vtien Jßesultaten : 

Vierter Satz. — Der bisher betrachtete ein fach zusammenhängende 

^ FläcJientJml © sei aus einem mehrfach zusammenhängenden Fläclien- 

theil durch Ausführung irgend tvelduir Schnitte entstanden. Dieses 

Schnitttwts mag im Ganzen aus v unverzweigten SchnittstrccTcen tfj, 
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tfj, . . . öy bestehen; und jede solche xinverzweigte Schnütstreclce 6^ mag 

als ein Strom von bestimmter (willkürlich festgesetzter) RicJdung an- 

gesellen werden. Bezeichnet man alsdann die WertJie der eindeutigen 

Function F{z) in zwei auf dem linken und rechten Ufer des Stromes 

tSjt einander gegenüberliegenden Punkten A und q mit F{k) und F^q)? 

so wird die Differenz 
(29.) F(A) - F{q) = A. 

einen Werth besitzen, der längs öx constant ist. 

Fünfter Satz. — Besitzt das in Rede stellende Schnitt- oder Strom- 
netz (Jj, c^a, . . 6y irgend welche Knotenpunkte, so finden zwischen 
den üonstanten Aj, A^; . . . Ay gewisse Relationen statt Betrachtet 
(30.) man nämlich die in irgend einem solchen Knotenpunkte zusammenstossen- 
den Ströme, und unterscheidet man einerseits die daselbst einfliessen- 
den, andererseits die von dem Punkte fort fliessenden Ströme, so ist 
die Summe der in den erstem vorhandenen A's stets ebenso gross, wie 
die Summe der in den letztem vorhandenen A's. 

Beweis des vierten Satzes. — Es sei c irgend einer jener unver- 
zweigten Ströme c^, o^j , . . o^. Femer seien X, X' irgend zwei Punkte 
seines linken, und g, q* die gegenüberliegenden Punkte des rechten Ufers: 



X' 



«^> a 



Alsdann ist nach (28.): 

X' 
(«.) F(X')- F{X) =fq,dz [©], 



(P.) 



F(g') - F{«) = ß dz [©], 







wobei die Integrationscurven innerhalb S ad libitum zu wählen sind. Dem- 
gemäss kann man z. B. die Curve X . . . X' mit der linken, ebenso die Curve 
Q , . , q' mit der rechten Uferlinie von a zusammenfallen lassen. Thut 
man aber dies, so werden die beiden Integrale unter einander identisch; 
denn (p nnd z sind nicht nur auf @, sondern auch auf 9% selber überall 
eindeutig, und besitzen also in je zwei zu beiden Ufern von a einander 
gegenüberliegenden Punkten einerlei Werthe. Demgemäss ergiebt sich aus 
(«.), {§,) sofort: 

(y.) F(V)--F{X)^F(q')-F{q), 

oder, was dasselbe ist: 

{d.) F(X') - F(p') = F{X) - F{q). Q. e. d. 

Beweis des fünften Satzes. — Wir betrachten der Einfachheit willen 
zuvörderst einen Knotenpunkt a^y, in welchem nur drei der Ströme aj, 
0,, ... tfy zusammenstossen. Diese drei mögen mit 0, a\ o" und die zu- 



214 Neuntes Capitel. 

gehörigen A's mit A, A\ A" bezeichnet sein. Nehmen wir überdies an, 
dass c nach der Stelle aßy ^mflieest, hingegen a\ c* von a|3y /oHfliessen: 



l 




BO ergeben »ich [zufolge des schon bewiesenen Satzes (29.)] die Formeln: 

A = F{X) -^F{Q )^ Fia) - F{p), 
(B.) A' = F(X') - F(e') = F{y) - FiP), 

A" =. F(n - F{q") = F(u) - F(y). 

Denn die Ströme a, a\ a" sind unendlich schmal za denken; sodass also 
die drei Punkte a, ß, y einander unendlich nahe liegen, mithin z. B. y 
und ß als zwei Punkte angesehen werden dürfen, die, ebenöo wie X' und q\ 
zu beiden Ufern des Stromes o' einander gerade gegenüber liegen. Aus den 
Formeln (s.) folgt nun aber sofort: 

(*.) A =- A' + A". Q. e. d. 

Dass man den Satz in analoger Weise auch für solche Knotenpunkte zu 
beweisen im Stande ist, in denen beliebig viele der Ströme <r^ , <r,, . . . tf, 
mit einander zusammenstossen, bedarf kaum der Erwähnung. 

§5. 

Das AbePsohe Integral erster Gattung. 

Ist (p = ^{z) auf der gegebenen Rieuianu'schen Kugelfläche 
regulär, d. i. eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig, so heisst das 
Integral 

F = f(pd^ 

ein Abersches Integral [vgl. die Definition pg. 198]. Ist nun ins- 
besondere die Function g> von solcher BeschaflFenheit, dass F auf 91 
gar keine Unendlichkeitspunkte hat, so heisst das Integral ein Abel- 
sches Integral erster Gattung [vgl. pg. 205J. 

Gleichzeitig aber wird alsdann den im vorhergehenden Para- 
graph an @ gestellten Bedingungen (24.) Genüge geschehen durch 
jeden beliebigen einfach zusammenhängenden Theil der Fläche 91, 
also z. B. auch Genüge geschehen, wenn man für 91 diejenige ein- 
fach zusammenhängende Fläche 9ia6c nimmt, in welche 91 durch die 
Riemann'schen Schnitte 
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«l, 


«i, 


ffjj, . . 


. . öp, 


h. 


bi, 


63, . . 


• ^PJ 




Ci, 


C3, . . 


, . Cp, 



sich verwandelt [vgl. die Bemerkung pg. 185J. Man gelangt somit, 
auf Grund der im vorhergehenden Paragraph aufgestellten fünf Sätze, 
zu folgendem Resultat: 
JRepräsentirt 

ein AbeVsches Integral erster Gattung, besitzt mithin das unbestimmte 
Integral F auf SR gar keine Unendlielikeitspunlcte, so unrd die durch 
die Formel 

definirte Function F(e) auf der Fläche ^abc überall eindeutig und 
stetig sein. Ueberdies wird alsdann diese Function F{z) in den Sdmittcn 



«17 02» 


«3» • 


. , ap, 


*M hy 


63, . 


. . bp, 


^27 


Cg, . . 


• ^pi 



mit Constanten Differenzen beJiaftet sein; was angedeutet sein mag 
durcJi die Forineln: 

längs an', F{k) — F(q) = An, 

(31a.) längs b^: F{X) - F{q) = i^x, 

längs Cni F{1) - F(q) = Cn = 0. 

Diese drei Formeln bedürfen aber noch eines genaueren Beweises. Nament- 
lich wird dabei auch darzuthun sein, dass die Constante Cx in der letz- 
ten Formel stets = ist. 

Der Beweis ergiebt Bich sehr leicht, falls man nar die geometrische 
Configuration der Schnitte a,hf c sich vergegenwärtigt [vgl. namentlich 
die Figur pg. 184]. Der Schnitt a^ besitzt nämlich [wie jene Figur zeigt] 
nur einen Knotenpunkt. Dieser wird hervorgebracht durch das Zusammen- 
treffen von Oj mit h^ , uud mag daher mit (Oj , b^) bezeichnet sein. Der 
Schnitt Oj repräsentirt also eine einzige unverzweigte Schnittstrecke, die 
von diesem Knotenpunkt (Oj , h^) ausgeht und schliesslich wieder in den- 
selben zurfickkehrt. 

Der Schnitt 6^ hingegen besitzt zwei Knotenpunkte (6} , a^) und (&t , c,), 
und besteht also aus zwei unverzweigten Schuittstrecken, welche &/ und 
b" heissen mögen [vgl. die folgende Figur]. 

Endlich repräsentirt der Schnitt c^ nur eine unverzweigte Schnitt- 
streoke, welche vom Knotenpunkt (o^, b^) fortläuft zumKnotenpunkt (c, , a^). 
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Nach unserer Voraussetzung ist f{p) auf der Fläche ^ah aus- 
nahmslos eindeutig und stetig. Demgemäss ist [Satz pg. 124] der 
Differentialquotient: 

auf 9fta6 eindeutig und bis auf einzelne Pole stetig. Diese Eigen- 
schaften aber wird der DifiFerentialquotient offenbar nicht nur auf 
^ab, sondern auch auf 9t selber besitzen; denn die constanten Dif- 
ferenzen, mit denen f(z) in den Curven Ox, bx behaftet ist, ver- 
schwinden bei Ausführung der Differentiation. Der in Rede stehende 
Differentialquotient f'{is) ist also auf 9t eindeutig und bis auf ein- 
zelne Pole stetig. Oder kürzer ausgedrückt: Er ist eine auf 9t regu- 
läre Function. Demgemäss wird f(/) selber: 

(34 a.) /•(^)=J)r'(^)rf^ 

zu bezeichnen sein als das Integral einer auf 9t regulären Function, 
d. i. als ein AheVsches Integral [vgl. die Definition pg. 198J. 

Nach unserer Voraussetzung (34.) ist nun aber die Function 
f{z) auf 9tc6 überall stetig, mithin auf ^ab und ebenso auch auf 9t 
selber überall endlich. Das in Rede stehende AbeFsche Integral (34 a.) 
ist daher als ein solches zu bezeichnen, welches auf 9t gar keine ün- 
endlichkeitspunkte besitzt, mithin zu bezeichnen als ein Abel'sches 
Integral erster Gattung. [Vgl. die Definition pg. 205.] 

Jedwede dai Voraussetzungen (34.) entsprediende Function f(g) 
ist also ein AheVsdies Integral erster Gattung y — ein Satz, der die 
Umkehrung des vorhergehenden Satzes (33.) repräsentirt. Durch Zu- 
sammenstellung beider Sätze, des directen und des umgekehrten, 
gelangt man zu folgendem Resultat: 

Theorem. — Jedwedes der gegebenen Fläche 9t entsprechende AheU 
sche Integral erster Gattung repräsentirt, bei geiwriger Ein^hrän- 
(35.) kung seiner Integrationsctirve, eine Function von je?, die auf der Fläche 
9t, bis auf die Curven ax, 6x (x = 1, 2, . . . jp), eindeutig und ste- 
tig, in jenen Curven aber mit constanten Differenisen beliaftet ist. 
(36.) Und umgekehrt : Jedwede Function f(z), welche auf 9t diese Eigen- 

schaften besitzt, ist ein AbeVsches Integral erster Gattung. 

§6. 

Das elementare Abersehe Integral sweiter Gattung. 

Wir wollen jetzt annehmen, die auf 9t reguläre Function 9 = 9)(j^) 
sei von solcher Beschaffenheit, dass das Integral 
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F =f(pde 

ein elementares AbeFsches Integral zweiter Gattung repräsentirt. 
Alsdann besitzt das unbestimmte Integral F auf der Fläche 91 im 
Ganzen nur einen ünendlichkeitspunkt, und zwar einen polaren ün- 
endlichkeitspunkt erster Ordnung. Auch wird sich der Werth von 
F im Bereich dieses Punktes^ falls man denselben mit c, und sein 
Bereich mit U(c, je?) respective Ä(y, S) bezeichnet, folgendermassen 
darstellen lassen: 

(37.) F =^ y^Z h (®iii<l- stetige Funct. von g); 

[vgl. die Definitionen auf pg, 206]. 

Die in (24.) pg. 210 an © gestellten Anforderungen werden 
offenbar für das gegenwärtige F vollständig erfüllt seiu^ falls man 
für @ einen ganz beliebigen einfach zusammenhängenden Theil der 
Fläche 9t nimmt, und hieraus folgt, dass jene Anforderungen auch 
dann erfüllt sind, wenn man für © die Fläche ^abc nimmt. Dem- 
gemäss gelangt man, auf Grund der fünf Sätze pg. 210—213, und 
genau in derselben Weise operirend wie im vorhergehenden Para- 
graph, zu folgendem Satz: 

Theorem. — Bepräsentirt 

F = J^dz 

ein elementares AheVsches Integral zweiter Gattung mit dem Un- 
endlichkeitspunJct c, so wird die durch die Formel 

(38.) F{z)=jq>dz [9laJ 

deßnirte Function F{z) auf der unversdirten Fläche 9i, mit Ausnalime 
eines in c liegenden Poles und mit Ausnahme der Curven an, hn 
(x = 1, 2, . ..!)); eindeutig und stetig sein. Im Bereich )X{c,z) 
oder Ä(y, g) jenes Poles c mrd sie darstellbar sein durch die Formel: 

(39.) . F(z) = r— [- (eind. stetige Funct. von g). 

Und andererseits wird sie in den Curven a^, hn mit constanten Dif- 
ferenzen behaftet sein: 

lätigs «x: F{k) — F{i^) = 4x, 

^ '^ längs b,: F{X) — F{q) = B^. 

Die Formel (39.) folgt nämlich ohne Weiteres aus (37.), falls 
man nur die einfachen Betrachtungen auf pg. 210 sich vergegen- 
wärtigt 
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Auch dieses Theorem ist umJcelirbar durch Betrachtungen^ die 
denen im vorhergehenden Paragraph völlig analog sind. Man ge- 
langt in solcher Weise, wenn mau beide Sätze, den directen und 
den umgekehrten, zusammenstellt, zu folgendem Resultat: 

Theorem. — Jedwedes der gegebenen Fläche 91 entsprechende ele- 
(41.) mentare AbeVscJic Integral zweiter Gattung repräsentirt, bei gehö- 
riger Einschränkung seiner Integrationscurve, eine Function von Zy 

welche auf^ eindeutig und stetig ist, mit AusnaJime eines Poles 
c erster Ordnung und mit Ausnahme der Curven a«, 6x (x = 1, 2, ... p), 

weldie ferner im Bereich U (c, e) oder Ä (y, gj des Poles c den 
Werth hat: 

T— [- (eindeui stetige Funct. von 5;), 

und welche endlich in den Curven a», fcx (x = 1, 2, . . . p) mit 
Constanten Differenzen behaftet ist. 

Und umgekehrt: Jedwede Function f(z), welche auf 9t die cfce» 
(42.) genannten Eigensdiaften besitzt, ist ein elementares AbeVsches Integral 
zweiter Gattung. 

§ 7. 

Das elementare Abersohe Integral dritter Gattung. 

Die auf 91 reguläre Function 9 = ^(r) sei von solcher Be- 
schaffenheit, dass das Integral 

F=fq>dg 

ein elementares Abel'sches Integral dritter Gattung repräsentirt. 
Alsdann besitzt das unbestimmte Integral F auf der Fläche 91 im 
Ganzen nur zwei, und zwar rein logarithmisdie Unendlichkeitspunkte, 
welche c^ und c^ heissen mögen. Auch wird alsdann der Werth von 
F in den Bereichen Ui(Ci, z), Vi^{c2y z) respective ^i(yi, 5), 31« (y*, t) 
dieser Punkte darstellbar sein durch die Formeln 

F = — log (g — yj) + (eindeut. stet Funct. von 5), 
2^ = + log (g — y^) + (eindeut. stet. Funci von J); 

[vgl. die Definitionen auf p. 206]. Demgemäss ergiebt sich [zufolge 
des Satzes (9.) pg. 200]: 



(43.) 



(44.) 



/• dF= f wdz-=^ —2iii, 
f dF= f wdz = +:ijti. 
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Wollen wir nun das gegenwärtige Integral dritter Gattung in 
ähnlicher Weise behandeln, wie in den vorhergehenden Paragraphen 
die Integrale erster und zweiter Gattung, so müssen wir zuvörderst 
die fünf Sätze pg. 210 — 213 auf das gegenwärtige Integral F 
und die Fläche 9% anwendbar zu machen suchen. Zu diesem Zwecke 
aber wird es erforderlich sein, die Fläche 9t wieder in ^abc zu ver- 
wandeln, und überdies die beiden Unendlichkeitspunkte c^ und c^ 
durch geeignete Schnitte abzutrennen. 

Dabei mag der Bequemlichkeit willen zuvörderst angenommen 
sein, dass c^ und c^ gewöhnlicJie Punkte (keine Windungspunkte) sind. 
Wir construiren alsdann auf der Fläche ^„bc einen von Cj über c^ 
bis zu irgend einem Randpunkte d der Fläche laufenden schmalen 
Flächenstreifen, welcher bei c^ und c^ kleine kreisförmige Erwei- 
terungen besitzt, bezeichnen die von c^ nach Cg ^^^ ^o^ ^2 iiach d 
gehenden Theile dieses Streifens respective mit / und w, und das 
nach Absonderung des Streifens (/ + ^'0 i^och übrig bleibende Stück 
der Fläche 91« öc niit 

\^^D,j ^abclm* 

Diese Fläche ist offenbar (ebenso wie ^ahc) eine einfadi zusammen- 
hängende. Auch besitzt das vorgelegte Integral F auf dieser Fläche 
gar Iceine Unendlichkeitspunkte. 

Die früher in (24.) pg. 210 an © gestellten Anforderungen sind 
daher vollständig erfüllt, wenn man für @ diese neue Fläche ^nhcim 
nimmt. Auf Grund der dortigen fünf Sätze pg. 210 — 213 gelangt 
man daher, wie leicht zu übersehen, zu folgendem Satz: 

Bepräsentirt 

F=fq)dz 

ein elementares AheVsches Integral dritter Gattung mit den beiden 
ünendlichlceitsjmnkten c^ und c^, so tvird die durch die Formel 

(46.) F(e)=f<pch [iR„»o„«l 

•0 

definirte Function F{z) auf der Fläche %i/,cim überall eindeutig und 
stetig sein, Ucberdics tvird alsdann diese Function F{z) in den 
Schnitten*) 



*) Es wird kein MissversUlndDiss. hervorbringen, dass der Bachstabe c hier 
in verschiedenen Bedeutungen gebraucht ist, nämlich einerseits zur Bezeich- 
nnng der beiden Unendlichkeitspunkte, und andererseits zur Bezeichnung dor 
Schnitte c^« C3, . . . Cp. 
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^9 «5» 



. a 



(47.) 



(48.) 






\, b^, 6j, . . 

und ebenso auch in den Schnitten 

l und m 
mit Constanten Differenzen behaftet sein, icas angedeutet sein mag 
durch die Formeln: 

längs a»i F(X) — F{g) = A», 

längs 6«: Fß) — Fig) = JB„ 

längs Cri F{X) - F(q) = C, = 0, 

längs l: F{k) — F\q) = L, 

längs m: F(l) — Fq) = Jtf. 

Dass nämlich Ax, Bx, Cr, L, M wirklich Constanten, und dass 
insbesondere die C« sämmtlich = sind, ergiebt sich in genau der- 
selben Weise, wie Analoges früher bei dem Satz pg. 215 bewiesen 
wurde. Ueberhaupt ist der gegenwärtige Satz, seiner Ableitung und 
seinem Inhalt nach, mit jenem früheren Satz völlig parallel. 

Um die Werthe der Constanten L, M näher zu bestimmen, be- 
merken wir zuvörderst, dass die DiflFerenz derjenigen Werthe, welche 
Fi2) in irgend zwei Punkten z^ und z^ der Fläche %Mhcim besitzt, 
darstellbar ist durch die Formel 

F{£S) — F{Z^) = Jq> dz [ÄMc/m] , 

-I 

[vgl. (28.) pg. 211], wo die Integrationscurve b^ . . . j?^ innerhalb der 
Fläche 9i.,;.c///i jeden beliebigen Lauf nehmen darf. Die folgende Figur 
mag nun die beiden Unendlichkeitspunkte Cj, c^ und den Schnitt 



^ä/ 



V 



•Ci 





(l -\- m) mit seinen beiden kreisförmigen Erweiterungen vergegen- 
wärtigen. Dabei bezeichne die Linie ss einen kleinen Theil der 
Randcurve von %ihc' Betrachtet man die um C| beschriebene kleine 
Kreisfläche als das Bereich U^ dieses Punktes c^, so erhält man: 
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b 

(49.) J tpdz =f(pdz, 

die Integration von a aus [in der Richtung des angegebenen Pfeiles] 
längs der Kreisperiplierie fortlaufend gedacht bis zum Punkte b. Diese 
Integrationscurve a . . .1 bleibt also ihrem ganzen Laufe nach inner- 
Juilb der Fläche ^abcim 7 oder vielmehr am Rande derselben. Zufolge 
(48.) hat daher das Integral (49.) rechter Hand den Werth 

F{b) - Fia); 
sodass man erhält: 

(50.) /„ ipdz = - [F{a) - F(b)]. 

In analoger Weise ergiebt sich, was das Bereich U^ des Punk- 
tes Ca betrifft, die Formel: 

(51-) J(pdz = Jq> dz + Jq> dz, 

die Integrationen längs der Kreisperipherie hinerstreckt gedacht von 
« nach ß und von y nach d [in der Richtung der in der Figur an- 
gegebenen Pfeile]. Zufolge (48.) sind aber die in (51.) rechter 
Hand stehenden Integrale 

= F(ß) — F{a), respective = F(d) — F(y); 

sodass man erhält: 

f^<p dz = F(ß) - F{a) + F{ä) - F{y), 
oder, was dasselbe ist: 
(52.) Sy^;P '^^ = t^W - ■^(y)3 - l ^'(«) - F{d)\ . 

Beachtet man jetzt die Bedeutungen der Constanten L, M (47.), 
so ergiebt sich mit Rücksicht auf die vorstehende Figur sofort: 

[F(a) - Fib)] = [Fiß) - F(y)] = L, 

[F(a) - F{6)\ = M, 

sodass also die Formeln (50.), (52.) die Gestalt annehmen: 

r q> dz ==^ — L. 

(53.) ^' 

/ w dz = + L — M. 

Hieraus aber folgt weiter, falls man für die Integrale linker Hand 

ihre Werthe (44.) substituirt: 

__ 9<jfi = _- r 
f54) " 

-f 2;ri = -f L - 3/; 
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siuluss luan also schliesslich erhalt: 

^.VO L = 2;r* uud J/=0. 

l>a nun |mu*h (^47.) uud (55.)] sümmtliche C, (x = 2, 3, . . .i>) 
und t»lK»nso auch M Xttll sind, mithin die Werthe der Function F(ß) 
y.u beiden IHVrn der Schnitte Cx (x == 2, 3, . . . p) und m einander 
ifinvh siiul, so wird diese Function -t^*^ nicht nur auf 9{<i 6 cim» son- 
ihm iuivh auf ^tu^{ eindeutig und stetig sein. Dabei haben wir von 
der let/t genannten Flache 

eine deutliche und einfache Vorstellung. Denn sie entsieht aus der 
M'(iMM/(rN Flache Si,,^ durch Ausführung des von c^ nach e* laufen- 
den Si'hnittes / und durch Abscheidung zweier kleinen um r^ und 
«V beschriebenen Kn»isflachen. 

iJleich zeitig lasst sich übrigens die durch die Formel »4<>.): 

i\*^W\xc IKr>Hi:i\n der Function /\-:» ebenfalls Tereinfacheu. Da 
nämlich /■\:''' zu Ivideu Iferu der S^'huitte c» x = -, 3. . . .i>) und 
m :*Hrf'\'i Werthe h^r, so wirvi diese Function jF r\ wie man so- 

t'ori riWrs:eht^ uii^eüiuiert jk'äv^ bleiben, talis m^n in ihrer Defi- 
u:::o:'.sror»uel ^r^T. die Note .^lx.;.„ d;irch ,Ä,.:' ersetzt. 

M.: Kruk^ich: ^u: dli diese IvetrAcatuiigen. namentlich auch 
lu:: U avisier.: au: W * kouueu wir uuu >chi;e:55>l:ch dem vorher- 
iieüT^-tivieii ^5ze 4iv \ 4T- folgende einfachen» OestÄlt ^^eben: 

f.* 

t == Iq; ' : 

•'• •« u'f > .l'>f >t'<i> !'t:t»/r*v .i *' »• ^' t"nH'i fH.r .u*n beiden 
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Die Fläche ^iabi besitzt [vgl. (56.)] bei c^ und C2 kleine kreisförmige 
Oeffhungen. Lässt man die Radien dieser Oefifnungen kleiner und 
kleiner werden, so wird der vorstehende Satz dabei ungeändert in 
Kraft bleiben. Eine solche weiter und weiter fortschreitende Ver- 
kleinerung der genannten Oeffiiungen wird den Effect haben, dass 
die in der Definitionsformel (58.) auftretende Integrationscurve 
Zq . . . alsdann näher und näher an die Punkte c^ und c^ heran- 
zukommen, also in die Bereiche U^ und Ug dieser Punkte c^ und Cg 
tiefer und tiefer einzudringen vermag. 

Die Werthe aber, die in solcher Weise für die Function F(0) 
in jenen Bereichen VL^ und U^ sich ergeben, können von den dor- 
tigen Werthen des unbestimmten Integrals F (43.): 

F = — log (5 — yi) + (eind. stet. Funct. von g) 
F = '\- log (5 — ya) + (eind. stet. Funct. von 5) 

nur durch irgend welche additiven Constanten verschieden sein; wie 
solches aus einem früheren Satz [(23.) pg. 210] sofort sich ergiebt. 
Der letzte Satz (58.) gewinnt daher, falls man die in Rede 
stehenden kreisförmigen Oeffnungen der Fläche 9ta&< unendlich Mein 
werden lässt, folgende Gestalt: 

Theorem. — Eepräsentirt 

F = Jq> de 

ein elementares ÄheVsdies Integral dritter Gattung mit den beiden 
Unendlichkeit^mnkten q und c^, und de)iJct man sidi in der gegebenen 
Fläche 9la6 irgend welchen von c^ nach c^ laufenden Schnitt l ausge- 
führt^ und die so entstellende neue Fläche mit %^i,i bezeichnet, so wird 
die durch die Formel 

(61.) F(e) = fq>de [81«»,] 

definirte Function F{z) auf der unversehrten Fläche 81, mit Ausnahme 
der Punkte c^, Cg, femer mit Ausnahme der Curvei% ax, 6x (x = 1, 2, . . . p) 
und der Curve l, eindeutig und stetig sein. In den Bereichen 

^(^;^); ^{^y^) ^^ *ti(yi; 0; "^{Y'i}^ ^ Funkte Cj, Cg wird 
diese Function darstellbar sein respective durch die Formeln: 

^ '^ F{0) = + log (g — ysj) + (eind. stet Funct. von g). 

Andererseits wird dieselbe in den Curven ax, 6x (x = 1, 2, . . .jp) und 
l mit Constanten Differenzen behaftet sein: 

Naumann, Al)«l*8ohe Integrale. 2. Aufl. 15 
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längs üxi F(X) — F{q) = Ay, 
(6:0. läftgs K: F{k) — F{q) = B,, 

längs l : F{X) — F(q) = 27tL 

Dabei sindj was die letzte Formel betrifft^ das linke und rechte Ufer 
des Schnittes l in völlig bestimmter Weise definirt. Denn nach Mhsercr 
Festsetzung soll der Schnitt l vofi Cj nach c, laufen, 

Ergänzung. — Der vorstehende Satz ist bisher eigentlich erst für 
den Fall bewiesen worden , dass c, und c, gewöhnliche Punkte (keine Win- 
dungspunkte) sind. 

Sind Cj , Cj Windungspunkte der Fläche 91 , etwa c^ ein ftinfblättriger, 
und c^ ein zehnblättriger Windungspunkt [also der eine von der vierten, 
der andere von der neunten Ordnung], so kann man zunächst diese beiden 
Punkte von der FläcJie 91^^,^^ abswulem durch zwei Rückkehrschnitte, von 
denen der eine das Bereich U^ des Punktes c, , der andere das Bereich U, 
des Punktes c^ umläuft; sodass also diese Schnitte respective fünf und 
zehn volle Umgänge machen^ bevor jeder derselben in sich zurückläuft. 
Das nach Absonderung dieser Bereiche U^ und U^ noch übrig bleibende 
Stück 91*^ ^^ der Fläche SW^^^ besitzt alsdann im Ganzen drei Randcurven. 
Zwei derselben sind dargestellt durch die genannten beiden Bückkehr- 
sohnittc; sie mögen Sj und s^ heissen; während die dritte Bandcurve iden- 
tisch ist mit der ursprünglichen Randcurve 8 der Fläche ^^bc 

Man construirc jetzt in der Fläche ffi^^bc ^^^^ Querschnitte, von denen 
der erste l von irgend einem Punkte der R^indcurve Sj zu irgend einem 
Punkte der Randcurve s^ hinläuft; während der andere m irgend zwei 
Punkte der Curven s^ und s mit einander verbindet. 

Bezeichnet man nun die neue Fläche, in welche 91*, ^^ durch Aus- 
führung dieser beiden Schnitte Z, m sich verwandelt, mit 

80 kann man auf diese letztere Fläche Schritt für Schritt genau dieselben 
Betrachtungen anwenden, welche vorhin [als c^ , c^ gewöhnliche Punkte 
waren] auf die damalige Fläche ^ftf,ci,n angewendet wurden. In solcher 
Weise überzeugt mau sich dann leicht davon, dass der vorstehende Satz 
(61.), (02.), (63.) ganz allgemein gültig ist, einerloi, ob Cj , c^ gewöhnliche 
Punkte oder Windungspunkte vorstellen. 

Das gei'undene Theorem (61.), (()2.), (63.) ist wiederum um- 
kehrbar , uud zwar durch Betraclituiigeu, die denen auf pg. 217, 218 
analog sind. Man gelangt in solcher Weise, falls man schliesslich 
beide Sätze, den directen und umgekehrten zusammenstellt, zu 
folgendem Resultat: 

Theorem. — Jedwedes der gegebene^i Fläche 91 entsprediende ele- 
(64.) mentare AbeVsdw Integral dritter Gattung reprcisefüirt, bei gehö- 
riger Einschränkung seiner Integrationscurve^ eine Functuyn von e. 
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welche auf 81 eindeutig und stetig ist, mit Ausnahme ßweier 
Punkte Ci und c^, einer van c^ nadi Cg laufenden Linie l und der 
Curven an, bx {x = 1,2, . . .p), 

welche femer in den Bereiclien Vi^{c^y s), UgCcg, 0) oder Slj(yi, J), 
^2(^2? 5) der Funkte c^, c^ die WertJie besitzt: 

— log (J; — yj) + (eiud. stet. Funct. von g), 
+ log (J; — ^2) + (eind. stet. Funct. von g) , 

und welcfie endlich längs der Linie l mit der constanten Dif- 
ferefiz 2ni, und längs der Curven a^, bx (x =: 1, 2, . . .p) ebenfalls 
mit constanten Differenzen behaftet ist 

Und nmgekehrt: Jedwede Ftinction f{z), welche auf 9i die ge- 
(G5.) nannten drei Eigensdiaften bes^itzt, ist ein elementares Abelsches Inte- 
gral dritter Gattung. 

% 8. 
Das allgemeine Abersohe Integral. 
Das allgemeine AbeVsche Integral 
(1.) F=^fg>dz 

besitzt auf der gegebenen f^läche 91 beliebig viele Unendliclikeits- 
punkte. Von diesen mögen die polaren mit 

(2.) c, c", c" . . . c(»'), 

andererseits aber die logarithmischen oder ' logarithmisch-polaren mit 

bezeichnet werden. Alsdann findet bekanntlich zwischen den den 
Punkten Ci, Cg, Cg, . . . o entsprechenden Logarithmus-Coefficienten 
Aj, Ag, A3, ... Ay die Relation statt: 

(4) A, + A, + A3 + . . . Ay = [vgl. (19 a.) pg. 204]. 

Dieses allgemeine AbeFsche Integral kann nun in analoge^' Weise 
bebandelt werden, wie das Integral erster Gattung und die elemen- 
taren Integrale zweiter und dritter Gattung. Wir können 'uns dem- 
gemäss hier beschränken auf eine kurze Andeutung der in solcher 
Weise sich ergebenden Resultate. 

Man führe in der Fläche 9ta6 einen von c^ über c^, Cg u. s. w. 
bis Cj fortlaufenden Schnitt l aus und bezeichne die in solcher Weise 

15* 
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sich ergebende neue Fläche mit ^tabi- Alsdann vrird die durch die 
Formel 

(5.) F(s)^f<pdz [9t„,t] 

definirte Function jP(j) auf der unversehrten Fläche 9i, mit Aus- 
nahme der Punkte c^y C2, c^, . . . Cj, femer mit Ausnahme der Linie { 
und der Curven Ox, 6x (x = 1,2,.. .p), eindeutig und stetig sein. 

Bezeichnet man irgend einen unter den Punkten Cj, c^, c^, . . . o 
kurzweg mit c, so wird diese Fimction F{z) im Bereich U(c, e) oder 
^{yy dieses Punktes e darstellbar sein durch eine Formel von der 
Gestalt: 

B<^> . B^^> . . B(*> 

(6.) F{z) = 



Aloga-y) + j-3^ + (-^3^. + ... + ^-^ 
+ (eindeui stet Function von t) 



wo A und B^^^, B^*^, . . . B^*) Constanten sind. Und zwar repnlsen- 
tirt das A der Reihe nach die schon in (4.) erwähnten Constanten 
Ai; Ag^ A3, . . . Ay, je nachdem der betrachtete Punkt c identisch ist 
miu c« , Ca, Cmm . • . Cj» 

Femer gelten, wenn man die von den Punkten ^i, Cj, c^, . . . 
interceptirten einzelnen Strecken der Curve l mit l^^^ l^y l^j . . . Ij^i^j 
bezeichnet, die Formeln: 



längs Zi, 

längs 1^ 

(7.) längs ij^ 



F{X)-F{Q) = --2xiA,, 

F{X) - F(q) 2ni{\ + A,), 

F{X) - F{q) = - 2«i(A, + A, + A3), 



längs Ij^i^j: F{X) — F{q) = - 2m(,\ + A, + A3 + , . . A^i), 

wo wiederum die A's dieselben Constanten sind, wie in (4.). 

Endlich wird die Function F{0) mit canstantefi Differenzen auch 
in den Curven ax, 6x (x = 1, 2, . . . |)) behaftet sein: 

längs ax: F{X) — F(q) = ^„ 
längs K: F{X) - F{q) = Bn. 

Bemüht man sich, all' diese Eigenschaften des Integrals (1.) 
in möglichst einfacher Weise zusammenzufassen, so gelangt man zu 
folgendem 

Theorem. — Jedwedes der gegebenen Fläche 81 evUsprechentk 
(9.) Abd'scfie Integral repräsentirt, hei gehöriger Einschränkung seiner Inte- 
graOo^tscurvCy eine Function von e, 



(8.) 
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i4?eldh€ auf^ eindeutig und stetig ist, mit Ausnahme einzelner 
Punkte und Linien, 

welche femer in jedetn solcJien Ausnahmepuiikt entweder eine po- 
lare, oder eine logarithmische, oder eine logarithmisch-polare 
Unstetigkeit besitzt, 

und welche endlictt in jeder Ausnahmelinie mit einer constanten 
Differenz behaftet ist 

Und umgekelirt: Jedtvede Function f{z), toelche auf 81 die ge- 
(10.) nannten drei Eigenschaften besitzt, ist ein AbeVsches Integral, — Die 
Betrachtungen, welche vom directen Satze aus zu diesem umge- 
kehrten Satze hinleiten, sind analog mit den früheren Betrachtungen 
pg. 217, 218. 

Beispiel. — Repräsentirt f = f{z) eine anf ^ reguläre Function, und 
bezeichnet man die Pole und Nullpunkte dieser Function f promiscue in 
irgend welcher Reihenfolge mit Ci^ c^, c^^ . . . Cj^ ferner die dortigen Ord- 
nungszahlen von /* mit fi^ , jü^ , fij , . . . fij, so besitzt bekanntlich [Satz ({;.) 
pg. 205] das Integral 

(a.) F ^f^ = fd log f 

auf der Fläche 91 nur rein logarithmische Unendlichkeitspunkte. Auch sind 
diese Punkte [zufolge jenes Satzes] identisch mit Cj , c, , Cg , • . . Cj^ und 
die diesen Punkten entsprechenden Logarithmus - Coefficienten des Inte- 
grals F identisch mit n^ f», , fi, , ... fij . 

Will man also die Betrachtungen des gegenwärtigen Paragraphs auf 
dieses Integral F (a.) in Anwendung bringen, so hat man zuvörderst in 
der Fläche 91^^ einen von Cj über c^, c, etc. bis Cj laufenden Schnitt l 
auszufahren, und die so entstehende neue Fläche mit 9i^f,f zu bezeichnen. 
Alsdann wird die durch die Formel 

z s 

(*>•) F{z) ^ f^ =. fd \og f [fn^j 

«o «o 

definirte Function F(z) auf der unyersehrten Fläche 91 eindeutig utid stetig 
sein, mit Ausnahme der Punkte Cj, c^, C3, . . . Cy, femer mit Ausnahme 
der Cnrye 2, endlich mit Ausnahme der Curven a^, 5^(x = 1,2,. . , p). 

Femer wird diese Function im Bereich Vi(Cjt z) oder Sl(yy, f) eines 
jeden Punktes c. (j <= 1, 2, 8^ . . . /) darsteUbar sein durch die Formel 

(c.) F(z) = lij log (t — Yj) + (eindeut. stet. Funct. von f). 

Bezeichnet man femer die von den Punkten Cj , c, , c, , . . . Cj inter- 
ceptirten einzelnen Strecken der Curve l mit ^s» ^ss* ^4» • • * ^j— 1 j> ^ 
werden die Formeln gelten: 

längs W, FW-F((?) 2«»>,, 

längs Z„: F{X)-F(q) 2«t (ft^ + ft,), 

(d.) längs Z3,: F{X)-F{q) 2«i (^1 + fi, + /^), 

^«^ ^J^1,J' ^W - ^^(^) - - 27ri (fi, + fi, + ^ . . . + iij_{). 



(e.) 



230 Neuutes Capitel. 

Da ferner die Function F(z) [zufolge (b.)l im gegenwärtigen Fall die 

Form besitzt: 

log f(z) - log f(Zo), 

also z. B. in zwei zu beiden Ufern des Schnittes a^ einander gegenüber 
liegenden Punkten ;: Werthe haben muss, die sich nur um ein ganzes Viel- 
faches von 2 Tri unterscheiden können, so werden die in (8.) aufgeführten 
Constanten A^ im gegenwärtigen Fall ganze Vielfache voti ^i sein. Ana- 
loges gilt von den li^. Und wir erhalten also für die Schnitte a^, b^ 
(x =■ 1, 2, . . . p) die Formeln: 

längs a^: F{X) — F{q) = 2«t 3/^, 

längs h^: F{X) - F{q) =^2 7Tt X.^ , 

wo die ilfjj, N^ ganze Zahlen vorstellen. 

Etwas einfacher gestalten sich diese durch (b.), (c), (d.), (e,) darge- 
stellten Sätze, wenn die Pole und Nullpunkte der gegebenen Function 
/•e=s f(^z) sämmtlich erster Ordnimg sind. Alsdann ist [Satz pg. 107] 
die Anzahl der Pole ebenso gross wie die der Nullpunkte, mithin J eine 
gerade Zahl; sodass man also die Pole mit 

^1 » ^8 » ^5 » • • • ^2 A' — 1 » 

andererseits die Nullpunkte mit 

bezeichnen kann. Und gleichzeitig ist alsdann: 

f 1 =- f*3 = f*ß == • • • ==* Hk-i = — 1» 
und 

^2 == f*4 = f*o = • • *= ^2Ä == + *• 
Demgemäss verwandeln sich die rechten Seiten der Formeln (d.) altemirend 
in 2 Tri und 0; sodass also F(z) längs der Strecken l^^, {34, l^^ etc. die 
Differenz 2«t, und längs der Strecken Z^g , Z45, l^^ etc. gar keine Differenz 
besitzt. Man gelangt daher zu folgendem Resultat: 

Es sei f «=» f{z) eine auf 91 reguläre Function, deren Pole und NüU- 
punkte sämmtlich erster Ordnung si/nd. Die Pole seien bezeichnet mit 

^1 J C3 , C5 , . . . Cg fr j , 

andererseits die Nullpunkte mit 

^> ^4> ^8» • • • ^2Ä* 

Construirt man nun in der Fläche 9i^^ einen von c^ nach c, laufenden 
Schnitt 7j2, sodann einen von c, na^ c^ laufenden Schnitt l^^ etc,, end- 
lich einen von Cgj^^^i nach c^g laufenden Sdmitt l^g_i gj^, wnd bezeich- 
net man die Fläche 9i^^ nach Ausführung dieser K Schnitte mit 

91 

od /12 ^4 • • • ^A'— 1, 2A'' 

so wird die durch die Formel 

z z 

(B.) F(z)^ßf =Jd log f [91^,., ,^^_^J 

definirte Functiofi F{z) auf der unversehrten Fläefie M eindeutig und 
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stetig sein mit Ausnahme der Punkte c^y c^, c^, . . . c^j^, der Linien Zj,, 
^u4» • • • ^2K-i,2K **^ ^^^ Curven a^, &^ (x = 1, 2, . . . p). 

Ferner wird diese Functimi F{z) im Bereich \X{c,y z) oder %{y,, f) 
eims jeden Punktes c^ 0' = 1, 2, 3, . . . 2Ä') darstellbar sein durch die 
Formel: 
(C.) F{z) = fij log (f — y.) + (eindeut. stet. Fiinct. von f), 

wo fij ==z — i oder = + ^ *«^» j(ynachdem Cj zu den Polen oder Nullpunk- 
tefi von f gehört. Endlich tcird diese Function in den Curven ^u, Zj^ etc. 
und a^y h^ mit constanten Differenzen behaftet sein: 

( längs Zi2 : F(X) — F(p) = 2 tt i , 
längs k,: F(l) - F(q) = 27ti, 



m 



(E.) 



y längs ?2^_i^ 2Ä-: ^W — ^(9) = 2 5r?, 

(längs a^: F(X) — F{q) = 27ti M^, 
[längs b^ : F{X) — F(q) =^ 2ni N^, 

wo die M^, N^ (x = 1, 2, . . . p) nicht näher bekannte ganze Zahlen 
vorstellen. 

Zweites Beispiel. — In ähnlicher Weise ergeben sich andere, zum 
Theil noch einfachere Sätze, so z. B. folgender: 

Es sei @ irgend ein einfach zusammenhängender Theil der ge- 
gebenen Fläche % Femer sei f{z) eine auf ^ reguläre Fwnction^ die auf 
@ nur einen Pol: c, , und nur einen Nullpunkt: c, besitzt. Auch seien 
der Pol c, und der Nullpunkt c, beide elementarer Natur d. i. erster 
Ordnung. 

Zieht man nun innerhalb S irgend einen von Cj nach c, laufeviden 
Schnitt l, und bezeichnet die Fläche © tiocÄ Ausführung dieses Schnittes 
mit @p so wird die durch die Formel 



(F.) F(z)^f%f [@,] 



*0 



definirte Function F(z) auf @ eindeutig und stetig sein, mit Ausnahme 
der Pwnkte c^, c, und der Linie l. 

Und zwar wird dieselbe im Bereich Vi(c., z) oder Ä(y,, f) des Punk- 
tes c. (j => 1, 2) darstellbar sein du/rch die Formel: 

(G.) F(z) = (— 1/ log (f — yß + (eind. stet. Funct. von f), 

und längs der von Cj nach c, laufenden Linie l mit der consta/rden Diffe- 
renz 27ci behaftet sein: 
(H.) längs l: F(X) — F{q) « 27ri. 

Schlnssbemerkimg. — In diesem ganzen Capitel ist zwischen F und 
F{z) unterschieden worden. Denn während F das unbestimmte Integral 
vorstellt, repräsentirt andererseits F(z) diejenige eindeutige Function, in 
welche das Cktrven- Integral durch geeignete Beschränkung seiner Integra- 
tionscurve sich verwandelt. 
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Anwendang der Riemaiiii*seheii Existenz -Theoreme 
znr Untersaehung der AbeFsehen Integrale. 

§ 1. 

Aufstellmig einiger Hülfss&tse. 

Die Function f = /'(jet) sei auf irgend einem Theil © einer Rie- 
mann'schen Kugelfiäche eindmtig und stetig. Femer repraseutire 

(A.) f=f(s)=.U+iV 

die Gestalt, welche f annimmt durch Sonderung des Reellen und 
Imaginären. Solches festgesetzt, wird das positiv über den Rand 
von © erstreckte Integral 

•'S 

falls man © in kleine Stücke Uj, U^, . . . U^ zerlegt, folgender- 
massen darstellbar sein: 

(B.) f^UdV^J^ üdV-{.f^UdV+... + f^UdV, 

oder, falls man jene Stücke in ihre natürlichen Zustande fliffi^y - .flq 
versetzt, auch folgendermassen: 

(CO f^üdr=^J^Udv + J^Udv+...+f^udv, 

die Integrationen positiv erstreckt gedacht über den Rand einer jeden 
Fläche Ux respective Slx. 

Nach unserer Voraussetzung ist nun die Function /*= U-j-iV 
auf ©, mithin auch auf Ux, und also auch auf 9[x eindeutig und 
stetig. Hieraus aber folgt [Satz pg. 27], dass das Integral 

f UdV 
stets positiv oder Null ist, und überdies, dass ein Nullsein des Inte- 



Anwendung der Biemann'schen Existenz-Theoreme. 233 

grals nur dann stattfinden kann, wenn f auf Sx, mithin auch auf 
Ux constant ist. Demgemäss führt die Formel (C.) zu folgendem Satz : 
Ist die Fundion f{s) = ü -^ iV auf irgend einem Theil © einer 
Rietfiann' sehen Kugelfläche 81 eindeutig und stetig, so wird das in 
positiver Michtwng über dm Band von © erstreckte Integral 

D.) f UdV 

stets positiv oder Null sein. Und zwar unrd ein Nullsein dieses 
Integrals nur dann eintreten können, wenn jene Function f(js) auf ©• 
allenthalhen constant ist. 

Entspricht nun die Function f(0) den Voraussetzungen der Ein- 
deutigkeit und Stetigkeit auf der ganzen Riemann'schen Eugelfläche Sfl, 
so kann man, bei Anwendung des vorstehenden Satzes, den Theil © 
grosser und grosser werden lassen, bis er schliesslich in 91 übergeht. In 
diesem Augenblick verschwindet alsdann die Randcurve von © und 
mit ihr zugleich auch der Werth des Integrals (D.). Und aus diesem 
Verschwinden oder Nullsein des Integrals ergiebt sich alsdann, auf 
Grund des vorstehenden Satzes, sofort, dass f(z) auf 91 allenthalben 
constant sein muss. Also der Zusatz: 
E.) Ist die Function f(z) auf einer Biemann* sehen Kugelfläche 91 über- 

all eindeutig und stetig, so unrd sie eine Constante sein. 

Dies ist der schon früher [pg. 118] gefundene Satz. Wir haben 
jetzt aber die Mittel in Händen, um denselben bedeutend zu ver- 
allgemeinem. 

Es sei 9t eine beliebig gegebene Riemann'sche Eugelfläche. 
Wir führen in derselben irgend welchen Rückkehrschnitt ö aus, 
und denken uns eine auf 9t ausgebreitete Function 

F.) f==f(g)=u + ir 

gegeben, welche auf dem linken Ufer von ö um eine gegebene Con- 
stante (7 = (-4 + iB) grosser als auf dem redeten ist. Sind also 
A und Q irgend zwei auf dem linken und rechten Ufer einander 
gegenüberliegende Punkte, so soll sein: 

m - m = c, 

G.) U {k) — U{(f) = A, 

F(A) - V{q) = B. 

Verschiebt man die beiden einander gegenüberliegenden Punkte X, 
Q unendlich wenig in der Richtung des Schnittes 6, bis sie nach 
X', q' gelangen, so erhält man in gleicher Weise: 
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f{k') - fiQl = C. ^ ^, 

(u.) u{k') — u{q') = ,1, : — ^6 

v{x') — v(q') = n, ? ?' 

also, falls man die Formel» (G.), ^H.) von einander subtrahirt: 

(I.) dlX) = dl{Q\ 

• wo die Diiiereutiale der Verschiebung kl' respective qq' entsprechen. 
Wir nehmen jetzt au, die Function /*(*) = (,' + i V sei, abge* 
sehen von ihrer in 6 vorhandenen constanten DifiFerenz C, im üebrigen 
auf der Flache 91 überall eindeutig und stetig. Oder mit andern 
Worten: Wir nehmen an, dass die Function diese Eigenschaften 
der Eindeutigkeit und Stetigkeit ohne irgend welche Ausnahme auf 
derjenigen Flache 9ta besitzt, welche aus 9t selber durch Ausfiih- 
rung des Schnittes 6 entstanden ist. Zufolge des Satzes (D.) wird 
alsdann das positiv Qber den Rand von 9i,i erstreckte Integral 

stet« positiv oder Xull sein, und den Werth Null nur dann haben 
können, wenn f(£\ auf %j überall cofistant ist. 

Will man aber den Rand von 9io positiv umlaufen, so hat man 
die beiden Ufer von a, und zwar das lifiie Ufer stro9mibwärts . das 
recMe stromauficärts zu durchwandern [vgl. pg. 173]. Demgemäss 
nimmt das Integral (E.) die Gei^alt an: 

f UdV= f l\X)d 1\X^ — f r{Q) d V(q) , 

WO rechter Hand beide Integrationen stromahctirfSy d. i. in der Rich- 
tung von 6 zu erstrecken sind. Demgemäss sind die beiden Diffe- 
rentiale dV{X\ und rfl\p^ als Abbreviaturen für [F(A') — F(A)] 
und [U^p'^ — U('p^] anzusehen, mithin nach (I.) einander glekh. 
Man erhalt also: 

oder mit Rücksicht auf ^G/: 

oder schliesslich, weil « eine «/fAiÄAisAfM" Ourve ist: 
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Aus dem Nullsein dieses Integrals ergiebt sich [zufolge des 
Satzes (D.)] sofort, dass f{z) auf 9ta, constant ist. Möglieherweise 
indessen kann 91 durch den Schnitt ö in zwei getrennte Stücke SR' 
und 91" zerfallen; sodass alsdann unter 9tö das System dieser bei- 
den Flächen 9i', 9i" zu verstehen sein würde. In diesem Fall würde 
aus dem Nullsein des Integrals (M.) der Schluss zu ziehen sein^ dass 
die Function f(z) auf 9i' einen constanten, und auf 9i" ebenfalls, 
aber vielleicht einen andern constanten Werth hat. Also der Satz: 

-Es sei SR eine beliebig gegebene Rienmnn'sche Kugelfläche, und ö 
irgend eine auf 9i gezeichnete, in sich zurücklaufende Curve. Ist nun 
von einer Function f(z) bekannt, dass sie, mit Ausnahme der Curve <t, 
(N) aufSi überall eindeutig und stetig, längs jener Curve aber mit irgend 
welcher constanten Werthdifferenz behaftet ist; — so folgt hieraus, 
dass die Function eine Constante, respective ein System von zwei 
Constanten ist. 

Man kann diesen Satz [zufolge seiner Ableitung] sofort auf be- 
liebig viele Curven ausdehnen, falls nur dieselben einander nicht 
schneiden; und erhält so den allgemeinern Satz: 

Sind auf 91 beliebig viele, einander nicht schneidende geschlossene 
Curven ö, ö', e", , . . gegeben, und ist von einer Function f(z) bekannt, 
(0.) dass sie, abgesehen von diesen Curven, auf 91 eindeutig und stetig, 
und dass sie längs jeder solchen Curve mit irgend weld^er constanten 
Werthdifferenz behaftet ist; — so folgt hieraus^ dass die Function eine 
Constante, respective ein System von Constanten ist 

Unter Umständen gilt übrigens dieser Satz auch dann noch, 
wenn die Curven 0, <j\ 6", . . . einccnder schneiden. Bezeichnet man 
nämlich die durch Ausführung dieser Curven od/5r Schnitte entste- 
hende Fläche mit ^aa'a" .,., so erhält man analog mit (L.): 

(P.) / UdV=AjdV{i) + A' J dV(X) + ..,, 

falls man nämlich unter C=(A + iE), C = {A' + iE'), ... die 
den einzelnen Curven <T, (?', . . . entsprechenden constanten Differen- 
zen versteht. 

In dieser Formel (P.) sind jetzt die Integrale rechter Hand 
nicht mehr Null. So wird z. B. das erste dieser Integrale, falls 6 
nur von der Curve ö' und auch von dieser nur einmal geschnitten 
wird, den Werth + E' haben. U. s. w. Wie dem auch sei, — jeden- 
falls wird die Formel (P.), falls man annimmt^ dass A,A', Ä', . . . 
sämmtlich = 0, mithin C, C\ C" . . . sämmtlich rein Imaginär seien, 
die Gestalt annehmen: 
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(Q.) r C/eZF=0; 



Ka'ü" 



woraus alsdann wiederum folgt, dass f{0) auf Sftao'a"... constant^ 
respective ein System von Constanten ist. 

Schneiden also die Ciirven <T, <y', <t", . . . einander^ so toird der 
(11.) vorJiergeJiende Satz (0.) trotzdem noch gelten, falls nur feststeht, dass 
die diesen Curven entspreeheiuleth cotstanten Differenzen sämmÜich rein 
imaginär sind. 

Und hieraus folgt weiter, dass der Satz ßr einander schneidende 
(S.) Curven auch dann gilt, wenn jene Differenzen smmntlidi reell sind. 
Denn hat z. B. f{z) lauter reelle Differenzen, so wird die Function 
if{z) lauter rein imaginäre Differenzen besitzen. U. s. w. 

Der Satz'(0.) gilt für jedwedes auf 91 gezogene Curvensystem 
ö, 6\ <t", . . . , falls nur die einzelnen Curven einander nicht schnei- 
den, und ist daher z. B. ohne Weiteres anwendbar auf die Rie- 
mann'schen Curven a^, a^, , . , ap. Er lautet alsdann folgender- 
massen: 

Eine Function f(z), weldte auf der gegebenen Fläche 31, dbge- 
(1.) sehen vof% den Curven a^, a^, . . . ap^ eindeutig uml stetig, in diesen 
Curven aber mit constanten Differenzen behaftet ist, wird nothwen- 
diger Weise eine Constante sein. 

Desgleichen kann man jenen Satz (0.) auf die Riemann'schen 
Curven ij, ftg, . . . 6^ anwenden, mithin sagen: 

Eine Function f{z), die auf^t, abgesehen von den Curven 6,, 6j, 
(2.) ...bp, eindeutig und stetig, in diesen Curven aber mit- constanten 
Differenzen beJiaftet ist, muss nothwendig eine Constante sein. 

Andererseits aber wird der Satz (R.), (S.) anwendbar sein auf 
alle 2p Curven a^,a^, . . , ap, b^^b^, * » - bp zusammengenommen; und 
alsdaim folgendermassen lauten: 

Eifie Function f{z), die auf^, abgeselicn von den Curven (hf ^y 

. . .Op, bi, b^, . . .bp, eindeutig und stetig, in diesen Curven cd>er mit 

(3.) constanten Differenzen behaftet ist, wird eine Constante sein, falls 

jene Differenzen entweder sämmtlieh reell, oder aber sämmÜich rein 

imaginär sind. 

§2. 

Vorläufige Bemerkungen über das Diriohlet^sche Minimnm-Frinoip 
und die Riemann'schen Existenz-Theoreme. 

Soll irgend eine Riemanusche Kugelfläche consiruirt werden, 
so kann man über die Anzahl ihrer Blätter, sowie über die Anzahl, 
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Lage und BeschafiFenheit ihrer Uebergangslinien und Windungspunkte 
in tviUkürlicher Weise disponiren. 

Eine solche willkürlich constnärte Riemann'sche Kagelfläche mag 
gegeben sein; sie soll die feste und unveränderliche Basis bilden 
(4.) ßr unsere weiteren Betrachtungen. Die Fläcfie selber mag mit % und 
der Grad ihres Zusammenhanges mit 2p bezeidmet sein. Auch mögen 
auf ihr die Riemann' sehen Curven oder Schnitte a^^a^, . . . apy \j\, 
. . .bp construirt gedacht werden. 

Will man nun von Functionen (p(z), die auf dieser Fläche Jft 
regulär sind, respective von den Integralen solcher Functionen spre- 
chen, so erhebt sich zuvörderst die Frage, ob deraftige Functionen 
und Integrale wirklich existiren. Diese Frage ist bejahend zu be- 
antworten, wie solches im gegenwärtigen Capitel, auf Grund des 
DirichUfschen Minimum-Brindps, oder (besser ausgedrückt) auf Grund 
der von Biemann aus jenem Minimum-Princip abstrahirten Existenz- 
Theoreme j gezeigt werden soll*). 

Und zwar wird sieh in dieser Weise ergeben, dass unendlich 
viele auf 9i reguläre Functionen (p{s) existiren. Solches constatirt, 
entsteht alsdann der Wunsch, diese unendlich vielen Functionen 
(p{e)y sowie die zugehörigen Integrale 

F = J(p(j3)d0 

durch irgend welche Mittel zu individuälisiren. Mit andern Worten: 
Es entsteht die Aufgabe, jedwedes individuelle q> oder F kenntlich 
zu machen, also Bedingungen zu entdecken, die zur Bestimmung 
eines solchen individuellen q> oder F ausreichend sind. — Auch zur 
Absolvirung dieser Aufgabe werden jene Biemann'sdien Existenz- 
Theoreme die erforderlichen Mittel darbieten. 

Jene Theoreme sind, wie schon bemerkt wurde, von Riemann 
aus einem gewissen Minimum-Princip abgeleitet worden**). Und 
wenn auch diese Methode der Ableitung, bei dem heutigen Stand- 
punkte der Wissenschaft, nur als eine mafigelhafte, höchstens als 



*) Jenes Minimum-Princip, welches Dirichlet in seinen Vorlesungen über 
die dem umgekehrten Quadrat der Entferuung proportionalen Kräfte anzu- 
wenden pflegte, verdankt übrigens seinen Ursprung wahrscheinlich einem ähn- 
lichen Gedanken von Gauss [vgl. Gauss Ges. Werke Bd. 5, pg. 232 — 35 und 
überdies auch Btemann's Ges. Werke pg. 90]. 

♦♦) Die Art und Weise dieser Ableitung ist von mir näher exponirt wor- 
den in meiner kleinen Schrift: Das DiricMet*sche Princip, in seiner Anwen- 
dung auf die Biemann'' sehen Flächen. Leipzig, bei Teubner, 1865. 
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eine divinatoriscfie Methode anzusehen ist; so wird man trotzdem 
die Richtigkeit der Theoreme selber nicht zu bezweifeln wagen. In 
der That bin ich der Ansicht, dass man jene Theoreme in völlig 
strenger Art zu beweisen im Stande ist mittels der von mir ent- 
deckten Methode des arifhmeiischen Mittels, und unter Zuhülfeuahme 
gewisser ebenfalls von mir angegebener combinatorisdien Methoden^). 
Wie dem auch sei, — jedenfalls werde ich die in Rede stehen- 
den Riemann'schen Theoreme im Folgenden als corrcct voraussetzen. 
Ich werde dieselben, ohne auf ihren Beweis einzugehen, rein histo- 
riscJi mittheilen und dieselben sodann zur Basis meiner weitem Be- 
trachtungen nehmen. 

§ 3. 
Historische Mittheilung der Biemann'schen Existenz-Theoreme. 

Denkt man sich auf der gegebenen Fläche 9t (4.) eine Func- 
tion f(0) ausgebreitet, die in den Curven «x, 6x (x = 1, 2, . . .|)) mit 
irgend welchen Differenzen behaftet ist, so soll unter einer solchen 
DiflFerenz stets diejenige Quantität verstanden werden, um welche 
die Function am linlcmi Ufer grösser als am rechten ist. Nimmt 
man nun an, jene Curven ax, 6x (x = 1, 2, . . .|}) seien auf der Fläche 
Jft in bestimmter Weise festgesetzt, so gilt nach Riemann folgen- 
der Satz: 

Erstes Existenz -Theorem. — Es existirt stets eine Function 
f(js), welche den beiden Bedingungen genügt: 
(5.) I. f{0) soll auf 91, abgeseJien voti den 2p Curven ax, 6x; ein- 

deutig und stetig sein, 

II. f{z) soll in jenen Curven ax, 6x ^nit constanten Differenzen 

behaftet sein, deren reelle Theile vorgeschriebene Wertlie besitzen. 

Aas diesem Theorem ergiebt sich^ mit Rücksicht auf (36.) pg. 218, 
sofort die Existenz der Abel'schen Integrale erster Gattung. 

Wir markiren jetzt auf der Fläche 91 einen beliebigen Punkt 

Cj und bezeichnen das Bereich dieses Punktes mit ]l{c, z) oder 

31 (y, {;). Innerhalb dieses Bereiches wird alsdann die Function 

rW = (j ^-^yf , (^'= 1,2,3,.. .) 



t) Dies^ Methode des arithmetisclien Mittels ^ sowie die in Bede stehenden 
combinatorischen Methoden sind von mir kurz angedeutet worden in den Be- 
richten der Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss. (21. April und 31. Oct. 1870), sowie auch 
in den Math. Annalen (Bd. 11, pg. 568); sodann aber ausführlicher publicirt 
in meinem Werke über das Logarithmische und Newton* sehe Potential, Leip- 
zig, bei Teubner, 1877. 
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eindeutig und stetig sein, bis auf einen in c, respective y liegenden 
Pol N^' Ordnung. Denkt man sich nun die Curven «x, J>x (^ == 1, 
2y . . .p)y femer den Punkt c und die Zahl N in bestimmter Weise 
festgesetzt^ so gilt nach Riemann folgender Satz: 

Zweites Existenz -Theorem. — Es existirt stets eine Function 
f(js), die den beiden Bedingungen genügt: 
(6.) I. f(z) soll, abgeselien vom Funkte c und den Curven ax, 6x 

(x = 1, 2, . . ,p), auf 9t eindeutig und stetig sein. 

II. f{z) soll im FunJcte c in solcher Weise unstetig sein, dass die 
Differenz f(z) — f*{z) im Bereicli des Funktes stetig bleibt. Ueber- 
dies soll f(z) in den Curven a^, bx mit constanten Differenzen be- 
haftet sein, deren reelle Theile vorgeschriebene Werthe besitzen. 

Aus diesem Theorem folgt, mit Rücksicht auf ^42.) pg. 220, sofort die 
Existenz der elementaren AbeFschen Integrale zweiter Gattung. 

Sind auf der Fläche SR die Riemann'schen Curven a^, bx ge- 
zeichnet, und überdies irgend zwei Punkte c^, c^ festgesetzt, so wird 
man stets auf 91 eine von c^ nach c^ gehende und die Curven a^, 
bx vermeidende Linie l ziehen können. Denkt man sich für jed- 
weden Punkt der Linie l das Bereich markirt, so werden all' diese 
Bereiche zusammengenommen ein gewisses Flächenstück bilden. Und 
dieses Flächenstück mag kurzweg das Bereich der Linie l heissen. 
Vgl. die Erläuterung auf pg. 240. 

Es sei nun f*(z) irgend eine Function, die im Bereich der 
Linie l eindeutig und stetig ist, bis auf irgend welche in der Linie 
l selbst vorhandene Unstetigkeiten. Denkt man sich die Curven ax, 
bxj femer die Linie l und die derselben zugehörige Function f*{z) 
in bestimmter Weise festgesetzt, so gilt nach Riemann folgender Satz: 

Drittes Existenz -Theorem. — Es existirt stets eine Function 
f(z), tvelche die beiden Bedingungen erfüllt: 
rj\ I. f{z) soll, abgesehen von der Linie l und den Curven ax, bx 

(x = 1,2, . . ,p), auf 91 eindeutig und stetig sein; 

n. f{z) soll in der Linie l in solcher Weise unstetig sein, dass 
die Differenz f {z) — f'^'iß) ^^* Bereich der Linie l stetig bleibt. TJeber- 
dies soll f(z) in den Curven ax, bx mit constanten Differenzen be- 
haftet sein, deren reelle Tlieile vorgeschriebene Wertlie besitzen. 

Aas diesem Theorem ergiebt sich, mit Bücksicht auf (65.) pg. 227, 
die Existenz der elementaren Integrale dritter Gattung; wie solches später 
näher dargelegt werden wird. 

Die im dritten Theorem auftretende Linie l kann beliebig kurz 
sein, also z. B. auch zu einem einzelnen Punkte zusammenschrumpfen. 
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Und mit Rücksiebt hierauf erkennt man sofort^ dass das frohere 
zweite Theorem nur ein specieller Fall des dritten ist 

Üebrigens hat Riemann selber die genannten Theoreme in einer 
yiel complicirteren und den Ueberblick sehr erschwerenden Weise 
ausgesprochen [Riemann's Ges. Werke pg. 97, 98J. Ein wenig ein- 
facher dürfte bereits die Form gewesen sein, in welcher ich diese 
Theoreme in der schon citirten Schrift [Das Dirichletsche Prin- 
cip etc., bei Teubner, 1865] ausgesprochen habe. Granz beson- 
ders aber dürfte durch ihre Einfachheit diejenige Fassung sich em- 
pfehlen, in welcher ich hier, im gegenwärtigen Paragraph, diese 
Theoreme dargelegt habe. Dabei sei bemerkt, dass das gegenwär- 
tige erste Theorem unmittelbar aus dem Satz pg. 53 der citirten 
Schrift [von 1865J folgt; uud dass andererseits das gegenwärtige 
etceiie und dritte Theorem aus den Sätzen pg. 53 und 76 jener Schrift 
sich ergeben. 

Erläatenug. — Besteht die Linie 7 (pg. 239) ans lanter gewohnlichen 
Pnnkten (keinen Windungspunkten), so wird das Bereich der Linie l durch 
einen schmalen Flächenstreifen dargestellt sein, der die Linie l in sich 
enthält, und dessen Randcurve nirgends hart an l heranreicht. Doch wird 
man von dem Bereich der Linie 7 auch dann sich eine deutliche Vorstel- 
lung bilden können, wenn die Linie 7 Windungspunkte enthält. Ist z. B. 
der Ausgangspunkt Cj der Linie 7 ein Windnngspunkt (m — l)ter Ord- 
nung, während alle übrigen Punkte Ton 7 gewöhnliche Punkte sind, so be- 
steht das Bereich der Linie l aus einer kleinen um Cj beschriebenen m-bläti- 
rigen Windungsfläche, der sich, an einer bestimmten Stelle ihrer Peri- 
pherie, ein gewöhnlicher einblättriger Flächenstreifen anschliesst 

§4. 

Die der gegebenen Biemann'sohen Kugelfläohe 91 zugehörigen 

AbePsohen Integrale erater Gktttang. 

Auf der gegebenen Fläche 91 mögen die Curven a^, 6, (x = 1, 
2, . . . p) in bestimmter Weise festgesetzt und in irgend welcher 
Reihenfolge mit ^i, ^^j ^zi " - ^^p bezeichnet sein. Nach dem Rie- 
mann^schen Theorem (5.) existirt alsdann stets eine Function f{e\ 
die folgenden Bedingungen entspricht: 

I. f{z) soll auf 9i, abgesehen von den Curven tf^, ^^i, . • • <^ij», 
eindeutig imd stetig sein. 

IL f{z) soll in jenen Curven constante Differenzen besitzen: 
A(i)+ ifA^i), A<si);+ iMW, . . . A<*'>)+ itA^^P\ deren reeUe Theile 
A(i)^ A^*), . . . A^*^) vorgesdiriebene Werthe haben. 

Awih ist die Function f{z) durch die Bedingungen I., II. voUr 
ständig bestimmt, bis auf eine additive Constante. Denn existirten 
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zwei diesen Bedingungen entsprechende Functionen f(ß) und f\s:)f 
so würde ihre Differenz 

auf 91, abgesehen von den Curven 6^, ö^y . . - ö^p, eindeutig und 
stetig, in diesen Curven aber mit constauten, und zwar rein imagi- 
nären Differenzen behaftet sein. Folglich würde sie [Satz (3.) pg. 236] 
eine Constante sein. Q. e. d. 

Die durch die Bedingungen I., IL charakterisirte Function f^e) 
ist aber nach (36.) pg. 218 ein AbeVscIics Integral erster Gattung^ so 
dass man also sagen kann: 

Tür die gegebene Fläche 9i existirt ein, und, alHje^ehen von einer 
(8.) unbestimmten additiven Constanteti, nur ein einziges Integral erster Gat- 
tung W{z), dessen constante Differenzen m den Curven (T,, (Tj,, . . . (Tgp 
vorgeschriebene reelle Theile A^^^ N^^\ . . . A^*^^ besitzest*). 

Jeder neuen Wahl der A^**^ entspricht also ein neues Integral 
W{z). Es fragt sich, wie viele unter diesen von einander linear 
unabhängig, nämlich von solcher Beschaffenheit sind, dass zwischen 
ihnen keine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten möglich 
ist. Um näher hierauf einzugehen, denken wir uns irgend welche 
Anzahl solcher Integrale: W^{z)j W^{z), . . . Wq{z), deren constante 
Differenzen in den Curven 6^ mit A/*"^ + iMi^'^, A^^*"^ + ifA<^^\ 
. . . A,^**^ -|- ilÄq^*^ bezeichnet sein mögen, und bilden sodann, unter 
Zuhülfenahme beliebiger Constanten K^,K^yK^,,,Kq das Aggregat: 

w; = üTo + K,W, + AUr, . . . + KqWq. 

Diese neue Function w ist offenbar wiederum ein Integral erster Gat- 
tung, Denn sie ist (ebenso wie W^, TV^2,...Tr^) auf 9i, abgesehen 
von den Curven 6x, eindeutig und stetig, in diesen Curven aber mit 
Constanten Differenzen behaftet. Letztere lassen sich sofort angeben. 
Bildet man nämlich das w für zwei auf dem linken und rechten 
Ufer von 6» einander gegenüberliegende Punkte l und.r, und sub- 
trahirt man die so entstehenden beiden Formeln von einander, so 
erhält man: 



*) Während im vorhergehenden Capitel die AbeFschen Integrale erster, 
zweiter und dritter Gattung promiscue mit F bezeichnet wurden, wird es zweck- 
mässig sein, fortan eine Sondorung eintreten zu lasHon. In der That werde ich 
fortan die Integrale erster Gattung mit Tf, «% w, femer die elementaren Inte- 
grale zweiter Gattung mit T^ t oder genauer mit jT^, t^^ endlich die elementaren 
Integrale dritter Gattung mit TT, o oder genauer mit TT^ <. ♦ ö^ c bezeichnen. 
Dabei sollen durch die beigefügten Indices die Unendlichkeitspunkte der in 
Rede stehenden Integrale angedeutet sein. 

N en mann, Aberiohe Integrale. 8. Aufl. 16 
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wCO - «'{»■) = X, [^,(0 - W,{r)] + K,[W,{1) - ^yAr)\ + ■ 

d. i. 

wo alsdann A'"' + i(*''' die conatante Differenz der Function w in 
der Curve a, vorstellt 

Setzt niair zur Sonderung des Reellen und Imaginären: 
JT, = X, -iJ/„ Ä^ = i,— i3/„ . . . K, = L, — iM„') 
80 ergiebt sich aus der letzten Formel fDr A'" der Ausdruck: 
(9.) A<"1 = (L, A,«" + Xj A,<" .. . +i, Aj'") -f (Jtf,M,l') 4- ;if,M,">. . .+ 3/jM,,i"). 
und ebenso ein entsprechender Ausdruck für (i"'. 

Bildet man die Formel (il.) der Reihe nach für sümmtliclie Cur- 
ven ö,, d. i. fiSr x = 1, 2, 3, . . . 2p, so erhält man im Ganzen 2j) 
Gleichungen, aus denen die Constanten L, M dimiuirhar sein wer- 
den, Falls ihre Anzahl 2q < 2p ist. Durch eine solche Elimination 
ergeben sich also dann eine oder mehrere Relationen, durdt welche 
die A"' dirert an änander «»«f an die A,'", M."' gekettet sind. 

Ist also q <ji, und denkt man sich die Functionen If',,TFj,,..TF, 
und die denselben zugehörigen Constanteii A,'", M,'"' in bestimm- 
ter Weise festgeitetzt, so wird die Formel 

(10.) ■ w = So + iT, w, + A', M^, . . . + ä; »;, 

wie man die K'a auch wählen mag, immer nur solche w liefern, 
deren A''' au einander und an diese A,'"', M/"' durch jene Relationen 
gefesselt sind. Nimmt man daher für die A"' irgend welche jenen 
Relationen nicJit entsprechende Constanten, so ist man sicher, dass 
das diesen >l''> auf Grund dea Satzes (8.) zugeh<'irige Integral w der 
Formel (10.) nidd subsumirbar, also mit TT,, 11'^, . . . W,, nicht, durch 
eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienteu verbunden ist. 
Um die Hauptsache zusammenzufassen: Sind irgend welche In- 
tegrale erster Gattung: ir, , TF^, . . . TFj, deren Anzahl ij <.p sein 
soll, in bestimmter Weise festgesetv.t, so wird stets ein (q -f- l)tos 
Integral erster Gattung existiren, welches von TV,, TK*, . . . W,, linear 
unablüingUf ist. Bringt man aber diesen Satz der Reihe nach auf 

3-1,2,3,... (J.-1) 
in Anwendung, so gelangt man zu folgendem Resultat: 

*) Ee Bolleu also die L, M, ebenso wie die A, M, r^le Constanteo vor- 
stellen. 
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Zar gegebenen Itiemann' sehen Kugelflüclie 9t geJiören stets p Inte- 
(11.) grak erster Gattung: W^y IFg, . . . Wp, die von einander linear un- 
abhängig sind, d. h. zunsdien denen heine lineare Gleichung mit con- 
stanten Coefficienten stattfindet. 

Denkt man sich jetzt diese W^, TF2, . . . Wp in bestimmter Weise 
fixirt, so kann man aus denselben durch Multiplication mit constan- 
ten Coefficienten und Addition unendlich viele andere Integrale 
erster Gattung ableiten. Versteht man nämlich unter 

Kq = Lq — HHq, Ki = Li — iM^y ... Kp = Lp — iMp 

irgend welche tmllkürlich zu wählende Constanten, so wird das 

Aggregat 
(12.) w = Eo + K,W, + K,W,,.. + Kp Wp, 

oder, ausführlicher geschrieben: 

(13.) w={L^-^iM^) + {L,---iM,)^^\ + {L^-iM^)W^...+{Lp-•iMp)Wp 

stets wiederum ein Integral erster Gattung sein; wie solches aus 
unsern früheren Betrachtungen pg. 241 unmittelbar folgt. Auch sind 
die Constanten Differenzen A^**^ -|- ifi^*^, welche dieses neue Integral 
w in den Curven 6^ besitzt, sofort angebbar. So ist z. B. [vgl. (9.)J: 

( 1 4.) At*) = (ij A/*) H-ig Ag^'^. .. + Lp Ap^^O + {M, MjC'^) +M. tA^^'\ ,.+Mp tAp^*^\ 

falls man nämlich unter A^^'') + ? M/*), A^^'') + ifA^^% . . . A^^^) + iMp('') 
die Constanten Differenzen jener p Grundintegrale \\\y IFg; • • • ^'p 
versteht. 

Hieran knüpft sich die wichtige Bemerkung, dass die Deter- 
minante : 

A/^> AgC^) \ . . Ap^i) M/i) Mg^i) . . . Mp^^) 



(15.) 



A/«) Agf«) . . . Ap(2) M/2) M^w . . . M/> 



Aj(«/» ^^^p) . . . Api^p) M/2/>) tA^w . . . tAp^^p) 

nothwendiger Weise von Null verschieden ist. Wäre nämlich die- 
selbe = 0, so könnte man die Constanten i, M in (14.) so wählen, 
dass sämmtliche A^^) verschwinden [man braucht zu diesem Zweck 
für die L, M nur gewisse Subdeterminanten von A zu nehmen]. 
Das diesen Z, M entsprechende w (13.) würde alsdann in den Cur- 
ven 6n mit lauter rein imaginären Differenzen behaftet, also [nach 
Satz (3.)] eine Constante sein. Es würde also dann die Formel (13.) 
eine zwischen den W^, TFg» • • • ^ stattfindende Gleichung mit con- 
stanten Coefficienten vorstellen; — was der Natur der Functionen 

16* 



W,, W'i, , . . Itp wüierspn'dit [vgl, (ll.)]. Folglich wird jene Deter- 
minante A (15.) uothweiidiger Weise von Null verschiedet! seiu. 

Bemerkimg. — Oieee von Rieinann gegebene unit Ton andern AaUi- 
reu ebne Weiteres wie<)erfaolte Schlnssfoigpnint; bedarf, fall« rie lireng 
sein »oll, einer geniisen Modificalion, bei welcher nicht nnr die Determi- 
nante A selber, HOodern ancb ihre siimmtlichi-n SubiMenninatitrn eine Roll« 
spielen. Dabei mag jedwede aus j Horiiontal- and j Vertibut reihen be- 
ateheude Subdeterminante mit A, bezeichnet werden; so dann also z. B. A, 
nichts Anderes sein wird als A «elber, nnd A, nicht» Anderes als eine Col- 
leotivbczeichtiung tuLmmtlicher Elemente A, M. 

Wir wollen nun annehmen, die Detemünante A oder A^ cn ^ 0, 
die bierauB sich ergebenden Conseqnenien entwickeln, nnd «eigen, da«« 
diese Consequenjien a.a einem Absurdum filbren. 

Vtrschtcindet A d, i. A^ , so knnnen sämmtliche Jt'"' (14) dadurch 
zu Nnll gemacht werden, das man die (qundratOlrmige) Tafel der 4p' Sub- 

determinnuten A^,^ , hinachreilit und die 2p Con stauten h, M mit irgeod 

einer beliebigen Horizontal reihe dieser Tafel identiScirt, Hieraus folgt als* 
dann [wie vorhin ausführlich erörtert iüt], dasa Kwisch''n den 11',, W,, 
. . . W eioe lineare Gleichung niit conalauten Coeflicienten stattfindet; 
— es gei denn, dasg diese Coefficietilen nämoillich =■ sind. 

Dieser Ausnahmefall ist nher, weil die iu Rede btehenden Coelfi- 
cienten durch eine beliebige HoriKontal reibe aus der Tafel der A^ , dar- 
gestellt sind, nur dann von Gewicht, wenn die ip' Subdeterminanten 
Au , sämmtlich verschwjnden. 

Verschwindet also A d. i. A, , so werden enlieeder sUmmtliche Ajp_i 
ebenfalls verschwinden, oder aber es wird Kwischen H', , ir,, . . , W ein« 
lineare Oleichung mit constanten Coefficienten stattfinden. Und diesen Satz 
kann man, weil der letztere Fall [zufolge (II,)] unmöglich ist, einfacher «o 
anespreohen: Verschwindel A d. i. Aj , «o ioerden KämmtUche Aj , eben- 
fa}U vers^winden. 

Verschwinden nun aber aimratliche Aj__[, so folgt bierans weiter, 
durch Wiederholung der uilmlichcn Schlussfolge, das» auch aämmtliche 
Aj j verschwinden, sodann weiter, dass eümmtliche Aj _, verschwinden, 
u, M. f. Und man gelangt also, in dieser Weise weiter nnd weiter gehend, 
schliesslich zu dem Resultat, dass auch sämmtliche A, , d. i. sSimmtliche 
A, M verschwinden. Dm die Hauptanche hervorzuheben t Versclucindet A, 
so folgt hieraus, da»k fiimmtUche A, M ebenfalle tersdiiritiden. 

Die (A ■+■ t'M) reprUsentiren aber die constanten Differeni«n der Func- 
tionen H'i . ir,, , . . W in den Curven x. Aus dem Verschwinden sämmt- 
lirher A, M wQrde daher [nach Satz (3.)] sich ergaben, daas die Functio- 
nen H', , H',, . . . IC lauter Contlanten sind; — was der in \\\) ge- 
gebenen Dr-tinitioD dieser Functionen widerspricht. 

Unsere Annahme, dass A veigchtcindel, führt also zu einem abmrden 
Resiiltiit. Folglich wird A sM« von Xull tierscMedtn sein. Q. e. d. 

Da nun A stets von Null verschieden ist, eo kann man iu den 
Gleichungen (14.) die Congtanten L, M der Art wählen, dass die 



(16.) 
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>l<*) beliebig vorgeschriebene Werthe erhalten. Mit andern Worten: 
Man kann jene L, M der Art wählen, dass die reellen Theile der- 
jenigen Differenzen, welche das Integral erster Gattung w (13.) in 
den Schnitten 6^y 6^, , , . ö^p besitzt, beliebig vorgeschriebene Werthe 
erhalten. Hieraus aber folgt mit Rücksicht auf den Satz (8.), dass 
das durch die Formel (13.) dargestellte Integral w durch geeignete 
Wahl der Gonstanten i, M identisch gemacht werden kann mit 
jedwedem der Fläche 91 zugehörigen Integral erster Gattung. Also 
der Satz: 

Versteht man [ebenso wie in (11.)] unter W^, TFg, . . . Wp solche 
p Integrale erster Gattung, die von einander linear unabhängig 
sind [d. i. zwischen denen keine lineare Gleichung mit constanten 
Coefficienten stattfindet], so tvird jedwedes der Fläche 9i zugehörige 
Integral erster Gattung durch die Formel darstellbar sein: 

w = K, + K,W, + K,W, + . . . +Kp Wp, 
wo die Ks Constanten sind. 



§ 5. 

Die der gegebenen Fläche 9i zugehörigen Kormalintegrale 

erster Gktttung. 

Es sei wiederum: 
(17.) w = K^ + K,W, + K,W, + ...KpWp, 

wo W^i, Wg, . . . Wp die in (11.) und (16.) genannten Bedeutungen 
haben sollen. Wir wollen jetzt aber zu unserer ursprünglichen Be- 
zeichnungsweise zurückkehren, nämlich die 2p Curven 61,62, ... 62p 
wieder, nach Riemann, mit a,, «g, . . . «p, ^i, 62? • • • ^p benennen. 
Sind a^*^ und Ai^*^^, A2^'^^ . . . A^^*^ die (im Allgemeinen complexen) 
constanten Differenzen der Functionen w und W^, W2, . . . Wp in 
der Curve «x, so ist nach (17.): 

(18.) «('*> = ifiA/'^) + 7r,A2<'') + . . . + KpAp^'^), X = 1, 2, . . .p. 

Wäre die Determinante der p^ Grössen A/''^ gleich Null, so 
würde man in diesen Gleichungen (18.) die Constanten K so wäh- 
len können, dass sämmtliche a^*) verschwinden [man brauchte zu 
diesem Behuf für die K nur gewisse Subdeterminanten der genann- 
ten Determinante zu nehmen]. Das diesen K entsprechende tv (17.) 
würde alsdann in den Curven a^ gar keine Differenzen haben, also 
[nach Satz (2.)] eine Constante sein. Demgemäss würde also die 
Formel (17.) in eine zwischen den W^, W^, . . . Wp stattfindende 



246 



Zehntes Capitel. 



Gleichung mit constanten Coefficienten sich verwandeln; — was nach 

(11.) unmöglidi ist. Jene Determinante der A/*^ ist daher stets von 

Null verschieden. 

Will man diese Behauptung mit wirklicher Strenge beweisen, so hat 
man wieder ein analoges Verfahren einzuschlagen, wie in der Bemerkung 
pg. 244. 

Da nun die Determinante der A/*^ von NtM verschieden ist, so 
kann man in den Gleichungen (18.) die K's so wählen^ dass die a^'^ 
beliebig vorgeschriebene Werthe annehmen, z. B. so wählen^ dass alle af^*^ 
den Werth annehmen^ mit alleiniger Ausnahme von o^^\ letzteres 
aber = %i wird. Dass diesen speciellen K*& zugehörige u) (17.) 
mag mit w^ bezeichnet werden. Desgleichen kann man z. B. die 
K'^ auch so wählen, dass alle aS*\ mit alleiniger Ausnahme von ir^% 
verschwinden, aS^^ aber = ni wird. Das in solcher Weise ent- 
stehende w mag Wg heissen. ü. s. f. 

Bezeichnet man irgend eine beliebige unter diesen neuen Func- 
tionen Wj, Wg, Wj, . . . Wp mit We, und die constanten Differenzen 
dieser Function w, in den Curven 

^17 ^2; • • • ^p und 
respective mit 



«tl; ö|2> 



a 



tp 



und 






Up9 



so erhält man folgende Tabelle: 



(1-9.) 




w. 



c^pi = , ap2 == , . . . üpp == 7ci 



&.. 


2 9 • • « 


K 


^l, 


^12 > • • • 


K 


• 


22 } ' * ' 

■ . . . 


hp 

• 



bpi, bp2^ . . . &j 



'PP 



Dabei sind die Constanten bix einstweilen noch völlig unbekannt. So 
z. B. ist fraglich, ob ft^x und bxi einander gleich sind oder nicht. 
Diese Functionen Wj, Wjj, . . . w^ mögen hinfort die p Normal- 
(20.) integrale erster Gattung genannt werden. Jedes derselben ist voU- 
ständig bestimmt, bis auf eine additive Constante, Existirten nämlich 
zwei Integrale erster Gattung Wj und w/, welche in a^, o^, Oy, . . • Op 
die Differenzen ni, 0, 0, ... besitzen, so würde die Function 



G} 



Wi — Wi 



in jenen Curven a^, a^, a^ ... üp gar Iceine Differenzen haben. Es 
würde mithin dieses co auf der Fläche 9%, abgeselien von den Cor- 
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ven b^y 62; • • • ^P7 ^if^deutig und stetig, in jeder dieser Curven aber 
mit einer constanten Differenz behaftet sein. Demgemäss würde die- 
ses CD [nach Satz (2.)] eine Constante sein. Q, e. d. 

Die p Normalintegrale Wj, Wg, . . . Wj„ sind von einander linear 
(21.) unabhängig, D. Ji, es kann zwischen ihnen keine lineare Gleichung 
mit constanteth Coefficienten stattfinden. Denn existirte eine derartige 
Gleichung: 

so könnte man dieselbe z. B. bilden für zwei zu beiden Ufern der 
Curve a| einander gegenüberliegende Punkte, und würde so zwei 
Formeln erhalten, durch deren Subtraction sich ergiebt: 

=- + K^Tti + + . . . -f 0, d. i. Zi = 0. 

Existirte also eine Gleichung von der genannten Form, so müssten 
die in derselben enthaltenen Coefficienten K^, K^, . , , Kp sämmt- 
lich = sein, wodurch die Gleichung aufhören würde, die w^, Wg, 
. . . Wp zu enthalten. Q. e. d. 

Da nun w^, w^, . . . Wp von einander linear unabhängig sind, so 
ergiebt sich hieraus [mittelst des Satzes (16.)J, dass jedwedes der 
Fläche 91 zugehörige Integral erster Gattung W durch diese w,, Wg, 
. . . Wp folgendermassen ausdrüdtbar ist: 

(22.) W= K^ + K,vf, + Z,w, . . . + ÄpWp, 

UH) die K's Constanten sind. 

In Betreff der Constanten 6,x (19.) gelten vier Sätze, die wir 
hier sogleich angeben, aber erst im folgenden Paragraph beweisen 
werden. 

I. Es ist stets: 

(23.) ft,x=6x*. 

II. Bezeichnet man den Werth von b^x, wie er bei Sonderung des 
Reellen und Imaginären sich gestaltet, mit 

(24.) ^^ = 9^^ + «*^*^> 

und versteht man überdies unter w^, tig, . . . np willkürliche reelle Grössen, 
so ist der Ausdruck 

(25.) Qu n^ + 2(>,a Wi Wo + . . . + (>pp n^ stets < 0, 

es sei denn, dass die n^, n^, . . . np sämmtlich = sind. In diesem 
besondem FaU hört der Ausdruck auf <0 zu sein, itidem er alsdann 
= unrd. 
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IIL Die Determinante 



(26.) 



Qu Qi2 
Q21 (^22 



Qip 



ist stets von Null verschieden. 



Qpi 9p2 ' • • Qpp 

IV. Sollen irgend welche positive oder negative ganze Zahlen M^ , 
Jtfgj • • • ^P7 ^if ^2f ' ' ' NpSO eingerichtet werden, dass diep Ausdrücke: 

Zi = M^ni + JV^i^ii + JV2631 . . . + Nphpx, 
(27.) Z2 = M^m + JV; &,2 + ^2622 • . • + Nplp^, 

Zp= Mpni + N^^ip + N^b^p . . . + Npbpp 

sämmtlich unendlich klein werden, so ist fnan gezwungen^ jene 
Zahlen M, N sämmtlich = zu machen. 

§6. 

Nachträglicher Beweis der vier letzten Sätse. 

Es erscheint zweckmässig, dem Beweise dieser Sätze die Ab- 
leitung zweier Hülfssätze, die auch weiterhin vielfach von Nutzen sein 

werden, voranzuschicken. 

Erster Hülfssatz. — Denkt man sich auf der gegebenen Fläche 9% 
irgend eine Function F ausgebreitet, die in den Curven a^, b^ mit con~ 

stanten Differenzen A^^\ B^^^ behaftet ist, so gelten die Formeln: 

f dF = B^^\ 



(«.) 



f dF ^ - A^''^ 

die Integrationen stromabwärts hinerstreckt gedacht längs a^, respec- 
tive längs b^. Dabei ist es gleichgültig, ob man diese Integrationen am 
linken oder am rechten Ufer jener Curven fortlaufen lässf- 

Beweis, — Integrirt man das Differen- 
tial dF stromabwärts längs des linken Ufers 
von a^, also [vgl. die Figur] von a bis ß\ 
so erhält man: 

S dF ^ F{fi) - F^a). 



6x 



Führt man andererseits die Integration aus 
über das rechte Ufer von a^, also von d bis 
y, so ergiebt sich: 

f dF =^ F(y) — F(S). 



ß 



a 



Ox 



a. 



Nun ist aber die cqnstante Differenz von F längs der andern Curve b^ 
mit JB^*^ bezeichnet, folglich: 
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F(^ - F(cc) « F(y) - F(d) = B^^'l 
Demgemäss sieht man also, dass jenes Integral 



«x 



stets = Bi'f) ist, einerlei, ob die Integration ilber das linke oder rechte 
Ufer von a^ fortlSaft. 

Hiermit ist die erste der Formeln (a.) constatirt. In analoger Weise 
ergiebt sich der Beweis der zweiten. 

Zweiter Hülfssatz. — Denkt man sich auf der Fläche 9% zwei Func- 
tionen F und ausgebreitet, von denen die erstere in den Curven a^, b^ 

wiederum die constanten Differenzen Ä^'^\ B^"'^ besitzt, während die letz- 
tere ganz beliebig sein darf, so gilt die Formel: 

(ß.) f <t>dF = ^"1/ [4) W - «(?)] dF + / [<J)(i) - «(?)] dF]. 

'^ab x = l l *x ^x )• 

Dabei ist das Integral linker Hand positiv erstreckt über den Band der- 
jenigen Fläche Ä^, in welche 31 durch Ausführung der 2 p Schnitte a^, 6^ 
übergeht. Andererseits sind die Integrale rechter Hand stromabwärts er- 
streckt zu denken über die Curven a^ und 6^ . Und zwar ist in jedem sol- 
chem Integral unter [<1>(A) — <l>(p)] die Differenz derjenigen Werthe zu ver- 
stehen, welche am linken und rechten Ufer der Integrationscurve besitzt. 
Setzt man insbesondere voraus, dass nicht nur F, sondern ebenso auch (t> 
in den Curven a^, b^ constante Differenzen hat, und bezeichnet man diese 

Differenzen für F, wie schon festgesetzt wurde, mit A^'^\ Bf'*^ andererseits 

für mit A^''^ B^''\ so nimmt die Formel (ß.) die Gestalt an: 

(y.) f d F - ^ (A^'^^ J5<^) - B^'^^ A^% 

^ab x = l 

Beweis. — Will man den Rand der Fläche 9i^ positiv durchwandern, 
80 hat man dabei die linken Ufer der Schnitte a^, b^ stromabwärts, die 
rechten stromaufwärts zn durchlaufen. Will man also z. B. diejenigen 
Theile des Randintegrals 

haben, welche den beiden Ufern von a^ entsprechen, so hat man [vgl. die 
Figur] das Integral 

J^{X)dF{X) stromabwärts, 
und andererseits das Integral 

(9) d F{q) stromaufwärts 



J 



zn bilden. Statt dessen kann man beide Integrale stromo^trärfo nehmen, 
falls man nur dabei dem letztern den Factor ( — 1) zufügt. Demgemäss 
lautet also der den beiden Ufern von a^ entsprechende Theil des vorge- 
legten Integrals folgendermassen : 
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/ [t>(l)dF{X)-<t>(f)dF(f)]. 



a 



Nach unserer Voraussetzung ist aber längs a^: 

F(l) - F(9) = .4' 



'X 

mithin: 

dFa) - dF{Q) = 0, d. i. dF{l) = dFi». 

Bezeichnet man jetzt den gemeinschaftlichen Werth von dF{l) und dF{(f) 
kurzweg mit dF, so geht der in Rede stehende Integraltheil über in: 



f [0{X) - 0(Q)]dF. 



«X 



Analoges gilt für den den beiden Ufern von 6^ entsprechenden Integral- 
theil. Man gelangt also in dieser Weise zur Formel {§.). 

Dass schliesslich aus dem Satze {§.) sofort auch der speciellere Satz 
(y.) folgt, bedarf, falls man nur die Formeln (a.) beachtet, keiner weite- 
ren Erläuterung. 

Zufolge des Ilülfssatzes (y.) ergiebt sich für die beiden Func- 
tionen W| und w^ die Formel: 

^ab x=l 

WO die a, h die in (19.) genannten Bedeutungen haben, und wo 
also Oji = Ojs = ^h ^^^ übrigen a aber = sind. Somit folgt: 

Das Integral linker Hand ist aber = [Satz (4.) pg. 196]. So- 
mit folgt h^^ =^12) ^^^ ebenso allgemein: 
(28.) 6.x = 6xc. 

Somit ist also die Formel (23.) constatirt. 

Um femer den Satz (25.) zu beweisen, bilde man unter ZuhGlfe- 
nahme willkürlicher reeller Constanten n^^ n^, . . , Up das Aggregat 

W^= w^Wi -f- «jjWjj . . . + Wj,Wp, 

und bezeichne die constanten Differenzen dieser Function W in 
den Curven a^, 6x mit A^''^ B^*^. Ueberdies bezeichne man die 
Werthe Wy A^*^, B^*^, wie sie bei Sonderung des Reellen und Ima- 
ginären sich gestalten, in folgender Weise: 

H^= t/ + iV, A^'^) = A^') + tM^*^), B(') = P'') + iV^\ 
Alsdann ist nach (19.)- 

W = U + iV = W| Wi + w^Wg . . . + WpWp, 
A^'^) = A^*^) + iM^''^ = n^aix + n^a^x . . . + npQpx , 
B<«) = p:*) + ir**) = n,bu + n^b.^ . . . + fipbpn, 
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also mit abermaliger Rücksicht auf (19.) 

A^*) = und M^'') = Mx Ä , 

ferner mit Rücksicht auf (23.), (24.): 

p(«)=iii(>u + W2(>2x ... +np9p^, und T^'''^ = niöix + n^02x .* • -\- npöpx. 

Bringt man jetzt den Hülfssatz (y.) auf die Functionen F = U 
und <t> = F in Anwendung^ so erhält mau: 

J UdV = V "(A^^) I^'^) — M^^) P^'^)), 

oder, falls man die soeben für die A, M, P, Z gefundenen Werthe 
substituirt: 

(^0 / UdV = — n 2^ Hr. (n^ qi^ + m.(>2x . • . + ^pQp^)- 

Das Integral linker Hand ist [Satz (D.) pg. 233] stets > 0, nie- 
mals = 0; es sei denn, dass die Function W= U-^ t Keine Con- 
stante wäre. Ein solches Constantsein des Ausdrucks 

kann aber [zufolge (21)J nur dann eintreten, wenn die n^f $12 . . . ftp 
sämmtlich = sind. 

Abstrahirt man also von diesem singulären Fall, dass die n^^ 
n^y,..np sämmtlich verschwinden, so wird das Integral in (29.) 
stets > 0, mithin der in (29.) befindliche Ausdruck 



x=p 

y 

x=. 1 



ynx(n^Qix + n^Q^x . . . + '*^p9p^ 



stets < sein. Hiermit aber ist der Satz (25.) bewiesen. 

Um ferner den Satz (26.) zu begründen, bilden wir von Neuem 

den Ausdruck 
(30.) M^= n^Wi + «jWg . . . + »pWp> 

und bezeichnen wiederum die constanten Differenzen dieser Function 
W in den Curven a^, 6x mit A^*^), B^'^). Die reellen Theile A<^>, F'') 
dieser Constanten A^*), B^*^ haben, wie vorhin gefunden wurde, die 

Werthe: 

A^'^) = 0, 

^ '^ P^*^ -= niQiy. + n^Qjx . . . + npQpx. 

Wäre nun die Determinante der Qt^ gleich 0, so könnte man in den 
Gleichungen (31.) die reellen Constanten n^, n^, . . . Wp der Art wäh- 
len, dass die A^*^ und P<*) sämmtlich verschwinden. Das diesen spe- 
ciellen w^, w^, . . . Wp zugehörige W (30.) würde alsdann in den 
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Curven «x? &x lauter rein imaginäre constante DiflFerenzen haben, also 
[nach Satz (3.)] eine Constante sein. Hierdurch würde die Formel 
(30.) sich verwandeln in eine lineare Relation mit constanten Coef- 
ficienten zwischen w^, Wg, . .. w^. Eine derartige Relation aber ist 
nach (21.) unmöglich. 

Demgemäss kann die Determinante der Qi^ niemals ^^ sein; 
so dass also der Beweis des Satzes (26.) geführt ist. 

Will man übrigens diesen Satz (26.) mit isolier Strenge beweisen, so 
hat man wieder analoge Betrachtungen anzustellen, wie früher in der Be- 
merkung pg. 244. 

Was schliesslich den Beweis des Satzes (27.) betrifft, so ist 
(32.) Zx = M^ni + N^bu + N^h^K • . . + Nphp^, x = 1, 2, . . .p. 

Bezeichnet man also den Werth dieses Ausdruckes Zr, wie er bei 
Sonderung des Reellen und Imaginären sich gestaltet, mit 

(33.) Z. = Ex + tHx, 

so erhält man mit Rücksicht auf (24.): 
(34.) Ex = N^Qiy + iVjj^ax . . . + NpQpy, X = 1, 2, . . .p, 

und andererseits: 
(35.) Hx = M^7t 4- N^öir + iVg^^gx . . . + Np6py, X = 1, 2, . . .p. 

Aus diesen Gleichungen (34.), (35.) lassen sich die Jf, JV be- 
rechnen, falls die Z, Z, H gegeben sind. Denkt man sich nun die 
gegebenen Werthe der Z, mithin auch die der E und H unendlich 
Idein, so erhält man aus (34.) für die N ebenfalls lauter unendlich 
kleine Werthe; denn es ist zu beachten, dass die Determinante der 
p,x von verschieden ist [zufolge (26.)]. Substituirt man diese 
Werthe der JV in (35.), so ergeben sich für die M wiederum un- 
endlich kleine Werthe. 

Sollen also die Z unendlich kleine Werthe erhalten, so hat man 
sämmtlichen Grössen M, N ebenfalls unendlich kleine Werthe bei- 
zulegei). Letzteres aber kann, weil die M, N ganze Zahlen sein 
sollen, nur dadurch geschehen, dass man die M, ^ sämmtlich = 
macht. Hiermit ist der Salz (27.) bewiesen. 

§ 7. 
Ueber die den Kormalintegralen erster Gattung ziigehörige 

Determinante D. 

Setzt man zur Abkürzung 
(1.) w„'(z) für ^^, 6=l,2,...p, 
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so sind offenbar [vgl. die Definitionen pg. 198] diese vfai/) lauter 
auf 9i reguläre Functionen, also Functionen, die auf 9i nur einzelne 
Pole, und ebenso auch nur e/w;?rfw^ Nullpunkte haben. Markirt man 
nun^uf 91 im Ganzen p Punkte z^j z^, . , . Zp, und bildet man die 
Determinante : 

(2.) I){Z,, ;?„... Zp) = <(^i) ^^'(^2) . . . w/(0 

! WpX^l) W;,'(^2) • • • w/(^p) I 

so fragt es sich, ob diese Determinante vielleicht identisch ver- 
schwinden könne, d.h. ob sie verschwinden könne iHr jedwede Lage 
der p Punkte z^y z^, . , , Zp. Diese Frage ist mit Nein! zu beant- 
worten. Es gilt nämlich folgender, leicht zu beweisender Satz: 

Versteht man unter © einen beliebig gegebenen Flächentheil 
(3.) von 91 (z. B. einen beliebig hleinen Flächentheil von 9i), so werden 
auf © stets p PunJcte z^, z^^ . , , Zp existiren, für welcJie 2)(jef|, jT^, . . . Zp) 
nicht verschunndet 

Erlänternng. — Um den Satz zu beweisen, werden wir einen apa- 
gogisclien Weg einschlagen, nämlich zuvorderst antiehmen^ die Determi- 
(a.) nante D(z^^ z^, . . . O verschwände stets, welche Lage die Punkte z^, z^, 

. . . z auf der Fläche © attch annehmen mögen; 

und Bodann zeigen, dass diese Annahme zu absurden Resultaten hin- 
leitet, mithin unzulässig ist. 

Ordnet man die Determinante nach den Elementen der ersten Ver- 
tikalreihe, so erhält man: 

wo die K\ nur noch von r^, r,,, . . . xr abhängen. Nimmt man nun för 
iPj einen auf © variablen Punkt, und für Tg, ^3, . . . z irgend welche auf 
@ festliegende Punkte, so folgt aus der Annahme (<r.), dass fQr jedwede 
Lage des auf @ variirenden Punktes z^ die Formel stattfindet: 

Q = K, w,\z,) + K, w.'(^,) . . . + Ä-^w;(rO. 

dass mithin die von z^ abhängende Function 

Kl w, (xr,) + Ä, Wg(£r,) . . . + K^^w^iz,) 

constant ist, so lange xr, innerhalb @ bleibt. 

Diese Function ist aber, ebenso wie w, (xr^), w^Cxr^), . . . w (xr,), auf 
der Fläche 9{^^ eindeutig und stetig. Aus ihrer Constanz auf S folgt 
daher [mittelst des Satzes (1.) pg. 101] sofort, dass sie auf der ganzen 
Fläche 9t^^, mithin auch auf 9{ selber constant ist. Dies aber ist unmög- 
lich. Denn zwischen w, (xTj), Wg (rj), . . . w (xr,) kann keine lineare Glei- 
chung mit Constanten Coefficienten stattfinden [Satz (21.) pg. 247 J. 

Die Annahme (a.) führt also zu einem absurden Resultat; — es sei 
denn, dass jene constanten Coefficienten K sämmtlidi ^= wären. Mit 
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andern Worten: Am jeher Annahme (a.) foigt mit Xolhwfnilfgkeil, dae» ii» 
K's stiimutlicli "= " aiiid; wobt^i TOn Neuem daran eq erinnern üt, daaa 
diene Conalanten X lediglii^h depcndiren von der Laf^e der festen Punkte 
^,, ;,,... e . Oie«e tetxtern aber würen innerhalb € wiUkQrlich ge- 
wählt. Aus der Annahme (a.) folffl itaher, daas die K'x gleit ^- fAatnd, 
weldie Lage man den Puttkleii f, , e, , . . . « innerluilli © auch suerihfi- 
Im mal). 

Die A"8 reprOaentiren die der ersten Vertikalreibc entaiirech enden Par- 
tialdetermintuiten. Zu genau demselben Hetiultat wird man gelangen mit 
Bezug auf diejenigen l'urtialdeterminanten , welche der :w«'tf» Yerlikal- 
reihe entaiirechen, u, s. f. Hcneiclinet man alflo die Deti^rminanle D selber 
[weil sie von der p"" Ordnung iat] mit J) , und jedwede Subdeterminante 
_;><" Ordnnng mit D., so kann mau dem Bali {ß.) folgende allgemeinere 
Fassung geben: Aus der Annahme (a.), ilasx I) oder T> für Bövtmtliehe 
PanUe -,,;,, s,, ... s,, der Flüclie © vrraehicindel, folgt mit Notbmendig- 
keit, doKS alle Helerminanten -Dp_i '''* nämliche Eigenschaft besitzen. 

Hieraus aber folgt nun in analoger Weise, daea dieselbe Eigenschaft 
auch den A,_a anhaftet, eodann, dass sie auch den I^„_t^ srnkommt, n. s. f. 
Man gelangt so schUesBlich eu den 7>, , d. i. ku den Functionen w„' [sX 
Aus der Annahme (a.) folgt daher, da*B die ■ - ■ — - ■■■ ■ - • ■ 

s,, I, , . . . E der Fläche S verschwinden 
dtsB die Fanctionen 

w;(s), « = i.ä,.. 

auf der Fläche @ allenthalben — sind, 



e w,,' (£ ") für sllmmtliche Punkte 
, oder (einfaeher änagedriirkt), 



ind- dasa mitiiia die Functionen 

auf @ allenthalben constaxtl sind. Diese Fnnctionen w„(f) sind aber auf 
31„^ eindeutig und stetig. Ans ihrer C od stAni auf 6 folgt daher [Satz (I.) 
pg, lOlJ, daes sie auf der ganzen Flache W,,,,, mitbin auch auf S con- 
stant sind. THe Amialime {«.) führt a/«o schliesslich su dem Bestillat, dasg 
(fl,) die Functiorun w,(i), w,(s), . . . Wp{i) lauter Constanten sind; — ^ii>M ab- 

surd ist. _ 

Folglich iat jene Annaibme nnzuIlUalg, also die Biclitigkeit dos Sattes 
(3.) constatirt. Q. e. d. 

Um den Satz (3.) unsern spütern /necken dieastbar zu machen, 
denken wir uns auf 91 irgend einen FlScIieutlieil <B abgegrenzt, wel- 
cher frei iat von den Polen der regulären Functionen 

W„'(£'), «■== 1, 2, . , .J), ■ -i,'.. , 

und ferner frei ist von den Windungspunkteu der Flüctie 91, sowie 
auch von den daselbst an der Stelle a = co fibereinauOer llegeuden 
Punkten. Alsdann ist Wn'(£) iin Bereich eines jedweden innerhalb 
© gelegenen Punktes e entwickelbar in eine Reihe v«ni der Form: 

(4.) w,'(«) - ".'W + B.(« - ») + r.(» -£)■+... , [.b1. pg. 112), 

WO Bo, To, . . . conatante Coefficienten vorstellen. Markirt man also 
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innerhalb @ irgend welche Punkte c,, r^j • • • ^p? besehreibt um die- 
selben (als Centra) auf der Fläche © kleine Kreise und bezeichnet 
irgend welche innerhalb dieser p Kreise beliebig variirende Punkte 
respective mit z^, js^f - - - ^Pf ^^ werden die Elemente Wa'(o) ^^^ 
^^aißj) der beiden Determinanten 

(5.) C = D(c^yC^, , . ,Cp), und Z = D{z^ 7^27 • - - ^p) 

mit einander verbunden sein durch die in (4.) angedeuteten Rela- 
tionen: 

(6.) Wa\Zj) - Wa'(Cj) = BJ^K^j - €j) + Va^f^^Zj ^ CjY + . . . 

Man kann daher, wie aus diesen Relationen folgt, die genannten 
Kreise so klein machen, dass die Elemente der einen Determinante 
von denen der andern beliebig wenig abweichen, und dass mithin 
auch die Werthe der Determinanten selber beliebig wenig von ein- 
ander differiren. 

Denkt man sich also z. B., was zufolge des Satzes (3.) stets 
ausführbar ist, die festen Punkte Cj, Oj, • . . ^ auf dem Flächentheil 
© in solcher Weise markirt, dass die Determinante C von ver- 
schieden ist, so wird man jene Kreise so klein machen können, dass 
die Determinante Z ebenfalls von versdiieden bleibt, welche Be- 
wegung man den Punkten z^y z^, . . > Zp innerhalb jener Kreise auch 
zuertheilen mag. Demgemäss gelangt man zu folgendem Resultat: 

Es sei ® irgend ein Tlml der gegebenen Fläche 91, und zwar sei 
dieser Theil © frei von den Folen der regulären Functionen 

y^aiz), (?= 1,2, ...|), 

femer sei © frei von den WindungspunJcten der Fläche 91, sowie auch 
von den ]bei z = 00 liegenden Funkten. 

Denkt man sidi alsdann [was zufolge des vorhergehenden Satzes 
(3.) stets möglich ist] auf © p Funkte c^y c^^ , . . Cp ^narkirt, für 
welche 
(7.) -D(q,Ca,...cv) 

von verschieden ist, so lassen sich um diese Punkte c^yC^y . . .Cp 
(als Centra) Kreise von solclier Kleinlieit beschreiben, dc^s die Deter- 
minante 
(8.) D{z,yZ^,..,Zp) 

beständig von verschieden bleibt, welehe Bewegung man den Fnnh 
ten z^y z^y . . , Zp innerhalb jener p Kreise auch zuertlieilen mag. 
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§ 8. 

Die der gegebenen Fläche 9i zugehörigen Integrale zweiter 
Gattung. Definition der betreffenden Normal-Integrale. 

Denkt man sich auf der Fläche ?R ausser den Riemann'schen 
Curven a^, b^ noch irgend einen Tunkt c markirt, so wird nach dem 
Riemann'schen Theorem (6.) pg. 239 stets eine Function f{z) exi- 
stiren, die folgenden Bedingungen entspricht: 

I. f(z) soll auf SR, bis auf den Punkt c und die Linien a^, K, 
eindeutig und stetig sein. 

II. f{s) soll im Bereich U(c, r) oder ?l(y, S) des Punktes c in 
solcher Weise unstetig sein, dass die Differenz 

f(') - f^ 

daselbst stetig bleibt. Ferner soll /'(je?) in den Linien a», fe* con- 
stante Differenzen besitzen, deren reelle Theile beliebig vorgeschriebene 
Werthe haben. 

Auch ist die Function f{z) durch die Bedingungen L, II. vollstän- 
dig bestimmt, bis auf eine additive Constante. Denn existirten stvei 
diesen Bedingungen entsprechende Functionen f(ßi) und ^(is), so 
würde ihre Differenz 

auf ?R, abgesehen von den Curven Ox, K, eindeutig und stetig, in 
diesen Curven aber mit rein imaginären constanten Differenzen be- 
haftet, also [Satz (3.) pg. 236] eine Constante sein. Q. e. d. 

Diese durch die Bedingungen L, IL charakterisirte Function 
f{z) ist aber nach (42.) pg. 220 nichts Anderes als ein elementares 
Integral zweiter Gattung"*): Tc{z)\ so dass man also sagen kann: 

Für die gegebene Fläche SR existirt stets ein, und, abgesehen 
von einer additiven Constanten, nur ein einziges elementares Integral 
(1.) zweiter Gattung Tc{z), dessen Unendlichkeitspunkt c eine vorgeschrie- 
bene Lage, und dessen constante Differenzen in deti Curven n», 6x 
vorgeschriebene reelle Theile besitzen, 

Ist nun Tc{z) ein solches elementares Integral zweiter Gatktng, 
so wird offenbar 

(2.) ^c W + K, w, (e) + K, w, (g)... K^w^(e) 

wiederum ein elementares Integral zweiter Gattung sein ; vorausgesetzt, 



*) Vgl. die Note pg. 241. 



Anwendung der Riemann'Bchen Existenz-Theoreme. 257 

dass man unter den K's Constanten, andererseits unter den w{z) 
die Normalintegrale erster Gattung versteht. Man kann aber die 
K so einrichten, -dass die Function (2.) in den Curven a^ gar keine 
Differenzen hat. Sind nämlich A^*^, B^"*^ die constanten DiflFerenzen 
von Tc{z) in den Curven a^, K, so braucht man zu diesem Zweck 
den JSl's nur die Werthe beizulegen: 

^1 ~ ni' ^2 — ni' '" ^P~ ni ' 

[vgl. (19.) pg. 246]. Also der Satz: 

-Es giebt unendlich niele elementare Integrale zweiter Gattung mit 
ein und demselben Unstetigkeitspunkt c. Unter diesen existirt eines, 
todches in den Curven a^ gar keine Differenzen hat, weldies also auf 
SR, abgesehen vom Punkte c und den Curven b^, überall eindeutig und 
stetig ist. Dieses besofidere Integral mag mit 

(3.) tciz) 

bezeichnet und das Normalintegral zweiter Gattung genannt werden, 
(4.) Dieses Normalintegral tc(z) ist durch Angabe seines Unstetigkeits- 

Punktes c vollständig bestimmt, bis auf eine additive Constante. Exi- 
stirten nämlich zwei solche Integrale to(z) und tc(z)j so würde ihre 
Differenz . 

auf 91, abgesehen von den Curven bx, überall eindeutig und stetig, 
in diesen Curven aber mit constanten Differenzen behaftet, also 
[Satz (2.) pg. 236] eine Constante sein. Q. e. d. 

Repräsentirt Tc(z) ein beliebiges elementares Integral zweiter 
Gattung, ferner tc(z) das demselben Unstetigkeitspunkt c entsprechende 
Normalintegral, so wird die Function 

Tciz) - tc(z) 

auf 9i, abgesehen von den Curven a«, b^y eindeutig und stetig; in 
diesen Curven aber mit constanten Differenzen behaftet sein. Dem- 
gemäss ist diese Function [Satz (8.) pg. 241 J nichts Anderes als 
ein Integral erster Gattung W{z). Also: 

Tc{z) - tc{z) = W{zy. 
Also der Satz: 

Jedwedes elementare Integral zweiter Gattung Tc{z) ist darstell- 
bar in der Form: 
(5.) T.{z) = t,(z)+ W{z), 

wo W(z) irgend ein Integral ersteh' Gaffung vorstellt, 

Naumann, AbeVsche Integrale. 2. Aufl. 17 
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Diesen Satz kann man übrigens [mit Rücksicht auf (22.) pg. 247] 
auch so aussprechen: Jedwedes elementare Integral zweiter Gattung 
Tc{z) ist darstellbar in der Form: 
(6.) T,{z) = t,{z) + JTo + J^iw, W + K^y^^{z) . . . + K^yfp{z)y 

wo die w(£?) die Normalintegrale erster Gattung, und die Ks constante 
Coefficienten vorstellen. 

§9.*) 

DarsteUung der auf 91 regulären Functionen mittelst der Integrale 

zweiter Gattung. 

Es sei f = f{z) irgend eine auf SR reguläre Function g*** Ord- 
nung, deren elementare Pole c^, Cg, . . . c, vereinzelt liegen, so dass 
also niemals zwei oder mehrere derselben mit einander zusammen- 
fallen. Bezeichnet man irgend einen dieser elementaren Pole kurz- 
weg mit c, so ist f{z) im Bereich Vi{c,z) oder ?l(y, 5) desselben 
darstellbar durch ^, . ,, ._, -,,,. 

f{^) = (g - y)-'-B(Ö. 

Und diese Formel kann^ falls man E{Q in eine Taylor'sche Reihe 
entwickelt, auch so geschrieben werden: 

/■ W =- ^^ + K' + K"(X-y) + K"'{1- Yf + ... 
oder auch so: 
(7.) f{z) = r— — + (eind. stet. Funct. von 0, 

wo K eine von verschiedene Constante vorstellt. 

Bildet man nun das diesem Punkte c entsprechende Normal- 
integral zweiter Gattung tc{z), so wird dasselbe [ebenso wie das all- 
gemeinere Integral Tc(z), vgl. pg. 256] im Bereich Vi(c,z) oder 
?l(y, 5) des Punktes c darstellbar sein durch: 

(8.) tc(z) = V — 1- (eind. stet. Funct von g). 

Aus (7.) und (8.) folgt nun sofort, dass die Function 
(9.) fOö - ^tcQs) 

im Bereich des Punktes c eindeutig und stetig ist. 

In solcher Weise kann also die gegebene Function f{z) ihrer 
polaren Unstetigkeit im Punkte c beraubt werden durch Subtraction 
eines Ausdrucks von der Form Ktc(z). Dieses Verfahren kann nun 
successiv auf sämmtliche Pole Cj, Cg, . . . Cg in Anwendung gebracht 
werden. Und demgemäss wird also das Aggregat 

•) Die in § 9 und § 10 aufgestellten Sätze sind nur heiläufiger Natur. 
Wenigstens wird in den weiter folgenden Paragraphen und Capitcln dieses 
Werks von jenen Sätzen kein Gebrauch gemacht werden. 
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(10.) 



(11.) 



(12.) 



f{z) - [KM^) + KM^) • • • + ^*c/«)], 

bei passender Bestimmung der -£"^8, eine Function repräsentiren, die 
auf SR, abgesehen von den Curven fex, überall eindeutig und stetig, 
in diesen Curven aber mit eonstanten Diflferenzen behaftet ist. Eine 
derartige Function ist aber [Satz (2.) pg. 236] eine Constante. Also 
der Satz: 

Bezeichnet f{z) irgend eine auf ?R reguläre Function q^' Ordnung 
mit den Polen c^, c^, . . , Cq, so tvird dieselbe stets in der Form dar- 
stellbar sein: 

m = ^ + KM^) + KM^) + . . . + Ktc^{^), 

wo die K's Constanten sind. Hieraus ergiebt sich von selber, dass 
diese K's folgenden Gleichungen Genüge leisten werden: 



9 9 



= K, B/2) + K^ B,(«) . . . + Z, B,<2) 



(13.) 



= K, B/i» + K, B,^p) ,.. + K, Bq(p\ 

wo B/*), B2^'^ . . . B^^*") die eonstanten Differenzen der Functionen 
tcX^)j tc^{e)y . , . tc (z) in den Curven fex vorstellen. 

Dieser Satz lässt sich umkehren. In der That ilbersieht man 
sofort, dass jedwedes Aggregat von der Form: 

K + KM^) + K.Mz) . . . + Kqtc^i^) 

eine auf SR reguläre Function q^^ Ordnung sein unrd, falls nur die 
Constanten K den Bedingmigen (11.) Genüge leisten. 

Für den Specialfall: q=j)+\ führt der Satz (10.), (IL), (12.), 
falls man die aus (11.) für die K sich ergebenden Werthe in (10.) 
substituirt, zu folgendem besonders einfachen Resultat: 

Bezeichnet f(z) irgend eine auf 91 reguläre Function {p + 1)*®' 
Ordnung mit den Polen q, c^, . . . Cp+i, so wird dieselbe stets in fol- 
gender Form darstellbar sein: 



f{z) = K+H 



icM ■ • 



B,<') 



B,(«) 



d(1) 

p(a) 



BjU» 



B,(') 



r(P) 



WO K und H Constanten sind. Zur Abkürzung mag übrigens diese 
Formel (13.) so geschrieben werden: 
(13a.) f(^) '^K+H (D.. „. ..c,^., (4 



17 
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Und umgekehrt: Denkt nian sich auf SR irgend welche Punkte 
Cj, ^2, . . . Cp^i ganz ad libitum markirt, so unrd jede Function von 
der Gestalt (13.) oder (13a.) eine auf^ reguläre Function (p + 1)**' 
Ordnung sein. 

Wir haben in (3.) nachgewiesen, dass für jedwede Lage des 
Punktes c eine zugehörige Function tc{z) existirt. Nehmen wir an, 
wir hätten irgend welche Mittel in Händen, um für jede Lage von 
c diese Function tc{z) nebst den ihr zugehörigen Constanten B^'^J wirk- 
lich zu bilden, so werden wir auch für jedwede Lage der Punkte 
q, Cg, . . . Cp-fi die zugehörige Function 

zu bilden im Stande sein. Und jedwede reguläre Function (p+1)**' 
Ordnung mit den Polen c^, Cg, . . . c^+i wird alsdann, nach (13.) 
respective (13a.), darstellbar sein durch: 

wo H und K unllkürliche Constanten sind. 

Die (jp + 1) Nullpunkte z^j z^, . , , Zp^i dieser Function bestim- 
men sich durch die Gleichung 

o = ic + jy<t)..<,...,^,W, 

und können also lediglich abhängen von c^, Cg, . . . (^-fi und von 

TT 

dem Werth des Quotienten j^; was angedeutet sein mag durch die 
Formeln : 



_ / H\ 

/ H\ 



ja 

Denkt man sich aber ^ aus diesen {jp + 1) Formeln eliminirt, so 

erhält man p Relationen, in denen nur noch q, c^, ... Cpj^\ und 
je^i, z^ ... Zpj^\ enthalten sind. Also der Satz: 

Sollen {2p + 2) auf der gegebenen Fläche 91 tvillkürlich markirte 
Punkte Cj, c^, ... Cp-f-i wwn! z^ -sr^, ... Zp^t die Pole und NuUptmkte 
(14.) i^W^^ ^^^^^ ^^^f 3^ regulären Function (p + 1)*®' Ordnung darzustellen 
im Stande sein^ so müssen diese Punkte gewissen p Relationen ent- 
sprecJien, deren Bescliaffcnheit lediglich aWiängt von der Gestalt der 
gegebenen FläcJw 91. Näher sind wir diese ^) Relationen vorläufig 
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noch nicht anzugeben im Stande. Doch werden wir später (im fol- 
genden Capitel) sehen, d&ss dieselben in einfacher Weise ausdriick- 
bar sind mittelst der der Fläche 91 zugehörigen Normalintegrale 
erster Gattung Wi(0)j w^ijs), , , . Wp{z). 

Sollen also Cj, Cg, . . . Cp+i und Zi, z^j ... üp^i die Pole und 

Nullpunkte einer auf 91 regulären Function (p + 1)*^' Ordnung sein, 

(15.) 50 darf man nur (p + 2) dieser Punkte willkürlich wählen. Die 

übrigen p ergeben sich alsdann von selber auf Grund jener p Bela- 

tionen. 

Ist f(0) eine auf 91 reguläre Function (p + 1)*®' Ordnung, so 
gilt Gleiches, falls man unter C, D irgend zwei Constanten versteht, 
auch von 

Und zwar werden die Pole und Nullpunkte von F{z) zwei Niveau- 
punktsystetne von f{z)y nämlich Punkte vorstellen, in denen f{z) 
respective = C und = D wird. Demgemäss kann man den Sätzen 
(14.), (15.) folgende allgemeinere Fassung geben: 

Sollen (2p + 2) auf 9i markirte Punkte Cj, Cg, . . . c^^i und s^, 
z^y ... Vfi ^^^ Niveaupunktsysteme irgend einer auf di regulären 
(16.) Function (p + !)**"' Ordnung darzustellen im Stande sein, so müssen 
diese Punkte geivissen p Relationen Genüge leisten, deren Beschaffen- 
heit lediglich abhängt von der Gestalt der gegebenen Fläche 91. 

Sind also {p + 2) von jenen Punkten markirt, so ergeben sich 
die übrigen p bereits von selber auf Grund dieser p Relationen, 

Weitere Ausdehnung der gefundenen Sätze. — Die soeben an- 
gestellten Betrachtungen sind durchweg ausdehnbar auf reguläre 
Functionen g*^' Ordnung, falls nur q > p ist. Das dabei einzu- 
schlagende Verfahren ist dem vorhin eingeschlagenen in solchem 
Grade ähnlich, dass darüber nur wenige Andeutungen erforderlich 
sind. So gelangt man z. B., ähnlich wie zum Satze (10.), (11.), (12.), 
auch zu folgendem allgemeineren Satz: 

Bezeichnet f(z) irgend eine auf 9i reguläre Function q^^ Ordnung 
mit den Polen Cj, Cg, . . . Cq, und ist q> p, so wird dieselbe stet^ in 
folgender Form darstellbar sein: 

(17.) m = K +2 ^> <t>c. cc . . . . o^c^, {z) . 

Dabei rqpräsentirt <t> dieselbe Function wie in (13a.); während K, H^, 
jHj, ... flg-p Constanten sind. 
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Umgekehrt wird^ bei mllkürlicher Wahl vmi c,, Cg, ... Cq und 
Kj Hl, H^y . . . Hq-pj jedwede Function von der Form (17.) eine auf 
91 reguläre Function g*®' Ordnung sein. 

BemerlLimg. — ^ I> P gedacht, ist also eine auf S>1 reguläre Function 
gter Ordnung, im Ganzen mit 

(2 g — p -\- 1) willkürlichen Constanten 

behaftet, nämlich mit den g willkürlich zu wählenden Polen C|, c,, . . . c 
und überdies mit den (g — |) -|~ willkürlich zu wählenden constanten 
Coefficienten K, H^^ H^^ ... -S«—« • 

Die Nullpunkte ^i, -s^^i • • • ^q ^^^ Function (17.) bestimmen sich 
durch die Gleichung: 

und hängen also lediglich ab von 

^1 ? ^ j ^8 > . . • c^ unci V" y JC ^ ' * ' fc 

Denkt man sich diese q Formeln für z^, z^, . . . Zq wirklich hin- 
gestellt, und aus denselben die letzten (g — p) Argumente 

eliminirt, so erhält man [q — {q — p)\ = p Relationen, in denen nur 
noch Cj, Cj, . . . Cg und z^, z^^ . . , Zq enthalten sind. 

Die Pole und Nullpunkte einer regulären Function q^' Ordnung 
sind also stets durch p Eelationen mit einander verknüpft. Und dieses 
Resultat ist nun wiederum [vgl. den üebergang von (14.), (15.) zu 
(16.)] leicht übertragbar auf zwei beliebige Niveaujmnktsysteme] so 
dass man zu folgendem Satz gelangt: 

jE!s sei q>P' Sollen alsdann 2q auf 91 markirte Punkte c,, c^i 

, . , Cq und Zj^y Z2, - . . Zq zwei Niveaupunktsysteme irgend einer auf 

(18.) 31 regidären Function q^' Ordnung darzustellen im Stande sein, so 

müssen diese Punkte gewissen p Relationen Genüge leisten, deren 

BcschaffenJwit lediglich abhängt von der Gestalt der gegebenen FläcJie SR, 

§ 10. 

Fortsetzung. 

Es sei jetzt q ^p- Indem wir auf diesen Fall wiederum den 
allgemein gültigen Satz (10.), (11.), (12.) anwenden, wollen wir die 
daselbst auftretenden Constanten K^, K^, . . . Kqzw climiniren suchen. 
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(19.) 



Die Anzahl der Gleichungen (11.) ist =p, d. i. 

= (« - 1) + (P - a + !)• 

Substituirt man nun die aus den ersten (q — 1) Gleichungen für 
Kl, K^y . . , Kq sich' ergebenden Werthe in den {p — ä' + 1) fol- 
genden Gleichungen, und ebenso in den Formeln (10.), (12.), so ge- 
winnt der in Rede stehende Satz folgende Gestalt: 

Ist f{z) eine auf 91 reguläre Function g*^' Ordnung mit den Folen 
Ol, c^y . . . Cq und q ^p, so wird diese Function f{z) stets in der 
Form darstellbar sein: 



fiis) = K+H 



B2<^> 



* • 



B,<" 



B,(«) 



• • • 



B,<») 



wo K, H Conslanten sind. Dabei werden zwischen jenen Polen c,, c^, 
. . . Cg stets folgende (j) — 2+1) Delationen stattfinden: 

jB.ü) 
' B,i« 



B//' 



B,w 



(20.) 



B,(») 



B»(»' 
B,(« 



* . • 



R(l) 

Dq 

Oq 



= 0, 



B/^-1) B,(*-i> ... B/^-^) 

^0 j = Q7 (^ + 1), (3 + 2), . . .i>. 

Umgekehrt wird jeder Ausdruck von der Form (19.), falls man 

unter K, H 'beliebige Constanten , und unter c^, c^j . . , c,j {q < p) 

(21.) irgend welche den (p — 3' + 1) Belationen (20.) entspreclwnde Funkte 

versteht y eine auf 91 reguläre Function g*®' Ordnung mit den Polcfi q, 

C3, . . . Cg vorstellen. 

BemerlLimg. — Die Zahl q'Sp gedacht, ist also eine auf 9{ reguläro 
Fanction q^^ Ordnong im Ganzen mit 

(2q — p -]- 1) wülkürHchen Cofistanten 

behaftet. Denn jene Pole Cj, c^, . . . c , zwischen denen (p — (Z + 1) Re- 
lationen stattfinden, repräsentiren [sf — (p — g + 1)] = (2g — i> — 1) will- 
kürliche Constanten. Und hierzu kommen noch zwei weitere Constauten, 
nämlich K und H. — Q. e. d. 

Da die q Pole (p — q -{- ^) Relationen zu entsprechen haben, so ist 
nothwendiger Weise: 

(tf .) 'i > f> — (Z + 1 , 

oder, was dasselbe: 

iß-) «>-p+i. 
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n I 1 

Sämmtliche auf 91 reguläre Functionen besitzen also Ordnungen^ die ^ ^-^ 

sind. Dieser Satz kann noch weiter venchärfb werden mittelst folgender 
Betrachtang: 

Ist / {z) eine aof 91 reguläre Function q^' Ordnung, so gilt Gleiches 
auch von 

falls (7, D Constanten sind. Von den q Polen dieser letztem Function 
aber kann einer, durch geeignete Wahl von C7, in eine vorgeschriebene 
Lage Zq hineingedi^ngt werden. Der dllgemeine Ausdruck einer auf Ä 
regulären Function 3**' Ordnung wird daher stets der Art beschaffen sein, 
dass einer ilirer q Pole, seiner Lage nach, vollkommen willkürlich bleibt. 
Da nun (2 < p gedacht) zwischen diesen q Polen (p — 3 + 1) Re- 
lationen stattfinden müssen, einer derselben aber eine willkürliche Lage be- 
halten mnss, so folgt hieraus, dass q niemals = (p — q -{- 1), sondern 
stets > (i> — 2 + 1) sein wird. Die Formel (a.) ist daher durch folgende 
zu ersetzen: 

(y.) Sf>P — 2 + 1; 

und hieraus ergiebt sich: 

(».) 9 > ^4- • 

Also der Satz: Repräsentirt 31 eine ^p-faclh zusammenhängende Bie- 
mann'sche Kugel/läche, so wird die Ordnung q jedweder auf 3i regulären 
Function der Formel entsprechen: 

^^') 9. > — 2~" ' 

oder (was dasselbe ist) der Formel entsprechen: 

es sei denn, dass die Beschaffenheit jener Fläche irgend welchen besondern 
Zufälligkeiten unterliegt. [Vgl. Riemann*s Ges. Werke, pg. 101.] 

Ist q<.p, und sollen 2q auf 9{ beliebig markirte Punkte Cj, Cg, 

... C; und Zu ^2} ' ' ' ^q di^ Polo und Nullpunkte irgend einer auf 

SR regulären Function g*^' Ordnung darzustellen im Stande sein, so 

müssen zuvörderst c^, Cg, ... Cq den in (20.) angegebenen 

(22.) (P — g + 1) Relationen 

entsprechen. Diese Relationen erfüllt gedacht, wird alsdann jed- 
wede mit den Polen c, , C2, ... Cg behaftete reguläre Function q^' 
Ordnung f{z) die Gestalt (19.) haben: 

WO K, H willkürliche Constanten sind, während V als Abbreviatur 
dient für die in (19.) stehende Determinante. Die Nullpunkte z^^ 
^jj, . . . Zq von f(z) bestimmen sich mittelst der Formel: 
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und hängen also ab von 

Cj, Cj, . . . Cg und ^^ 

Denkt man sich diese q Formeln für z^j z^^ . , . Zq wirklich hinge- 
stellt) und aus denselben das -^ eliminirt^ so erhält man 

(23.) (g - 1) Relationen, 

in denen nur noch z^y z^^ . . . Zq und c^, c^, • . . Cq enthalten sind. 

Die Relationen (22.) und (23.) zusammengenommen, erhält man 
im Ganzen p Relationen, also den Satz: Ist q<p, so sind die Fole 
und Nullpunkte einer auf 5R regulären Function q^' Ordnung stets 
durch p Relationen mit einander vcrJcnüpß. Dieses Resultat ist nun 
wieder [vgl. den üebergang von (14.), (15.) zu (16.)] leicht über- 
tragbar auf zwei beliebige Niveaupunktsysteme] so dass man zu fol- 
gendem Satze gelangt: 

-Es sei q'^P' Sollen alsdann 2p auf 91 nmrkirte Punkte c^, c^, 

. , . Cq und Zi, Z2, - ' » 0q iswei Niveaupunktsysteme irgend einer 

(24.) auf 91 regulären Function q^' Ordnung darzustellen im Stande sein, 

so müssen diese Punkte gewissen p Relationen Genüge leisten, deren 

Beschaffenheit lediglich abhängt von der Gestalt der Fläche 91. 

Wir sind also hier im Falle q^p zw genau demselben Resul- 
tat gelangt, wie früher in (18.) für den Fall g > p. Die in Rede 
stehenden p Relationen lassen sich leicht ausdrücken mittelst der 
Integrale erster Gattung; wie weiterhin (im folgenden Capitel) ge- 
zeigt werden soll. 

§ 11. 

Die der gegebenen Fläche 9{ zugehörigen elementaren Integrale 
dritter Gattung. Definition der betreffenden Normal-Integrale. 

Man markire auf der gegebenen Fläche 91 irgend zwei Punkte 
q und C2, construire ferner die Riemann'scheu Curven ax, b^ (x = l, 
2, . . . jo), und zwar in solcher Weise, dass q und c^ nidU hart 
an einer dieser Curven gelegen sind. Endlich ziehe man auf 91 
von Ci nach Cg eine beliebige, aber die Curven a^, bx vermeidende 
Linie l. 

Die Function TcX^) ist auf %ifj regulär und daselbst nur mit 
einem einzigen, und zwar elementaren Pol q behaftet; sie kann also 
auf 9ia6 nur einzelne Nullpunkte haben, von denen möglicher Weise 
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einige gerade auf { liegen. Genau dasselbe gilt^ falls man unter 
K^ eine Constante versteht, auch von der Function 

Doch wird man, was in der That geschehen mag, die Constante K^ 
so wählen können, dass von den Nullpunkten dieser neuen Function 
01 (-2?) keiner auf l liegt. 

In analoger Weise kann man jetzt eine zweite Function 

<t>,(^) = T^iz) - K, 

bilden, welche in c^ einen elementaren Fol, und wiederum längs l 

keinen Nullpunkt hat. 

Erläutenmg. — Man bezeichne den Werth der Function T^(z) für 
den Augenblick mit 5 -f ^H oder Z: 

Lässt man nun den Punkt z auf der gegebenen Fläche 91 längs der Curve 
l von Cj nach c, fortschreiten, so wird gleichzeitig das Z auf der Z-Ebene 
eine correspondirende Curve A beschreiben, die von einem endlichen Punkte 
r, ans in stetig zusammenhängender Weise nach einem unendlich fernen 
Punkt r^ hinläuft. Denn die Function T^ {z) ist längs 7, mit alleiniger 
Ausnahme des Punktes c^ stetig \ und hieraus folgt, dass die neue Curve 
A ebenfalls, mit alleiniger Ausnahme ihres Endpunktes f,, eine stetige ist. 
Markirt man nun auf der Z-Ebene irgend einen Punkt K, ausserhM der 
Curve A, so ist man sicher, dass T {z) längs l niemals = K, wird, dass 
mitbin die Function 

r^«-K, d.i. ^,{z) 

längs / keinen Nullpunkt besitzt. Analoges gilt für ^i{z). 
Man construire jetzt das Bereich 2 der Linie l. Da sämmtliche 
Nullpunkte von ^^{z) und OgW ausserhalb l liegen, so« werden die- 
selben, falls man das Bereich fi hinreichend klein macht, auch ausser- 
halb fi sich befinden. Demgemäss wird also der Quotient 

eine auf ß reguläre Function sein, welche daselbst nur einen Pol, 
nämlich c^, und nur einen Nullpunkt, nämlich Cg, hat. Und zwar 
ist sowohl der Pol wie auch der Nullpunkt von elementarer Natur, 
d. i. erster Ordnung. 

Demgemäss wird [vgl. den Satz (F.) pg. 231] das Integral 



rw -/^', 



"0 



bei passender Einschränkung seiner Integrationscurve, eine Function 
von 3 vorstellen, die folgende Eigenschaften hat: 
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f*(is) ist auf S, abgesehen von der Linie l selber, eindeutig 
und stetige und besitzt längs l die constante Diflferenz 2 m, Ferner 
besitzt /^(j?) in den Bereichen U(q, z), Vi(<^, z) oder Sl(yi, g), %{y^^ g) 
der Punkte Cj, c^ respective die WeHhe: 

(a.) f*{z) = — log (g — yj + (ei^d. stet. Funct. von g), 

(/J.) /'*(;ef) = + log'(g — y,) + (eind. stet. Funct. von g). 

Bemerknng. — Dieses etwas complicirte Verfahren zur ßildung von 
/^(jet) kann durch ein einfacheres ersetzt werden, falls die Punkte Cj, c^ 
weder Windungspunkte noch auch unendlich ferne Punkte sind, und falls 
Gleiches auch gilt von jedwedem Punkt der von Cj nach c^ laufenden 
Linie l. Alsdann nämlich kann man für <t>i , ^^ , V die Functionen nehmen 

Z — Cj ^ Z — Cg Z — Ci 

Denn diese Function V wird in der That eine auf Ä reguläre Function sein, 
und daselbst nur den einen Pol q und nur den einen Nullpunkt c.^ haben. 
Auch wird jeder derselben elementarer Natur sein. Demgemäss kann man 
also in dem genannten speciellen Fall für f*{z) das Integral nehmen: 






falls man nur wiederum die Beweglichkeit der Integrationscurve in ge- 
eigneter Weise beschränkt. 

Diese Function f*{z) bildet die Grundlage, von welcher aus wir 
jetzt das Riemann'sche Theorem [pg. 239] in Anwendung bringen. 
Zufolge dieses Theorems muss nämlich eine Function f{z) existiren, 
die folgenden Bedingungen entspricht: 

L f(z) soll auf 91, abgesehen von den Curven l und a^, Ky 
eindeutig und stetig sein. 

II. f(z) soll in l in solcher Weise unstetig seiu, dass die Dif- 
ferenz f(ßs) — f*{e) im Bereich S stetig bleibt. Ferner soll f{z) in 
den Curven «x, &x constante DiflPerenzen haben, deren reelle Theile 
vorgeschriAene Werthe besitzen. 

Man kann nun den Bedingungen IL, durch Rücksichtnahme auf 
die Beschaffenheit der Function f*{z) [vgl. («.), (/3.)], eine etwas 
andere Form geben, und demgemäss sich so ausdrücken: 

Es existirt stets eine Function f{z), die folgenden Bedingungen 
entspricht: 

I. f(z) soll auf 9i, abgeselmi von den Curven l, üx, 6x, eindeutig 
und stetig sein, 

IL f{z) soll in den Bereichen Vi(c^yZ), Vi{c2,z) oder 8l(yi,Ö> 
^(^2» ^'' Putücte c^y c^ respective die Werthe besitzen: 
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log (t - 

log (5 - 



- y,) + (eind. stet. Funct von ß, 

- y^) -\- (eiiid. stet. Fimct. von S)- 

Femer soll f{g) in der von c, nach Cj laufenden Linie l die Differcns 
'2ni haben. Und sdüiesslich soll f(z) in den Cw-vcn o,, &„ constante 
Differenzen haben, deren reelle Theile vorgeschriebene Werthe besitzen. 
Zusatz. — Auch ist die Function f{z) durch die Bedingungen l., 
II. vollständig bestimmt, bis auf eine additive Constante. Denn exi- 
stirten swei diesen Üudtngungeu entspreclieade Functionen /*(«) und 
r(s), so würde 

auf iR, abgesehen von Jeu Curven «,, b,, eindeutig und stetig, in 
diesen Citrven aber mit rein imaginären eonstanten Uifl'erenzen be- 
haftet, aJao [nach Satz (3.) pg. 236] eine Constante sein. — (^. e. d. 

Diese durch die Bedingungen I., II. charakteriairte Function 
f(js) ist aber nach (fiö.) p. 227 nichts Anderes als ein cle7}te>dares 
Integral dritter Gattml<J*)'V\c^<^{z)', so dasa mau also sagen kann: 

Für die gegebene Fläche iH existirt stets ein, und, abgeselwn von 
einer adiHticen Constftnten, nur ein eineiges elementares Integral 
(1-) dritter GatUing T]^,c(.e), dessen Unsf<!tigkeitsptmlcie c, und c, vorge- 
schriebene Lagen, und dessat constante Differeneen m den Curven 
a,, h, vorgeschriebene reelle TJieilc besitsen. 

Von hier aus kann man nun Schritt fQr Schritt dieselben 
Ueb'erlegungen austeilen, wie früher [pg. 25GJ bei den Integralen 
zweiter (Jattung, also k. B. bemerken, daas das Aggregat 

(2-) n„,(«) + K,,,(>) + i,w,(i) . . . + K,wM, 

ebenso wie TTe,c,(£) aelber, ein elementares Integral dritter (iattung 
reprüsentirt. Man gelangt in solcher Weise zu folgenden Sätzen: 

Unter den unendlich vielen mit denselben ünstetigkeilspunkten 
C[, (^ behafteten elementaren Integralen dritter Gattung existirt eines, 
uieicftes in den Curven a, gar keine Differensett hat, ivelcites also auf 
3t, abgesehen von den Curven l und b,,, überall eindeutig und stetig ist. 
Dieses besondere Integral mag mit 

(3.) BI^^C«) 

beseidinet und das Normalintegral dritter Gattung ijenamü tccrden. 

/4.) Dieses Normalintegral 5Tc,c,W ist durch Angabc seiner Unstetig- 

Iceilspunkte c„ c^ vollständig bestimmt, bis auf eine additive Constante. 



*) Vergl. die Note pg, 341. 
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Jedwedes elementare Integral dritter Gattung T\c^c^{z) kann in die 
Form versetzt werden: 

(5.) n..^(^) = Er...,(^) + W{z), 

WO W{z) ein Integral erster Gattung vorstellt, oder auch in folgende 
Form: 

WO die w(z) die Normalintegrale erster Gattung und die K's constunte 
Coefficienten vorstellen. 

§ 12. 

Ueber die den elementaren Integralen dritter Gattung zugehörigen 

oonstanten Differenzen. 

Wir wollen die constanten Differenzen A^*^, B^*^, mit denen das 
Inteirral 

(7.) ^ n = n(.) = n,,(.) 

in den Curven a^, 6x (>^ = 1> 2, . . . |)) behaftet ist, näher unter- 
suchen, indem wir uns dabei der Normalintegrale erster Gattung 
Wa(js)f {ö '^ 1,2, . . ,p) , als eines zweckmässigen Instrumentes be- 
dienen. 

Bezeichnet man das Bereich der von q nach Cg laufenden Linie 
l mit ü, und das nach Absonderung dieses Bereichs noch übrig 
bleibende Stück der Fläche 9ta6 init @: 

SO sind T1{0) und Wa{z) auf © überall eindeutig und stetig. Hieraus 
folgt [Satz (4.) pg. 196]: 

(8.) f^Tldwa = 0, 

die Integration positiv erstreckt über den Rand von ©• Will man 
aber @ positiv umlaufen, so hat man erstens den Rand von ?Ra6 
positiv f und sodann den Rand von 2 negativ zu durchwandern. 
Demgemäss kann die Formel (8.) auch so geschrieben werden: 

(9.) / ndw„ - / ndw„ = 0, 

WO die Indices ^ab und S die den betreffenden Flächen entsprechen- 
den positiven Randintegrationen andeuten. Diese Formel (9.), welche, 
weil Tldwa =d(TTwa) — w„drf ist, auch so geschrieben werden kann: 

(10.) '^kJ^^'''' + '^2"'^^ °° ^' 
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wird gültig bleiben bei beliebiger VerJcleinerung des Bereiches S. Man 
kann also z. B. £ zusammenschrumpfen lassen auf die Bereiche U^ , 
Ug der Punkte c^, c^ und das zwischen Uj und Ug liegende Segment 
der Curve l. Hat man aber Ä in dieser Weise reducirt, so nimmt 
das zweite Integral der Formel (10.) die Gestalt an: 

/^w„dn =/^ w„dn + /^[w<,(A) - w„(9)]dn +/^w„dn; 

wie solches sich unmittelbar ergiebt^ falls man nur beachtet ^ dass 
TT längs l eine constante Differenz (= 2n:i) hat, dass mithin das 
Differential dTT zu beiden Ufern von l einerlei Werthe besitzt Nun 
ist aber Wa auf ^ab, mithin z. B. auch in der Linie l stetig, also 
Wa(A) — Wa(9) = 0. Demgemäss folgt: 

^2 ^n^ ^n^ ' 

so dass also die Formel (10.) übergeht in: 

(11.) / ndw„ +/ w„dn +/ w„dn = o. 

Bezeichnet man jetzt irgend einen der beiden Punkte c^, c^ mit 
Cjy und sein Bereich mit ]Xj(cj,z) oder %(yjft)} so ist innerhalb 
dieses Bereiches: 

n = (-iyioga-y,) + o(ö, 

WO 0(f) eine eindeutige und stetige Function vorstellt. Hieraus folgt: 

also, falls man mit Wa multiplicirt, und über den Rand von Uj 
oder 31; integrirt: 






f WadT(= f WadT\ = (~ ly r ^ + r Wa dO(g). 



Nach bekannten Sätzen [(16.) pg. 23 und (10.) pg. 21] ist aber das 
letzte Integral = 0, und das vorletzte = 2niwa[yj]f d. i. = 2xiwa{cj)f 
falls man nämlich unter Wa[yy] oder Wa(c^) den Werth der Function 
Wa in yj respective in Cj versteht. Somit folgt: 

(f.) f Wa rflT = ( — ly . 2ni Wa(Cj) , wo j = 1, 2. 

Dies in (11.) substituirt, erhält man: 
(12.) L Tldwa = 2Äi[wo(0 - Wa(c2)]. 

^Hb 
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Das Integral linker Hand hat aber [zufolge des Hülfssatzes (y.) 
pg. 249] den Werth: 

2V^)6ax-BWa^,], 

wo A^'^^ B^*^^ und aax, iax die constanten Differenzen von TT und Wa 
in den Curven «x, &x vorstellen. Substituirt man diesen Werth in 
(12.), und berücksichtigt man dabei zugleich die eigenthümlichen 
Werthe [(19.) pg. 246] der Constanten üax, so erhält man: 

(13.) ( ^ Ai-) bax) - B(«)«i = 2m [wa(c,) — Wa(^)], 

wo 6 eine der Zahlen 1, 2, 3, ... |) vorstellt. Demgemäss gelangt 
man zu folgendem Satz: 
Bejseichnet 
(14.) Tfc^dss) 

ein beliebiges elementares Integral dritter Gattung mit den Unend- 
lichkeitspunkten c^ und c^, so werden die constanten Differenzen A^*^ 
B^'^), mit denen dieses Integral in den Curven a^, b^ {x = 1,2, ., .p) 
behaftet ist, jederzeit folgenden Relationen entsprechen: 

(15.) A(l)&i^ + AWftaa . . . + ^^^%o - B(^)«i =- 27ti [Wa{c,) — Wa{c^)], 

<y = 1, 2, . . . j9. 

Dabei bezeichnen die Vs die den Normalintegralen erster Gattung w, , 
Wg, . . . Wp zugehörigen Constanten [(19. pg. 246)]. 

Nimmt man insbesondere statt des Integrals (14.) das betref- 
fende ^ormaMntegral cSe^c^{z), so sind die A's sämmtlich = [vgl. 
pg. 268]; so dass die Relationen alsdann übergehen in: 

- B(^) = 2[wa(c0 - w„{c^)], 6 = 1,2, ,..p. 

Vertauscht man hier den Buchstaben mit x, so gelangt man zu 
folgendem Zusatz: 

Das den Unendlichkeitspunkten q, Cg entsprechende Normal- 
integral dritter Gattung 

(16.) ^c,cX^) 

besitzt in den Curven ax, b^ (x = 1, 2, . . . p) folgende Differenzen: 

,j^^. längs axi Wc,c,(A) — ^c,c^(q) = 0, 

längs bx: ^c,c^(^) — S>c.c,(p) = 2[Wx(c2) — Wx(Ci)]. 

Diese Differenzen drücken sich also in einfacher Weise mittelst der- 
jenigen Werthe aus, welcJie die Normalintegrale erster Gattung w^, 
Wg, ... Wp in jenen Punkten c^ und c^ besitzen. 
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§ 13. 

Bemerkangen über die Integrale erster Gkittnng. 

Jedwedes Integral erster Gattung W{is) ist auf der Fläche 9la6 
eindeutig und stetig. Folglich wird 

nicht nur dieselben Eigenschaften haben, sondern überdies auch 
eine Function sein, die auf SR«* nirgends verschwindet Denn zum 
Verschwinden von ifi{z) würde ein Unendlichwerden von W{z) er- 
forderlich sein; was der Natur von W{e) widerspricht. 

Bezeichnet man ferner irgend zwei am linken und rechten Ufer 
von üx einander gegenüberliegende Punkte mit X und Qj so ist 

^(A) = e^W und 1^(9) = e^(^), 
folglich: 

^W _ .W{})- Wim) _ ^^""^ 

falls nämlich A^^^ die constante Differenz der Function W{z) in der 
Curve a^ vorstellt 

Analoges gilt für i^'i so dass man also zu folgendem Satz ge- 
langt: Ist W{z) irgend ein Integral erster Gattung , so wird die Function 

(1.) ,,(^) = e^*^(^) 

auf 5Raö eindeutig, stetig und nichtver schwindend sein, also den 
Charakter der Functionen E{z) besitzen. Ueberdies wird rj(/) in den 
Curven ax, ix ^it constanten Quotienten behaftet sein, nämlich 
den Formeln entspredien: 

^^s bx:^^ = e^\ 

wo A^''^ B^*'^ die cmtstanten Differenzen von W(z) in den Curven 
ttx, bx vorstellen. 

Nach (22.) pg. 247 ist jedwedes Integral erster Gattung W{z) 
in der Form darstellbar: 

W(z) = K, + K,w,{z) + Ä,w,(^) . . . + K^w.ie); 
SO dass man also [vgl. (19.) pg. 24G] für A^'^\ B^'^^ die Werthe erhält: 

B^^) = K, hx + K,hx . . . + Kpb^r^ 
Deragemäss kann man den Satz (1.), (2.) auch so aussprechen: 
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Sind Kgy Kl, K2, . . . Kp beliebige Constanien, so wird die Function 

(3.) ^(^^) _ ^K, + h\vr,(z) + K,w,(z). . + K^y^p(z) 

. auf yiaf, eindeutig, stetig und nichtver schwindend^ überdies aber 
in den Curven a^, bx (x = 1,2,...^) mit folgenden constanten Quo- 
tienten beliaftet sein: 

7.. 77 (X) K^ni 

(4.) • ^»^« ''''•^)^^ ' 

längs h: ^^ = /,^x+A'.i.....+Ä-^V. 

§. 14. 

Bemerkungen über die Integrale dritter Gattung. 

Vergegenwärtigt man sich [pg. 226 und 268] die Eigenschaf- 
ten des Integrals dritter Gattung TTcjCa(^), so erkennt man sofort, 
dass die Function 

auf der Fläche SRa*, mit Ausnahme der Punkte c,, c^, eindeutig, ste- 
tig und nichtversdnvindend ist. Im Bereich U (cj, z) oder ?l(yy, 5) des 
Punktes c^ ist: 

n..c(;^) = (- 1)> log (g - Yi) + 0,(g), 

WO 0,(5) eine eindeutige und stetige Function vorstellt. Hieraus folgt 
mit Bezug auf dasselbe Bereich: 

<!>(;,) ==(g-y,)(-l)^.J5;,(0, 

WO JEj(f) = e ^ eine Function repräsentirt, die eindeutig, stetig und 
nichtverscliwindend ist. Setzt man j successive = 1,2, so erhält 
man fQr c^i 

und für c^: 

<J>(^) = (g-y.)+'^*(S); 

woraus folgt, dass ^{z) in c^ einen eletyientnren Pol, andererseits in 
C2 einen elementnren Nullpunkt hat. 

Was die Werthe von 0(;ef) in den Curven a^, bx betrifft, so 
findet man sofort: 

längs ayi ^^^^ = e^^''\ 

längs h: ö^ = ^ ; 

wo A^*), B^'^^ die constanten Differenzen von TTc,c,(^) ^^ diesen Curven 
vorstellen. 

Neumftnn, Aberache Integrale. 2. Atifl. 18 
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Vertauscht man schliesslich die Function TTc,c,(jef) mit der spe- 
cielleren Function '^c^cX^), und beachtet, dass in diesem Fall 

A^'^) = und B^'^) = 2[wx(c,) - yf^(c,)] 

wird [vgl. (17.) pg. 271], so gelangt man, falls man die Buchstaben 
ttj ß für Cj, Cjj substituirt, zu folgendem Satz: 

Die Function 

(5.) <D(;j) = A/'> 

ist auf der Fläche 9la6 regulär, und besitzt daselbst nur einen Pol 
und nur einen Nullpunkt, Ersterer liegt in a, letzterer in /S; und 
beide sind elementarer Natur d. i, erster Ordnung. Femer ist die 
Function in den Curven a^, b^ mit folgenden constanten Quotien- 
ten befiaftet: 

längs a^. ^^^^ = 1 , 

Sind mithin a^, a^, . . . «^ und /S, , /Sg, . . . ^^ beliebig gegebene 
Punkte, so wird die Function 

ebenfalls auf SRat regulär sein, und daselbst im Ganzen q elementare 
Pole: ai,«^;--^«/ ^^^ ebenso viele elementare Nullpunkte: /Sj, /S^, 
. . . ßq besitzen. Genau dasselbe gilt daher nach (3.) z. B. auch von 
der Function: 

yift \ _ [®a./*/^)+«>a^,(^)-- + %/^,/^)]-2fJSr,w,(^)+iV,w,W... + i^^ 
T\Z) — e j 

wo die N Constanten sein sollen. Ueberdiea ist diese Function ^(jsr), 
wie aus (6.) und (4.) sich ergiebt;, in den Curven a^, b^ niit folgen- 
den Quotienten behaftet: 

,.. VW -2N^ni 

längs a^i ^ y = e ^ , 

längs ft,: :!1W= ß-(-^>[^xtf>)-w,(a.)])-2(Ar,6,^+J^,&^^ 

die Summation im Exponenten ausgedehnt über j = 1,2, ... q. 

Demgemäss wird ^(^2^) nicht nur auf ^aby sondern auch auf 91 
selbe)' regulär sein, sobald man die Exponenten der beiden letzten 
Formeln in gerade Vielfache von iti verwandelt. Dies aber kann 
dadurch erreicht werden, dass man unter den N^ ganze Zahlen ver- 
steht und überdies den letzten Exponent =2Mji7ci setzt, wo die 
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Mx ebenfalls ganze Zahlen sein sollen. Man gelangt daher zu fol- 
gendem Satz: 

Sind auf der Fläche 9i irgend mvei von einander verschiedene 
Ihinktsysteme a^, a^, . . . a^ und ß^^ß^j • • • ßq ^^(^rkirt, die den p Be- 
dingungen Genüge leisten: 

(7.) 2: [wx(ft) — Wx(a^)] = M^Tti + Nihiy + N^h^ • • • + Nj^b^y, 

X = 1, 2, . . .p, 

tco die M, N beliebige ganze Zahlen vorstellen; — so existirt stets eine 
auf^t regidäre Function q^"^ Ordnung ^(j?), deren Pole in «,, a^, . . . a^, 
und deren Nullpunkte in ß^, ß^, , , . ßg gelegen sind. Und zwar lässt 
sich diese Function ^(js) folgendermassen darstellen: 

WO unter den N Aendicselben Zahlen, une in (7.), zu verstehen sind. 
Sind A und B beliebig gegebene Constanten, und setzt man: 

so wird offenbar Q(z), ebenso wie ^(z), eine reguläre Function 
q^ Ordnung sein. Diese neue Function Q{z) hat in a^, a^, . . . a^, 
wo ^(z) = oo ist, den Werth A, und in /3, , /S^, . . . /S^, wo ^^(z) = 
ist, den Werth B. Somit ergiebt sich folgender Zusatz: 

Sind auf SR irgoid zwei von einander verschiedene Punkt- 
systeme «1, «2? • • • ^9 ^^^ ßif ßif • • • ßq "nmrkirt, die den Bedingungen 
entsprecht: 

(9.) ^\w,{ßj) - w,(aj)] = M.Jti + N,b,, + N,h. + . • • + N^hp. . 

7C *^— X, /S y • • . Py 

wo die M, N beliebige ganze Zahlen vorstellen, und sind überdies irgend 
zwei Constanten A, B gegeben , so existirt stets eine auf SR regidäre 
Function q^^ Ordnung, welche iw «,, «g? • • • "y ^^ vorgeschriebenen 
Werth A, andererseits in ß^, ß.^, . . , ß^ den vorgesdiriebenen Werth B 
annimmt. 

§ 15. 

Darstellung der auf SR regulären Funotionen mittelst der 
Integrale dritter Gattung. Abel'sehes Theorem. 

Es sei f(z) irgend eine auf SR reguläre Function q^' Ordnung 
mit den Polen a, , «2» • • • *'^</ "^^ ^®^ Nullpunkten /3,, ß^, ... ß^. 



18 



* 
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Ferner mögen innerhalb SRa^ q einander nicht schneidende Linien 
h} h> • ' • h gezogen sein, der Art, dass Ij von a, nach ßj geht. Als- 
dann ist [Satz pg. 230] die durch die Formel 

definirte Function F{z), bei geeigneter Einschränkung der Integra- 
tionscurve, auf 91 eindeutig und stetig, mit Ausnahme der Linien Ij 
und ttxy hx. Zugleich besitzt diese Function F(/) im Bereich eines 
jeden der Punkte ajj ßj Werthe von der Form 

(2.) F(z) = '^ log (g — y) + (eind. stet. Funct. von f), 

wo von den beiden Zeichen + das obere oder untere gilt, jenach- 
dem der Punkt zu den aj oder ßj gehört. Ferner besitzt dieselbe 
in den Curven Ijj ax, bx folgende Differenzen: 

(3.) längs Ij: F{X) — F{q) = + 2m, 

(4.) längs ax: F{X) ^ F{q) = — 2niNy., 

(5.) längs K: F{X) — F{q) == + 2niMxy 

wo die My N (nicht näher bekannte) ganze Zahlen vorstellen. 

Ganz analoge Eigenschaften besitzt aber, wie man leicht über- 
sieht, auch die Function: 

(1 a.) 0(^) = 2\ ^j (^) - 2 [N, w, (z) + N,w,(z) . . . + N,w,(z)y, 

wo die N*s die in (4.) angegebenen ganzen Zahlen vorstellen sollen. 
In der That ist <t>(z), ebenso wie F(z)y auf der Fläche 5R«6, mit 
Ausnahme der Curven Ij, ax, 6x; eindeutig und stetig. Auch ent- 
spricht 0(^) den Formeln (2.), (3.), (4.), während an Stelle von 
(5.) die Formel eintritt: 

(5a.) längs bx: <i>(l) ~ Hq) = ^^^Mßj) - Wx(«,)l 

- 2 [N.bix + N,hx... + N^b,x] 5 
wie solches sich leicht ergiebt mit Rücksicht auf (17.) pg. 271. 
Demgemäss ist also die Function 

F(z)-(t>(z) 

auf SR, abgesehen von den Curven bx, allenthalben eindeutig und ste- 
tig, und in diesen Curven mit constanten Differenzen behaftet. Hier- 
aus folgt ["Satz (2.) pg. 236], dass diese Function eine Constante 
ist, mithin ihre Differenzen in den Curven bx gleich Null sind. Man 
erhält also die Formeln: 
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(6.) F{z) — (t>(z) = Const. 

und: 

(7.) 23 wx(ft) - ^y.(aJ)] - 2 [Nih, + N^h. . . . + iV^M - 2M,7ti = 0, 
Die Formel (6.) kann man mit Itücksiclit auf (1.) auch so schreiben: 



oder auch so: 



log/^^^-<f(^) = ConsL, 



(8.) fiz) = Ke^^'\ 

Yfo K eine Constante vorstellt. 

Die Formeln (7.) und (8.) führen nun, falls man für 0(j3f) seine 
eigentliche Bedeutung (la.) substituirt, zu folgendem Resultat: 

Ist f{z) eine auf 9fl reguläre Function (/^' Ordnung , so werden 
die Pole a^, a^, . . . a^ und Nullpunkte /3,, /Sg, . . . /3j derselben stets fol- 
genden Formeln entsprechen: 

(9.) ^[wx(ft) — vf^iccj)] == MyTti + Nibu + N^b^^ . . . + Nphprc , 

X ^^^ 1. y u ^ • • • P y 

wo die My N ganze Zaldeii vorstellen. 

Auch wird diese Function f{z) stets da/r stellbar sein in folgender Form : 

wo die N dieselben Zaiden sind wie in (9.), wätirend K eineti constan- 
ten Factor vorstellt. 

Der Satz (9.) kann noch ein wenig verallgemeinert werden. 
Sind nämlich «j, a^j, . . . «^ und ßi, ß2y - - - ßq irgend zwei Niveau- 
Punktsysteme einer auf SR regulären Function g*®' Ordnung F(js\ so 
kann [vgl. pg. 261] sofort eine andere auf SR reguläre Function f^s) 
gebildet werden, für welche a^, «2? • • • ^i ^^^ Pole, und i^,, /S^, . . . ß^ 
die Nullpunkte sind. Demgemäss werden wir also jenen Satz (9.) 
auch so aussprechen können: 

Theorem. — Versteht man unter a^ a^, , . . a^ und ßi, ß^j . * . ß^ 
irgend zwei Niveaiqmnkts^ystetne einer auf SR regulären Function q*^^' 
Ordnung, so finden zwischen a^, «g, . . . a,^ und ß^, ß^, . , . ßq stets 
folgende p Relationen statt: 

(A.) ^b'fyißj) ~ Wx(a;jJ = M^Tci + Nxhiy, + N^ib^y. . . . + Npbp^, 

X = 1,2, ...p, 
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WO die My N {nicht nälwr bekannte) ganze Zaiilen vorstellen^ während 
die b*s die früher (19.) pg. 246 definirten Consianfen vorstellen. 

und umgekehrt: — Denkt man sicfi auf^ irgend zwei von ein- 
ander verschiedene Punktsysteme a^, «g, ... «^ und ßu ß^, • - • ßq 
fnarkirt, die in Verbindung mit irgend welchen ganzen Zahlen Jf, N 
(B.) den p Behtionen (A.) entdecken, so wird stets eine auf 9fl regtdäre 
Function q^^ Ordnung existiren, für tvelche a^; «2 > • • • «y ^*w^ ßitßiy^ß'i 
zwei Systeme von Niveaupunkten sind. Dieses umgekehrte Theorem 
ist nämlich bereits früher bewiesen worden, vgl. (9.) pg. 275, 

Uebrigens repräsentirt die Formel (A.) das AbeVsche Theorem^ 
so weit dasselbe die Integrale erst4!r Gattung, nämlich die w(jEf), 
betrifft. Wir werden im folgenden Capitel dieses Abersche Theorem 
auf anderem Wege begründen und zugleich in allgemeinerer Gestalt 
darlegen. 

§ 16. 

Ueber die den Normalintegralen erster Gattung zugehörige 

Determinante A. 

Versteht man unter f(z) eine auf SR reguläre Function |)'®' Ord- 
nung, und setzt man 

80 ergeben sich auf SR für jedwedes 5 im Ganzen |) dieser Gleichung 
entsprechende Punkte z^y z^, . . • Zp, welche zu bezeichnen sind als 
die p elementaren Wurzeln der Gleichung f{z) = S, oder einfacher 
als ein Niveaupunktsystem der gegebenen Function f{z). Sind nun 
z^ + ^^1} ^2 + ^^2> . . . ^jB + dZp diejenigen Lagen, welche diese 
Niveaupunkte annehmen, sobald man S in 5 + dS übergehen lässt, 
so finden zufolge des vorhergehenden Theorems die Formeln statt:. 

^[Wa(^> + dzj) — yfa{Zj)] = MaTti + Nibia + Nibia . * » + Npbpc, 

ö = 1 , ^ , . • . p. 

Da die linken Seiten dieser Formeln unendlich klein sind, so werden 
die rechts stehenden ganzen Zahlen 31, N [zufolge des Satzes IV. 
pg. 248] sämmtlich = sein. Demgemäss erhält man: 

^TWa(^y + dZj) — Wa{Zj)] = 0, <y *= 1, 2, . . . 2), 

oder, was dasselbe ist: 

>=p dvr(z,) 

2 -j/-dzj^0, ff=l,2,...;,. 
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Aus diesen 2) linearen Gleichungen folgt aber sofort, dass die zu- 
gehörige Determinante*) 



Det. 



dZj 



= ist Man gelangt in solcher Weise also zu dem Satz, dass 
diese Determinante für jedwedes Niveaupiinktsysiem z^, z^^ . , . Zp einer 
auf SR regulären Function p^' Ordnung verschwindet. 

Die Art und Weise, wie wir hier zu diesem Satz gelangt sind, 
ist indessen wenig stringent, und der Satz selber auch nicht einmal 
richtig. In der That kann man leicht Fälle angeben, in denen die 
Determinante für ein solches Niveaupunktsystem einen unendlichen 
oder wenigstens unbestimmten Werth annimmt. Ist z. B. einer von 
jenen Niveaupunkten ein Windungspunkt der Fläche SR, so werden 
die diesem Punkt entsprechenden p Elemente der Determinante im 
Allgemeinen unendlich gross sein. 

Trotzdem enthält die angestellte Betrachtung einen gewissen 
Kern von Wahrheit. Und es handelt sich darum, diesen Kern in 
deutlicher und strenger Form zu Tage zu fördern; wozu allerdings 
einige Mühe erforderlich ist. 

Markirt man auf SR irgend einen Punkt c, und bezeichnet das 
Bereich desselben mit U(c, z) oder 3t (y, 5)? so ist bekanntlich w„(^) 
auf U, mithin auch auf 31 eindeutig und stetig; — es sei denn, 
dass c gerade auf einer der Curven a^, i&x (j« = 1, 2, . . .jp) gelegen 
ist. In diesem besondern Fall ei leidet nämlich jene Eindeutigkeit 
und Stetigkeit insofern eine Ausnahme, als Wa{z) auf U, mithin 
auch auf 81 längs jener Curve mit einer constanten Differenz be- 
haftet ist. Diese constante Differenz verschwindet aber, falls man 
nach oder 5 differenzirt. Und demgemäss erkennt man [auf Grund 

. . dw^{z) 

des Satzes (15.) pg. 23], dass der Differentialquotient — ^— auf 

der Fläche 31 ausnahmslos eindeutig und stetig ist; was angedeutet 
werden mag durch die Formel: 

dyfg{z) 

(1.) ~~dt ^^ (eindeut. stet. Funct. von ^) . 

Bezeichnet man also z. B. den Werth dieser Function (1.) im Punkte 
y oder (was dasselbe ist) im Punkte c mit 



*) Unter dem Zeichen : Det. ä{j ! soll die Determinante derjenigen p* Ele- 
mente verstanden werden, welche ans ä{^ sich ergeben, wenn man jedem der 
beiden Indiccs o, j der Heihe nach die Werihe 1^ 2, . . , p zuertheilt. 
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(2.) Wo(c) 

so wird die so definirte Grösse Wa (c) unter allen Umständen eine 
endliche sein. 

Will man diesen Werth w^(c) wirklich bilden, so hat man zu be- 
achten, dass zwischen z und S [vgl. pg. 96J efUweder die Relation statt- 
findet: 



(«•) 



m 



1 

m 



f _ y = (^ _ C) 

oder aber die Relation: 



woraus folgt: 



- =^ — (z — c)"' , 
dz m ' 



1 

m 



/ 1 1 \ "* 

t — y==i — J , woraus folgt: 



dl 
, 1 






— 1 



m 



(y.) 



(».) 



wo »1 die Anzahl der im Punkte c niit einander zusammenhängenden 
Blätter der Fläche 9i vorstellt. Oemgemäsa erhält man im enten Fall: 

dl dz 

andererseits im zweiten Fall: 

d w^ (z) d w„ {z) 



dS 



m 



{i-€ 



m 



(«•) 



«•) 



Will man jetzt endlich den Werth w^(c) bilden, so hat man in den Aus- 
drucken (y.) und (9.) das dortige z übergehen zu lassen in c. Dabei mag 
die Formel (y.) för alle endlichen Punkte c bcnntzt, hingegen die Anwen- 
dung von iß.) auf den Fall c =» oo beschränkt werden. Solches festgesetzt, 
wird alsdann w^(c) für solche Punkte c, die weder WindungspunJUe sind, 
noch aucfh bei z =^ oo liegen, stets die Bedeutung hal)en: 



w^(c) 



\ dz /«=( 



Denkt man sich auf 92 irgend welche p Punkte Ci , c^, . . . c mar- 
kirt, so soll im Folgenden die diesen Punkten zugehörige Determinante 

w,(Ci) Wi(c,) . . . W,(Cp) 

Wä(c,) %(c^) . . . w,(cp 



Wp(^l) "^PM 



• • • 



Wp(cp 



kurzweg mit A (c, , c, , . . . c ) 



bezeichnet werden. 

Dies vorangeschickt, wollen wir uns jetzt, ebenso wie zu An- 
fang dieses Paragraphs, irgend eine auf 81 reguläre Function p*" 
Ordnung f(e) gegeben denken. Setzt man 
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(3.) /X^) = S, 

und betrachtet man dieses S als einen Punkt auf der einblättrigen 
/S-Kugelfläche, so entsprechen jedweder Lage des Punktes S im 
Ganzen p Punkte z^, s^j . , . Zp der Fläche SR. Und zwar sind die 
Lagen dieser p Punkte auf der Fläche SR stetige Functionen derjenigen 
LagCj welche dem Punkte S auf jener einblättrigen S-Kugelfläche 
zuertheilt wird [vgl. den Satz pg. 138J. 

Wir wollen jetzt dem Punkte S eine beliebige Anfangslage K 
zuertheilen^ und die zugehörigen Anfangslagen der Punkte z^^ z^, 
. . , Zp mit Ci, Cg, . . . Cp bezeichnen, dabei aber voraussetzen, dass 
diese Punkte q, c^, . . . Cp sämmtlich von einander versehieden seien. 
Alsdann können die Bereiche Uj, U^, . . .11^, der Punkte q, e^, . . » Cp 
so klein gemacht werden, dass zwischen ihnen keine Berührung oder 
Vermischung stattfindet. Sodann aber kann, weil die Lagen der 
Punkte Zi, z^y . . , Zp stetige Functionen von der Lage des Punktes 
S sind, auf der einblättrigen S-Kugelfläche um K (als Centrum) eine 
Kreisfläche (Bk von solcher Kleinheit beschrieben werden, dass z^, 
Z%, .... Zp respective innerhalb U^, U^, . ^ , Vip bleiben, so lauge S 
innerhalb Bk bleibt. Solches ausgeführt, und das Bereich Uf(c^, zj) 
des Punktes Cj in seinem natürlichen Zustande mit 31/ (y>, S;) bezeich- 
net gedacht, sind alsdann die Grössen Si, S^» • • • ip7 ^^ lange S 
innerhalb ©a- bleibt, nicht nur stetige, sondern auch eindeutige Func- 
tionen von Ä. Und Gleiches gilt daher [Satz (15.) pg. 23J auch 
von den nach S genommenen Differentialquotienten dieser Functionen. 
Versteht man also unter j eine der Zahlen 1, 2, ... jo, so ist 

(4.) t,j = (eindeut. stet. Funct. von SJ, innerhalb ©a-, 

und ebenso auch: 

dij , . ^ 

(5.) ^ = (eindeut. stet. Funct. von S), innerhalb ©a' . 

Nun ist [nach (l.)J der Difl'erentialquotient 

eine eindeutige und stetige Function von g^, während ^ seinerseits 
[zufolge (4.)] eine eindeutige und stetige Function von S ist. Somit 
folgt: 

cL w (z ^ 

(6.) — ^y~~ = (eindeut. stet. Funct. von S), innerhalb ©a-. 

Solches constatirt, verfolgen wir jetzt von Neuem den zu An- 
fang dieses Paragraphs angegebenen Weg. Giebt man dem Punkte 
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S innerhalb ®k irgend zwei einander unendlich nahe Lagen S und 
S + dS, uud bezeichnet man die correspondirenden Lagen der Punkte 
^j? & 0' == 1> 2, . . . |)) respective mit 0j, ^ und ^j + dzj, ^ + d^] 
so ist [zufolge des Theorems pg. 277]: 

WO die Jf, ^ unbekannte ganze Zahlen vorstellen. Denkt man sich 
nun die Curven a^, a^, . , . üp, b^, h^, ... bp, was stets durch eine 
geringe Deformation derselben erreichbar ist, auf der Fläche SR in 
solcher Weise verlaufend, dass die kleinen Flächenstücke U,,U^,... Up 
von denselben frei sind, so wird die Differenz 

weil Zj und Zj + ^^j beide innerhalb Uf liegen, unendlich klein sein; 
so dass also die linken Seiten der Formeln (7.) ebenfalls unendlich 
Idein sind. Hieraus aber folgt [wie bereits zu Anfang dieses Para- 
graphs explicirt wurde], dass die Zahlen M^ N sämmtlich = sind. 
Die in solcher Weise sich ergebenden Formeln: 

(8.) 2lw.(^^ + dz,) - Wa(;?;)] = 0, <y = 1, 2, . . ./>, 

kann man aber, auf Grund der für dZj und dt,j gegebenen Defini- 
tion, auch so schreiben: 

>==p dviJz^ dz. 
oder auch so: 

(10.) 2 äf-rs^^' <^ = i,2,...i>. 

Sämmtliche in diesen p linearen Gleichungen (10.) vorhandenen 
Grössen: 

-di^ ^^^ di 

sind Functionen von S. Und zwar sind diese Functionen [vgl. (5.), 
(6.)] innerhalb ©a- eindetdig und stetig, also von solcher Beschaffen- 
heit, dass sie innerhalb ©a: nur in einzehien Punkten verschwinden 
können. Demgemäss folgt aus den Gleichungen (10.), dass die De- 
terminante 
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(11.) Det. 



äSj 



in jedwedem Punkte S der Fläche ©a- verschwindet; — es sei denn, 

dass -TTT, -TT7 . . . ^ in diesem Punkte sämmtlich = wären, was 

(wie schon bemerkt) nur für vereinzelte Lagen des Punktes S mög- 
lich ist. Vgl. die Erläuterung auf pg. 284. 

Die Determinante (11.) repräsentirt also eine Function von S, 
welche auf der Fläche ®jc überall verschwindet, mit etwaiger Aus- 
nahme einsselner Punkte. Derartige Ausnahmepunkte sind aber un- 
möglich, weil die Determinante, ebenso wie die Grössen (6.), eine 
stetige Function von S ist. 

Ausnahmslos gilt also für jedweden Punkt S der Fläche ®k 
die Gleichung: 



(12.) Det. 



<^Wö(^>) 



dij 



= 0. 



Es muss daher diese Gleichung z. B. auch dann in Kraft bleiben, 
wenn mau S in das Centnim K der Fläche @it, mithin die Punkte 
Zj, ^ in die Lagen Cj, yj hineinfallen lässt. In solcher Weise er- 
giebt sich, mit Rücksicht auf die in (L), (2.) eingeführte Bezeichnungs- 
weise, die Formel: 
(13.) Det. |wa((v)|=0, 

eine Formel, die man, unter Anwendung der in (g.) pg. 280 ein- 
geführten Abbreviatur, auch so schreiben kann: 

(13a.) A(Ci, c^y ... Cp) =0. 

Bei diesen Betrachtungen und Formeln (4.) — (13.) ist still- 
schweigend vorausgesetzt, dass K endlich sei. Ist aber JE" = oo 
[also an der tiefsten Stelle der /S'-Kugelfläche gelegen], so kann man 
Schritt für Schritt genau dieselben Formeln und Betrachtungen wieder- 
holen, falls man nur überall ^^ statt S setzt. Man findet auf diese 

Weise, dass die Formel (13.) oder (13a.) ganz allgemein gilt, für 
jedwede Lage des Punktes JE", falls nur die zugehörigen Punkte q, 
c^, . . . Cp sämmtlich von einander verschieden sind [vgl. die auf 
pg. 281 gemachte Voraussetzung]. Aber auch diese Restriction ist 
überflüssig. Denn ist z. B. c^ identisch mit Cg, so werden zwei 
Parallelreihen der Determinante (13.) unter einander identisch, mit- 
hin ihr Werth wiederum = sein. Man gelangt somit zu folgen- 
dem Resultat: 
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Erster Satz. — Verstellt man unter f{z) irgend eine auf^ regu- 
läre Function p^^^ Ordnung, so unrd für jedwedes Niveaupunlctsystein 
6*1, Cj}, . . . Cp dieser Function die Formel stattfinden: 

(14.) A(Ci, Ca; • • • ^p) = 0. 

Doibei hezeichnct A(ci, Cg, . . . c^ die auf pg. 280 definirte Function. 

Dieser Satz gilt in voller Strenge. So z. B. kann ein Unbestimmt- 
werden der Determinante niemals eintreten, weil ihre einzelnen Ele- 
mente durchweg endlich sind [vgl. (2.) pg. 280]. Aus diesem Satze 
ergiebt sich nun weiter folgender 

Zweiter Satz. — Denkt man sich auf 91 irgend zu>ei von ein- 
ander verschiedene Punktsysteme c, , c^, . . . Cp und d^, d^, . , , dp 
markirt, die in Verbindung mit irgetid welcfien ganzen Za/tlefi M, N 
den Formeln entsprecJten : 

(15-) J^TWafe) — Wa((/;)J = 3Ia^i + Nilia + N^ho . ^ . + Npbp„, 

J = l 

Ö = L , ^ , , , . Pf 

SO werden die Detcuninanten 

(16.) ^(^n ^2; • • • ^p) wvki A(rfi, ^27 • • • ^p) 

stets = sein. 

Beweis. — Entsprechen c,, Cg, ... Cp und dj, rfg, . . . <ip den 
hier gemachten Voraussetzungen, so existirt [zufolge des Theorems 
(B.) pg. 278] eine auf 91 reguläre Function jp*®' Ordnung, für welche 
q, Cjj, ... Cp und (?|, (7^2, ... dp zwei Systeme von Niveaupunkten 
sind. Demgemäss wird aber [zufolge (14.)] z. B. A(Ci, c^, . . . Cp) = 
sein. — Q, e, d. 

Nachträgliche Erläuterung. — Die in (11.) über die dortige Deter- 
minante angestellten Betrachtungen stiitsen sich auf folgenden evidenten 
Satz: 

Sifid p Gleichungen gegeben von der Form: 

A/"'B, + V» B, . . . + A/>B^, = 0, « = 1, 2, . . . p, 

wui ist überdies bekannt, dass sämmtlicJ^ A, B endliche Werthe haben^ 
so wird die iJelermhiante der A stets verschwinden; — es sei denn^ dass 
die B's sämmüich = wäreti. 



Eilftes CaxDitel. 
Das AbeFsche Theorem. 

Speciell für die Integrale erster Gattung haben wir das Abersche 
Theorem bereits im vorhergehenden Capitel [pg. 278] kennen gelernt. 
Im gegenwärtigen Capitel soll eine andere Methode eingesehlagen 
werden, welche dieses Theorem nicht blos für die Integrale der 
ersten j sondern auch für die der zweiten und dritten Gattung auf- 
zustellen gestattet. 

§ 1. 

Das Abersohe Theorem für die Integrale erster Gattung. 

Es sei W = W{z) ein beliebiges Integral erster Gattung, also 
eine Function, die auf 9la6 eindeutig uvd stetig^ in den Curven a^, 
6x (x = 1, 2, . . . |)) aber mit constanten Differenzen A^''\ ])^^-^ be- 
haftet ist. Ferner sei f=f(ß) eine auf 91 re/ßuläre Function, deren 
Pole und Nullpunkte promiscue mit Cj, c^y ... Cg, und deren zuge- 
hörige Ordnungszahlen mit fi^, [i.,, ... [ig bezeichnet sein möge;i. 
Ueberdies mögen die Curven a^, by, (x = 1, 2, . . .p), was durch eine 
geringe Deformation derselben stets erreichbar ist, der Art gedacht 
werden, dass keiner der Punkte c^^ c^, , , , Cg hart am Rande von 
9ia6 liegt. Gleichzeitig mögen die Bereiche U,, ILj, ... U^ so klein 
gedacht werden, dass dieselben vollständig innerJialh 9ta6 liegen. 

Bezeichnet man also das -nach Absonderung dieser Bereiche 
Uj, lU, . . . U^; noch übrig bleibende Stück der Fläche JR«^ mit ©: 

© = SB«6 - (U, + U, + . . . + U,), 



so sind 



1 . . ir 

W, f und y, mithin auch -j. 



auf © eindeutig und stetig. Hieraus folgt [Satz (4.) pg. 196] die 
Formel: 

f :»*: df = 0, d. i. f wd log /• = 0, 



286 Eilftes Capitel. 

die Integration positiv erstreckt über den Rand von ©. Will man 
aber diese Fläche @ positiv umlaufen, so hat man den Rand von 
9laö positiv, und hierauf die Ränder von U,, U^, ... U^ negativ zu 
durchwandern. Demgemäss kann die vorstehende Formel auch so 
geschrieben werden: 

(1.) L Wdlogf-'^yWälogf^O, 

WO durch die Indices ^ab und Ux (wie gewöhnlich) die positiven 
Randintegrationen der betreffenden Flächen angedeutet sein sollen. 

Diese Formel (1.) enthält bereits das AbeVsclie Theorem für ein 
Integral erster Gattung W{si), Es handelt sich nur noch um die 
weitere Entwicklung der Formel. 

Es sei c irgend einer der Punkte c,, Cg, ... Cg, Im Bereich 
U(c, jE?) oder ?((y, 5) dieses Punktes c ist alsdann die gegebene, auf 
9fi reguläre Function f darstellbar durch die Formel: 

WO fi die Ordnungszahl von f m c oder y vorstellt, während E eine 
eindeutige, stetige und nichtverschwindende Function bezeichnet. 
Hieraus fqlgt sofort: 

d\ogf=^0-^ + EdE, 

wo E = ^ die nämlichen Eigenschaften besitzt wie E selber. Somit 

ergiebt sich, falls man mit W multipiicirt und sodann über den 
Rand von U oder St integrirt: 

(«.) f^Wd\ogf=f^Wd\ogf = ^f^^^+f^WEdE. 

Da nun E und E, ebenso wie Wy auf % eindeutig und stetig sind, 
so sind die Werthe der beiden letzten Integrale sofort angebbar. 
In der That wird nach bekannten Cauchy'schen Theoremen [pg. 21 
und 23] das letzte Integral = und das vorletzte = 2ni Wly] 
= 2jri TF(c) sein, falls man nämlich unter W[y] und W{c) die- 
jenigen (einander gleichen) Werthe versteht, welche W in den Punk- 
ten y und c besitzt. Man erhält daher: 

iß.) J^Wd\ogf=^2«i.iiW{cy, 

so dass also die Formel (1.) die Gestalt annimmt: 
(2.) /^ Wd log /• = 2«i [^. W{c,) + ^, W{c,) . . . + ,t, Wie,)\ . 
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Das Integral linker Hand kann übrigens [vgl. die Betrachtungen 
auf pg. 248, 249] auch so geschrieben werden: 

(3.) '^'(am f d log /• + BW/ d Jog f) , 

wo die Ä^^\ B^*) die constanten Diflferenzen der Function W in den 
Curven a^, 6x vorstellen. Auch übersieht man leicht, dass die in 
diesem Ausdruck (3.) vorhandenen Integrale Werthe von folgender 
Form besitzen: 

(4.) / dlogf=27ciM^'\ f d\ogf=2nim'\ 

^x ^x 

wo die MS''\ N^^^ ganze Zahlen vorstellen. 
Erläntenmg. — Es ist offenbar: 

(a.) / dlogf^logf" -\ogf\ 

wo f und f" die Werthe von f im Anfangspunkt nnd im Endpunkt der 
Curve a^ bezeichnen. In der That unterliegt diese Formel (a.) keinem Be- 
denken. Denn die Pole und Nullpunkte Cj , c^y ^ - - c liegen nach unse- 
rer Voraussetzung nicht hart am Rande von 91 ., so dass also f und -j ^ 

t 
mithin auch log f längs der Curve a^ stetig sind. 

Nun liegen aber der Anfangs und Endpunkt der Curve* a^ beide 
[vgl. die Figur pg. 248] an ein wid derselben Stelle, nämlich beide im 
Knotenpunkt (a^, 6^). Folglich ist /"' = f\ und also log f" - log f 

^^ 2niM^*\ wo 3f^*^ eine unbekannte ganze Zahl vorstellt. - U. s. w. 

Auf Grund der Formeln (2.), (3.), (4.) gelangt man also zu 
folgendem Satz: 

Versteht man unter f{ss) eine auf 3t reguläre Function, und he- 
zeichnet man die Töle und Nullpunkte derselben promiscue mit c^, c^, 
. . . Cy, femer ihre zugehörigen OrdnungszaJilen mit fi^y 112, . . - fig, so 
findet für jedwedes Integral erster Gattung W(z) die Formel statt: 

(5.) ^1 W(c,) + (i^ W(c,) ... + ,*, W(c,) = '^IM^'^ ^"^ + ^"^ s^"^> 

X=:l 

UH) die A^''^ JB^*) die constanten Differenzen von W in den Curven 
öx, 6x (x = 1; 2, . . .|}) hezeichnen, wcüiroid die W^\ A"^*) ganze Zah- 
len vorstellen. Und zwar sind die Werthe dieser ganzen Zahlen aus- 
drückbar durch die Formeln: 

X X 

die Integrationen stromabwärts hinerstreckt gedacht längs der Curven 
ttjt und bx. 
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Bei der Ableitung dieses Satzes ist vorausgesetzt, die Curven a^, 
(7.) fex (x = 1, 2, ... |)) seien, was durch eine kleine Deformation derselben 
stets erreichbar ist, der Art beschaffen ^ dass keiner der Punkte c^, c^, 
. , .Cg Juirt am Bande von ^ab liegt 

Nimmt man an, die Function f{z) sei eine reguläre Function 
5*®' Ordnung, und bezeichnet man ihre elementaren Nullpunkte und 

00 QO 00 

Pole respective mit z^, z^, . . . Zq und z^, z^, , . . Zq, so kann man 
offenbar die linke Seite der Formel (5.) auch so schreiben: 

2\w{z,)- W{1)\. 

Dabei ist noch Folgendes zu bemerken: Ist f{z) eine auf 91 regu- 
läre Function g**' Ordnung, so gilt Gleiches auch von 

m - K, 

falls man nämlich unter K irgend welche Constante versteht. Dem- 
gemäss kann man den fär f selber abgeleiteten Satz (5.), (6.), (7.) 
ebenso gut auch auf die Function f — JST in Anwendung bringen. 
Alsdann aber gelaugt man zu folgendem allgemeinem Satz: 

Es sei K eine unUkürliche Constante. Femer sei f(z), mithin 
auch f{fs) — K, eine auf SH reguläre Fundion g**' Ordnung. Ueber- 

00 QO QO 

dies seien z^, z^, ... Zq und z^, z^, ... Zq^ die elementaren Nullpunkte 
und Pole der Function f(z) — K. Alsdann giÜ für jedwedes Integral 
erster Gattung W{z) die Formel: 



>=5f ^ ^=P 



(8.) ^ {W{zj) — W{zj)\ = J: fitf(-)^('^> + iV^e^) £(")], 

wo die A^''^ B^^^ die constanten Differenzen von W in den Curven 
«x, bx vorstellen; während die M^*\ N^"^^ ganze Zahlen sind, die den 
Formeln entsprechen: 

(9.) ji/M =,-!./ j^^f^., Ni'^=^.r -,-^M_. 

^ ^ 2nt*/a f{z) — K^ 'im J ^ f(s) — K 

(10.) Dabei sind die Curven ay,, b^ der Art zu denken, dass keiner der 

CO 

Punkte Zj, Zj (j -=1,2,...^) hart am Bande von 9fla6 liegt. 

Dieser Satz ist anwendbar auf jedweden Werth der Constui- 
ten K. Variirt man aber das K, so werden sich dabei von allen 
in (8.), (9.) enthaltenen Grössen nur die Punkte Zj und die Zahlen 

00 

Jlf(x)^ ^(x) ändern können. Denn die Zj sind die Pole von f(z)^Ky 
also identisch mit den Polen von f(z) selber, und bleiben daher 
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völlig ungeändert, welche Werthe man der Constanten K auch zu- 
ertheilen mag. 

Von allen in (8.), (9.) enthaltenen Grössen Tcdnnen s^ich aho, hei 
einer Variation von K, nur die Punl^te Zj und die Zahlen M'-^\ N^"^^ 
ändern. Und zwar wird die bei einer solchen Variation von K ein- 
tretende Verschiebung der Punkte Zj [d. i. der Nullpunkte von 
f{z) — K] eine stetige sein, zufolge des Satzes (8.) pg. 138; während 
andererseits die gleichzeitige Aenderung der Zahlen M^'^^ N^"^^ [weil 
dieselben ganze Zahlen sindj immer nur eine sprungweise d. i. un- 
stetige sein kann. 

Nun sind aber [vgl. (10.)] die Curven «x, by der Art beschaflfen, 

00 

dass keiner der Punkte Zj, Zj hart am Rande von ^iab liegt. Deni- 
gemäss kann man dem K einen Zuwachs AK von solcher Klein- 
heit geben, dass die daraus entspringenden Verschiebungen Azj der 
Nullpunkte Zj vollständig innerhalb dtab bleiben, während gleichzeitig 

00 

die Pole Zj (als festliegende Punkte) ebenfalls innerhalb %,i, verharren. 
Bei Ausführung dieser Operation bleiben also die Unstetigkeitspunkte 

CO 

Zj und Zj der beiden Functionen 

az)-K und ^^^-V-j. 

von den Curven a^, bx stets durch irgend welche Zwischenräume ge- 
trennt. Denigemäss können sich die Werthe der Integrale (9.) während 
der genannten Operation nur in stetiger Weise ändern. Hieraus aber 
folgt, dass die durch diese Integrale dargestellten ganzen Zahlen 
j|/(x)^ jfKx) ungeändert bleiben. 

Um die Hauptsache zusammenzufassen: Giebtman der Const^intc 
K einen Zuwachs AJT von hinreichender Kleinheit, so werden die 

OD 

Zj Meine Verschiebungen Azj erhaJten, hingegen die Zj und die M^''\ 
N^*'^ ungeändert bleiben. Bildet man also die Formel (8.) einmal 
für K selber, das andere Mal filr K -\- AK, und subtrahirt die 
beiden so entstehenden Gleichungen von einander, so erhält man: 

(11.) 2\ W(zj + A^;) - W(zj)] = 0. 

Die hier auftretenden Punkte Zj und Zj + ^^j können kurzweg als 
zwei Niveauptmlitsysteme der gegebenen Function f(z) bezeichnet 
werden. Setzt man also schliesslich d statt A, so gelangt man zu 
folgendem einfachen Satz: 

Keamann, AbeVsche Integralo. S. Anfl. 19 
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Y^T$Uki mam umUr f(z ^nme amf 91 re^mläre Fmmeticm ^ Ord- 
ntauff, und heseidkfket mam irp^nd zum eimamder mmendlkk nake ymau" 

pumitiysteme dk^er Ftmctkm mä ^x r ftr — ^; ^'^ ^i 'h ^h f ^ H" ^^f 
. . , Zj-{' dZj, $o^ ßirjedicedes ImUgral erster CraHumg W{/)die Formtd: 

^^'^■) 2';' tr/z, + dzjj — W(2, ] = 0; 

vfer. einfacher ge^fkrui^en^ die Formel: 

(^^^'} '^dW(zj) = 0. 

>=i 

Man hat gidt hier die Grössen dzj geemetrisek als ilei$9e Ver- 
schiebungen, d. I. als kleine Wegelemente auf der Flaehe 9t vor- 
zusldlen. Und hei Ableitung des Satzes ist vorausgesetzt ^ dass aW 
(14,; diese kleinen Wegelemente dzj innerhalb der Fläehe 9t«« liegen^ dass 

also leins derselben von einer der Curven a«, &jt (x =>s 1,2, p) dmxk- 

schnitten tcerdej — eine Voraussetzung^ deren Sealisinmg jederzeit er- 
reiehbar ist durch eine kleine Deformation jener Curven. 

Im Vorhergehenden ist nnter W irgend ein der Fläche 9t zu- 
gehöriges ÄbeFsches Integral erster Gattung 

W = fipdz 

zu verstehen; so dass also <i> = <i>(z) eine auf 9t reguläre Function 
vorstellt. Insbesondere ist femer unter W(z) die durch die Formel 

deiinirte Function zu verstehen*), also eine Function, die auf 9to6 
eindeutig und stetig, «in den Curven Ox, bx aber mit constanten Dif- 
ferenzen A''^ £<*) behaftet ist 

Denkt man sich nun auf 9t irgend zwei einander unendlich 
nahe liegende Punkte z und z -}- dz markirt, so wird unter dW(z) 
derjenige Zuwachs zu verstehen sein, welchen W(z) erfahrt beim 
Uebergange vom ersten zum zweiten Punkte. Das so definirte dW(z) 
ist völlig bestimmt, ausser wenn die beiden Punkte durch eine der 
Curven a^, 6^ (x = 1, 2, ...|}) von einander getrennt sind. 

Liegt z. B. z auf dem rechten und z -}- dz auf dem linken Ufer 
der Curve a^, so kann man das zugehörige dW{z) in doppelter 
Weise bilden: Entweder geradezu , ohne die Curve a« zu ändern: 

*) Der Unterschied zwischen W und ^V{z) ist derselbe wie fniher swiscbcn 
/*' und F{z). Vgl. die Schlussbemerkuug pg. 231. 
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'0 



alsdann wird dieses dW(0) endlich, nämlich nahezu = -4^*^ sein. 

Oder aber der Art, dass man die Curve a« zuvörderst einer 
kleinen Deformation unterwirft, nämlich dieselbe auf einem kleinen 
Umwege um die Punkte 2 und -^ dz herumleitet: 

.z-^-dz 

a^ 



z 



und hierauf erst das dW{z) bildet; alsdann wird dieses dW{z) un- 
endlich Mein, nämlich nahezu = sein. 

Im Folgenden soll nun dW{z) stets in der letztern Bedeutung, 
also stets als eine unendlich Meine Grösse aufgefasst werden. Sol- 
ches festgesetzt, wird alsdann die Restriction (14.) des vorhergehen- 
den Satzes überflüssig; so dass man denselben einfacher so aus- 
sprechen kann: 

Theorem. — Versteht man unter f{z) eine auf SH reguläre 
Function q^ Ordnung, und bezeichnet man irgend zwei einander unend- 
lich nahe Niveaupunktsystenie dieser Function mit z^, z^, • . . Zq und 
Zi + d^i) ^2 + ^^2» . . • ^7 + dZq, so gilt für jedwedes Integral erster 
Gattung W{z) die Formel: 

j = q 

(15.) ^dW{zj) = 0, 

wo die dW(zj) die den Verschiebungen dzj entsprechenden unendlich 
kleinen Zuunichse vorstellen. 

Demgemäss gilt z. B. [wie aus (15.) durch Integration folgt] 
auch folgende Formel: 

(16.) 2 fdW(Zj) = 0, 

die Integrationen hinerstreckt gedacht über irgend welche simultane 
Bahnen («^ . . . ßi), («2 • • • ßt)} . . . («7 • . • ßg) der in Rede stellenden 
Niveaupunkte z^, z^^ ... Zq, 

Die Niveaupunkte jSf,, z^, . . > Zq der Function f{z) sind nämlich 
nichts Anderes als die elementaren Nullpunkte der Function f(z) — K, 
wo K eine willkürliche Gonstante vorstellt. Lässt man nun dieses 
K in irgend welcher stetigen Weise sich ändern, etwa vom Werthe 
K = fii aus, bis zum Werthe -£"=6, so werden gleichzeitig die 

19* 
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Punkte jSTj, z^, ... Zq auf der Fläche 9t irgend welche sfetige^Cur- 
ven beschreiben [Satz (8.) pg. 138]. Und diese Curven sind es, 
welche wir kurzweg als ein System simultaner Bahnen der Punkte 
5„ ^„ ...., bezeichnen. 

Betrachtet man ausser W{z) noch irgend ein anderes Integral 
erster Gattung Wi(z)j so erhält man für W{z) die Formel (16.): 

fdWiz,) + fdW(z,) . . . + fdW(z,) = 0, 

«I ff, Og 

oder kürzer geschrieben; 

f^i /*» fiq 

(F.) fdW(z) + fdW(z) . . . + fdWiz) = 0, 

ff, ff, «^ 

und ebenso für Tri(je?) die analoge Formel: 
(F,.) JdW,{z) +fdWM . . .+fdW,{z) = 0. 

a^ ff» a^ 

Dabei mögen die Integrale in (F.) wie in (F,.) hinerstreckt ge- 
dacht werden über ein und dieselben simultanen Bahnen («i . . . ß^, 
{cc^ ' • ' ßi)) • • («7 • • • ßq) <Jer in Rede stehenden Niveaupunkte. 

Betrachtet man irgend eine dieser Bahnen, etwa die Bahn 
[aj . • ' ßj)j so werden die betreffenden Integrale die Werthe haben: 

(j.) jdw{z)=w{ß;) - w{a,), 



"j 



(J,.) SdWM=W,{ß,)-W,i^a,), 

"j 

vorausgesetzt f dass die Curven «x, ?>x (x = 1, 2, . . . |)) von jener Bahn 
(«; . . . /3,) nirgends überschritten , mithin W{z) und W^ (z) längs 
jener Bahn stetig sind. Haben hingegen derartige üeberschreitungen 
stattgefunden, so hat man, um die Werthe der Integrale (J.), (Jj.) 
zu finden, dieselben zuerst für die einzelnen Stücke zu berechnen, 
in welche jene Bahn («;... ßj) durch die Curven oder Schnitte a«, 6» 
zerlegt wird, und die so sich ergebenden Partial-Integrale zusammen- 
zuaddiren. Man findet alsdann statt der Werthe (J.), (J,.) folgende: 

(Y.) fd \V(z) = W(ßj) - W(aj) + ^ K->^('') -f n/^^B^-)], 
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WO die m/''\ w/*^^ in beiden Formeln ein und dieselben ganzen Zahlen 
vorstellen, während die -4.^*^, B^^^ und -4/''^, li^^''^ die constanten Dif- 
ferenzen der Integrale W(z) und Tri(;&) in den Schnitten a^, ^x be- 
zeichnen. Die Werthe der Zahlen m/^\ n/'"'^ sind übrigens noch 
genauer angebbar. Es ist nämlich: 

CZ.) m/*^) = Z/^) — r/'^) und w/'^) = X/^^ — (),w. [Vgl. pg. 194. | 

Dabei bezeichnet l/*'^ die Zahl, welche angiebt, wie oft jene Tnte- 
grationscurve (aj . . . ßj) den Schnitt ax vom linken zum rechten Ufer, 
und r/*^ die Zahl, welche angiebt, wie oft jene lntegration«curve 
den Schnitt a^ vom rechten zum linken Ufer überschritten hat; wäh- 
rend A/''^ und ()/*) die analogen Bedeutungen besitzen mit Bezug 
auf den Schnitt h^. Man gelangt durch diese Betrachtungen zu fol- 
gendem Resultat: 

Andere Form des Theorems. — Es seien W{z) und W^ {z) irgend 
zivei Integrale erster Gattung, ferner sei f(z) eine auf SH reguläre 
Function (/**' Ordnung. Versteht man alsdann unter («^ . . . /3,), («^ . . . ß.^, 
. , . {a^ . . , ßg) irgend welche simultane Bahnen der q Niveaujninkte von 
f{z), so tverden, falls diese Bahnen die Curven a^, b^ nirgends über- 
schreiten , die Farmein gelten: 

'^\w{ßj)-W{aj)]=^0; 

(17.) ^;r, 

Finden hingegen derartige Ueberschreitungen wirklich statt, an be- 
liebigen Stellen und in beliebiger Anzahl, so gelten, statt der Formeln 
(17.), folgetule: 

5[>^(A) — W{aj)\ = 2^[M^'^A^') -f N^'^B^'^^], 

(18.) ^^^ 

2\W,(ßj) - W,{aj)] = i'[i»/(^)A('^)-f JV(^)Ji/^)], 

wo die M^^^, N^^^ in beiden Formeln ein und dieselben ganzen Zah- 
len vorstellen, während die A^^\ B^*'^ und -4/*^, B^^^^ die constanten 
Differenzen der Integrale^ W(2) und Wi{z) iH den Curven a^, b^ be- 
zeichnen. 
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Erste Bemerknng. — Man kann diesen Satz z. B. in Anwendung 
bringen auf die p Narmälintegrale erster Gattung: WjC^), w,(2;), . . . w^(«), 
und gelangt alsdann zu folgendem Resultat: 

Versteht man unter z^, z^, . . , z die Niveaupunkte einer aufSi regu- 
lären Function f{z) gte' Ordnung, und versteht man femer unter («, ...ft), 
(ffj . . . Pj), . . . (a . . . ß ) irgend welche simultane Bahnen dieser Niveau- 
punkte, so finden stets die Formeln statt: 

^[w, (pj) - w,(a^)] « M,ni + N,b,, + N,h,, . . . + N^b^^, 
(A.) ^ [w,{ßj) - w,(a^)] = M,ni + N,b,, + N,b,, . . . + N^b^^, 

U70 dtc Jlf , 2V" ganze Zahlen vorstellen, während die b's die in (19.) pg. 246 
festgesetzten Bedeutungen besitzen. 

Insbesondere werden die Zahlen M^ N sämmüich •= sein, falls jene 
simtHtanen Bahnen a^, 6^ (h = 1 , 2 , . . .p) die Curven nirgends überschreiten. 

Zweite Bemerknng. — Im Satze (18.) werden, wie aus der Ableitung 
dieses Satzes folgt, die Zahlen N sSmmtlich = sein, falls die simultanen 
Bahnen (aj . . . pj, («a . . . ft), ...(«... PJ wohl die Curven a^, nidU 
aber die Curven b^ überschritten haben. Analoges gilt von den aus (18.) 
abgeleiteten Formeln (A.). Demgemäss ergiebt sich folgender Satz, von 
dem später Gebrauch zu machen ist: 

Sind die in (A.) genannten simultanen BaJtnen («i ... ft ),(«,.. . ß^), 
(B.) •••(%•••?«) ^^ ^^h ^^^ **^ allerdings die Curven a^, nicht aber ^ie 

Curven b^ überschreiten, so werden die in den Formeln (A.) enthaltenen ganzen 
Zahlen N^, N^^ . . . N sämmtlich = sein. 

Dritte B^erkung. — Es seien beliebig viele auf M reguläre Func- 
tionen gegeben: fi{z), f^iz)^ ... f^iji). Ferner sei: . 

(«.) 9W = J^Ji{^) + ^»/;W . . . + Ä-/^(r), 

wo die K\ beliebige, jedoch von Null verschiedene Constanten sein sollen. 
Bezeichnet man alsdann die elementaren Pole aller Functionen f^ {z) , f^ (5) 

. . . f (z) zusammengenommen mit z^, z^, • - - z , so werden offenbar die 

00 OD 00 

elementaren Pole von fp{z) ebenfalls durch z^, z^, . . . z dargestellt sein; 
mithin wird q>{z) eine auf 91 reguläre Function q^' Ordnung sein. 

Vor allen Dingen sehen wir aus dieser Betrachtung, dass die ele- 

00 00 00 

mentaren Pole z^, z^, . . . z^ der Function 9 (z) ungeändert ein und die- 
selben bleiben, welche Werthe man den Constanten K auch beilegen mag, 
falls man dieselben nur vom Nullwerden abhält. Andererseits aber wer- 
den die elementaren Nullpunkte Zy, z^, - • • z^ der Function (p{z) wesent- 
lich von den K\ abhängen, was angedeutet sein mag durch die Formeln: 
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Z\ = ^\ ( A'i » ^Cj > • • • ^,) » 



^c, = -''^i/ (^'i ^^ly • • • ^P • 



Wir wollen nun die Verschiebungen dz. untersuchen, welche diese Null- 
punkte z. erleiden, sobald man den JTs irgend welche Zuwüchse dK zu- 
ertheilt. 

Zwischen den Polen und Nullpunkten der Function 9(2) d. i. zwi- 

OD CO 00 

sehen z^^ z^, . , ,z und z^^ z.^, . . , z ., finden [nach (A.)] die Formeln statt: 

wo die itf, iV unbekannte ganze Zahlen vorstellen. 

Analoge Formeln gelten aber auch offenbar für die Pole z^^ z^^ . . . z^ 
und die Nullpunkte {Zy^ + drj, (^j, + c/jf^), . . . (z + d^r ) der variirten 
Function : 

V-W - (X-. + dAr,)/;(^) + (AT. + dK,)f,(z) ... + (K^ + dK,ßf^(z). 
Man erhält also: 

a = 1, 2, . . .13, 
und sodann durch Subtraction der beiderlei Formeln (ß.) und (y.): 

{d.) ^ [w„ (2?^ + dZj) - w^(2^)] = w^-«t + n^b^^ + n^ft^j^ . . . + n^6^„, 

a = 1, 2, . . .p, 

wo die w = M' — 3f und die n == N' — N ganze Zahlen sind. 

Diese Formeln ^(p.), (y.), (^.) ergeben sich offenbar auch dann, wenn 
die Curven a^, 6^ (h = 1, 2, . . . p) t'or Bildung der Formeln in solcher 
Weise deformirt gedacht werden, daas die kleinen Verschiebungen oder 
Wegelemente dz, (j = 1, 2, . . . p) sämmtlich innerhadb 91^^ liegen. Dies 
vorausgesetzt ist aber die Differenz 

^^{z^-\-dz^ — 7r„(zp 

nichts Anderes als die mit dWjj{z.) zu bezeichnende unendlich kleine Grösse; 
80 dass man erhält: 

a == 1 , 2 , . . . 1^ . 

Da nun in diesen Formeln (s.) die linken Seiten unendlich klein sind, so 
müssen [Satz IV. pg. 248] die rechts stehenden Zahlen m, n sämmtlich 
SB sein, 80 dass sich also folgender Satz ergiebt. 
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»Stlzt tnan 

'V. *f ^- = ^1 f\ -. -r A'i /, : . . . -f A'. / . : , 

Ko 'i*«" f'z^ g^fftbint auf S reguläre Fwn*.iiomn . Hud die K's lallktir- 
li',h^, von yuU ver^chiedtue ConstanUH rontrUt^i ^»äUh. *o tctrden dit 
Khin^ntartn SuUpufJcU z,,z^....z der Function n :' u-r^^ntlich con rfrn 
W'erÜutn der A"« ahh'ingen, und in Bi'^^.gung gerathen, sobald man die A'V 
»ich dfulern lä^ii. 

In vcdcher WtisfC man aber auch die A"*. otme #|V zu Xull zu machen^ 
hidi fitt/UrH VU^-t, jfteU vcerden für jtdat ZeitelcmetU d<.r cintreU^ulen Be- 
uregung die ji Gieidtungen gelUn: 

Dabei rtprätiCHtiren dz^^ dz^, . . . dz di* tahrttul dc^ IfftrachteUn Zeit- 
et^menU ^ titürttenden Vcn^chiebungen j*:tur XuUpunkte^ und </w,/,j,\ dw^^iz.^, 
. . . dw^fz ) die diesen Verschiebungen ent^pred^ndui unendlich kleinen Xu- 
v:Uch*t der Wtrthe w^'Zj), w.^'^j,), . . . w^^(j ). 

§ 2. 

Das Abersche Theorem für die elementaren Integrale 

dritter Gattung. 

Das irgend welchen festen Punkten e^ und s^ zugehörige ele- 
mentare Integral dritter Gattung: 

ist auf ^ah eindeutig und stetig, abgesehen von den Punkten e^^e^ 
und einer von a^ nach e^ gehenden Linie iy. In dieser Linie ist 
da8s<»lbe mit der Constanten Differenz 27ii behaftet; wie solches an- 
gedeutet sein mag durch die Formel: 

(2.) längs ri: rT(A) — rT((>) = 27ii. 

Ausserdem hat dasselbe in den Curven a^y hy. ebenfalls consiante 
Differenzen. [Vgl. pg. 227.] 

Es sei nun ferner f = f{s) irgend eine auf 91 reguläre Func- 
tion, deren Pole und Nullpunkte promiscue mit q, c,,, , , . Cg, und 
deren zugehörige Ordnungszahlen mit |w,,fijj,. . . ^ig bezeichnet sein 
mögen. Wir denken uns eine von c^ über c^, c^ etc. bis Cg fort- 
laufende Linie l gezogen, benennen die einzelnen Segmente dieser 
Linie mit l^.^, l^^, l^^, . . . Ig^i.gy und setzen die Werthe des Integrals 

0^} F = Fiz) =/''/ =fd log f 

»0 -0 

I durch geeignete Beschränkung der Integrationscurve, vgl. pg. 221>| 
in solcher Weise fest; dass dasselbe auf 9ta4 eindeutig und stetig 
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isty mit alleiniger Ausnahme der Linie L Dasselbe hat alsdann 
längs der einzelnen Strecken l^^, l^^y l^i, . . . dieser Linie [nach pg. 229] 
folgende constanie Differenzen: 

-£^31 = — 2?ri . (ji^ + (i2 + f^a); 
etc. etc. etc. 

Und ebenso wird dasselbe cotistante Difierenzen haben in den Cur- 
ven ax, 6x. 

Wir setzen bei den folgenden Betrachtungen voraus, dass keiner 
der Punkte Cj, c*^, . . . Cy mit einem der Punkte «j, €^ zusammen- 
fallt. Was femer die Curven a^, ix (« = 1, 2, . . . j)) und die Linien 
l, ri betriflffc, so sind diese im Grunde genommen nur Hülfslinien, 
über welche innerhalb gewisser Grenzen nach Belieben, respective 
nach Zweckmässigkeitsrücksichten verfügt werden darf. Sobald jene 
{g -\- 2) Punkte c^, c^y ... Cr,, «j, «g ^^ bestimmter Weise markirt 
worden sind, mögen zuvörderst die Curven a^^ by, (x = 1,2, . . . p), 
(5.) was durch eine geringe Deformation derselben leicht zu erreichen ist, 
so eingerichtet werden, dass jene {g -f- 2) Punkte sämmtlich inner- 
Jialb der Fläche ^ab [nicht etwa hart am Rande derselben] liegeu. 
Sodann aber mag die Linie / von c^ aus, über Cg, Cg, . . . c^^i bis 
Cg in solcher Weise gezogen werden, dass sie ebenfalls vollständig 
innerhalb 31^6 verläuft. Und hierauf endlich mag die von f^ nach e^ 
gehende Linie rj in solcher Weise construirt werden, dass sie eben- 
falls vollständig innerlidlb 91« 6 bleibt, und zugleich der Linie / nir- 
gends begegnet. 

Solches ausgeführt, repräsentiren also die Linien l und i^ ge- 
wissermassen zwei von einander getrennte, langgestreckte Liseln in- 
mitten der Fläche ^ab- Gleichzeitig repräsentirt alsdann W = J\{z) 
eine Function, deren Stetigkeit auf der Fläche 9la6 nur in i/, nicht 
aber in l eine Unterbrechung erleidet. Und umgekehrt repräsentirt 
alsdann F = F{z) eine Function, deren Stetigkeit auf 9la6 nur in 
ly nicht aber in i^ unterbrochen ist. 

Denkt man sich die Bereiche 2 und S der Linien l und i^ von 
9ta6 abgesondert, und die alsdann noch übrig bleibende Fläche mit 
© bezeichnet: 

SO werden also F und TT auf® allenthalben eindeutig und stetig sein. 
Folglich ist [Satz (4.) pg. 19GJ: 
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(6.) 4ncii.^ = o, 

oder, was dasselbe ist: 

(7.) r nrfi'-/ ndi'-/ ndJ' = o, 



«„, "s "^ 

WO die Indices , wie gewöhnlich, die positiven Bandiniegrationen für 
die betreflfeiiden Flächen andeuten. Es ist aber TfdF'=d{TfF) — FdTf. 
Dies äuge wandt auf das letzte der Integrale (7.), erhält man: 

(8.) f UdF= f TJdF— f FdU. 

Air diese Formeln bleiben gültig bei hdidnger Verkleinerung 
der Bereiche £ und 6. Man kann daher z. B. das Bereich (& za- 
sammenschrumpfen lassen auf die Bereiche @| und S^ der beiden 
Punkte e^ und e^ und auf das zwischen @^ und ^ befindliche Seg- 
ment der Linie ij. Denkt man sich diese Zusammenschrumpfung 
oder Reduction von @ wirklich eingetreten, so nimmt das letzte In- 
tegral der Formel (8.) die Gestalt an: 

(«.) /^ Fd\\ = / FdW + /^ \F{k) - F{q)] dT\ + /^ FdW ; 

wie solches sofort sich ergiebt, falls man nur beachtet^ dass TT längs 
n] eine constante Differenz (= 2ni) hat, dass also das Differential 
rffl zu beiden Ufern der Linie i^ einerlei Werthe besitzt. Nun ist 
aber die Stetigkeit von F m ri nicht unterbrochen, mithin längs 17: 
F{X) = F{q), Demgemäss verschwindet in (a.) das mittlere Inte- 
gral der rechten Seite; so dass man erhält: 

W S^FdT^=S^FdJ^+J^FdJ^. 

Einer analogen Behandlung ist offenbar auch das vorlelzte Integral 
der Formel (8.) fähig. Man erhält: 

ir.) S^^^F = Sr,^^^F + f^UdF-\-...-\-f^UdF, 

WO U,, U^, . . . U^ die Bereiche der auf l gelegenen Punkte Cj, c^, 
. . . Cy vorstellen. Mit Rücksicht auf diese Ergebnisse (/5.), (y.) ge- 
winnt nun die Formel (8.) die Gestalt: 

(0.) /^ TJdF = '^f TldF-'Sf^FdTJ. 

Die Integrale rechter Hand sind einfacher ausdrückbar. Das 
über den Rand von Wj erstreckte Integral kann nämlich, nach (3.), 
auch so geschrieben werden: 



Das ÄbeVache Theorem. 299 

L^^F=f Tfdlogf-, 

J J 

woraus mit Rücksicht auf frühere Betrachtungen [(«.); (^0 Pfr ^^^J 
sich ergiebt: 
(6.) f UdF=27ci'(ijU(cj), 

Andererseits besitzt das über den Rand von ®j erstreckte Integral 
[vgl. (f.) pg. 270, wo übrigens statt der gegenwärtigen Buchstaben 
£, @ respective c, U stehen] den Werth: 

(r.) f^FdT\^{-iy-2«iFiBj). 

Durch Substitution der Werthe (<?.), (r.) gewinnt die Formel 
(9.) die Gestalt: 



(10.) /^ UdF^2m j(^>,n(c,)) + F(e,) - F(e,)^ , 

oder, falls man beachtet, dass, nach (3.), ilF = d log /" und 
F(€i) — F(s2) = log /'(«,) — log/X^g) ^^*; folgende Gestalt: 

(11.) / ndiog/-=2«iliogJ5;'>+2>;n(c,) . 

Das Integral linker Hand hat aber [nach (ß,) pg. 249] den Werth: 
(12.) S^fA^"^/ d log /• + B^'') / dlogf), 

wo die A(*\ B^*^ die constanten DiflFerenzen von TT in den Curven 
«x; hx vorstellen. Auch übersieht man leicht [vgl. die Erläuterung 
auf pg. 287], dass die in diesem Ausdruck (12.) enthaltenen Inte- 
grale Werthe von folgender Form besitzen: 

(13.) / d\ogf=2%iM^'\ J d\ogf=27cim*\ 



«X ^K 



wo die Jlf<*>, N^""^ ganze ZaJden sind. — Auf Grund dieser Formeln 
(11.), (12.), (13.) gelangt man daher zu folgendem Resultat: 

Eepräsentirt f{z) eine auf 91 reguläre Function, und bejseicfmet 
man die Pole und Nullpunkte derselben promiscue mit Ci, c^, , . . c^, 
femer ihre zugehörigen Ordnungszahlen mit fi^, fi^^ , . . fi^j, so gilt für 
das elementare Integral dritter Gattung; 

n = n,,.,(^) 

die Formel: 
(14.) 5V.TT,..,(c,) = log ^f J + y(Mi^^ A^'^) + m^) BC^)). 
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Hier hczcicfmm die A^*^, B^^^ die constanten Differenzen von TT in den 
Ctirven ax,h,,] während ilf(*>, N^""^ ganze Zahlen vorstellen, deren Wertlie 
sich bestimmen mittelst der Formeln: 

Dabei ist vorausgesetzt, da^ keiner der Punkte Ci, c^, . . . c^ mit 
cinetn der Funkte e^ , s^ coineidirt^ und ferner vorausgesetzt, die Curven 
cix, 6x (x = 1, 2, . . . j)) seien [was durch eine kleine Deformation 
derselben stets zu bewerkstelligen ist) so eingerichtet, dass aW jene 
{g + 2) Funkte c, , c^, ... c^, s^, ^2 innerhalb 9taf, liegen. 

Hiermit sind in der That alle in (5.) gemachten Voraussetzungen, 
so weit sie für den vorstehenden Satz wesentlich sind, recapitulirt 
Denn die Linie l spielt in diesem Satz keine Rolle mehr, so dass 
also die betreflfs derselben gemachten Voraussetzungen zu wieder- 
holen überflüssig sein würde. 

Vom vorstehenden Satze aus gelangt man nun, indem man 
f{z) — K statt f{z) setzt [vgl. die analogen Betrachtungen auf 
pg. 288 J, zu folgendem etwas allgemeinern Satze: 

Es sei K eine beliebig gegebene Constante, Femer sei f{z), mit- 
hin auch f(z) — K eilte auf SR reguläre Function q^' Ordnung. 

Ueberdies seien z^, z^, . . . Zq und z^, z.^, . , . Zq die elementaren Null- 
punkte und Fole der Function f{z) — K. Alsdann gilt für das ele- 
mentare Integral dritter Gattimg: 

die Formel: 

(15.) S^n^^^c^r,) - n,..,5)i = log ^[J_^^;:^J + 2V'''Aw + iV''')BW). 

Hier bezeichnen A^*^ B^'') die constanten Differenzen von TT in den Cur- 
ven ax, bx\ währerul die M^''\ N^'^^ ganze Zahlen vor stellen , deren Wertlie 
sidh durch die Formeln bestimmen: 

-iniJ a f{z) — K' 2«t,/j f{2) — K 

00 

Dabei ist vorausgesetzt, dass keiner der Funkte Zj, Zj (j >= 1, 2, ... g) 
mit einem der Funkte fj, e^ coinctdirt, und ferner vorausgesetzt, die 
Curven a», 6x (x = 1 , 2, . . . p) seien so eingerichtet, dass all' jene Funkte 

CO 

5,, €^ und Zjy Zj == 1, 2, . . . (/) innerhalb ^ab liegen, üebrigens 
kann von diesen Voraussetzungen die erste fallen gelassen werden. 

Denn sollte einer der Punkte Zj, Zj einem der beiden Punkte £,, f^ 
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bis zur Coincidenz sich nähern, so würden, wie man sofort über- 
sieht, beide Seiten der Formel (15.) unendlich werden, die Formel 
also gültig bleiben. 

Giebt man jetzt der Constante K einen unendlich kleinen Zu- 
wachs dKj so werden die Punkte ^j unendlich kleine Verschiebungen 

CO 

dsj erfahren, wjihrend die Punkte Zj und ebenso auch die ganzen 
Zahlen M^''\ N^"^^ ungeändert bleiben [vgl. die analogen Betrach- 
tungen auf. pg. 289, 290]. Man gelangt daher zu folgendem Satz: 
Theorem. — Versteht man unter f{z) eine auf^ reguläre Func- 
tion cj^' Ordnung, bezeichnet man femer irgend zwei einander unend- 
lich nahe Niveauptinktsysteme derselben mit z^, z^y . . . z^j und z^ + dz^, 
02 + dz^, . . . jefg + d^gy *<^ bezeichnet man endlich die Werthe von 
f{z) in diesen beiden Niveaupunktsystemen mit K und K + dK, so 
gilt ftir das elementare Integral dritter Gattung: 

die Formel: 

(16.) .^^'dn..„(;.,) = d log f{;;-|^^, 

wo das vorgesetzte d die unendlidi kleinen Aenderungen bezeichnet j welche 
die betreffenden Grössen durcJi Vertauschung von ^ly z^, . . . Zqj K mit 
Zi + dZiy z^ + dz^y . . . ^9 + dZqy K + dK erfahren. 
Aus (16.) ergiebt sieh mm weiter die Formel: 

("•) 'Sjä n..,fe) - log '^ : l - log 'il^. 

die Integrationen hinerstreckt gedacht über irgend welche simultane 
Bahnen (a^ . . . ß^), (cc^ . . . ß^)y ... («^ ... /3^) der in Rede stehenden 
Niveaupunkte z^, z^y » • > Zq. Dabei sind unter A und B diejenigen 
beiden Werthe zu verstehen, welche f{z) eino'seits in cc^y a^, , . . a^, 
andererseits in ß^, ß^y . , . ß,j besitzt. 

Soll die Bahn (uj . . . ßj) keine der Curven a^, 6x (jc = 1, 2, 
. . . |)), noch auch die von s^ nach s^ gehende ünstetigkeitslinie 7] 
des Integrals TT überschreiten dürfen, so ist offenbar: 

et ' 

J 

Gestattet man hingegen jener Bahn, die Curven ay, b, und ri belie- 
big oft zu überschreiten, so erhält man die [mit (Y.) pg. 292 J ana- 
loge Formel: 
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<-'> x=p 



( Y.) fd n,. „ (z) = a. „ (Ä) - n.. „ («,) + 2' [m/^^^^') + n/-) b^-)] + f*> • 2« », 






(18.) 



WO die m, n, ft ganze Zahlen vorstellen. Und zwar geht aus der 
Bedeutung dieser Zahlen [vgl. (Z.) p. 293] deutlich hervor^ dass die 
Zahlen m sämmtlich = sind, falls die in Rede stehende Bahn 
(o/ . . . ßj) keine der Curven a^ überschritten hat, dass femer die n 
sämmtlich = sind, falls jene Bahn keine der Curven 6x über- 
schritten hat, und dass endlich die Zahl ft (d i. ff/) den Werth 
besitzt, falls jene Bahn die Curve i^ nicht überschritten hat. Sub- 
stituirt man den Werth (Y.) in (17.), so kann man dabei die Zah- 
len ffy unterdrücken, weil die in (17.) vorhandenen Logarithmen an 
und für sich bereits mit Unbestimmtheiten von der Form tA'2xi 
behaftet sind. Man gelangt daher durch diese Substitution zu fol- 
gendem Resultat: 

Andere Form des Theorems. — Es sei f{z) eine auf 91 reguläre 
Function c^ Ordnung, Versieht man alsdann unter (cci..>ßi), {<^--ßi)f 
. . .(ccg . . . ßg) irgefid welche simultane Bahnen der q Niveaupunkte 
von f{z), so gut die Formel: 

SV..,(A) - T\..M] = log ;-|}^ - log fg-;]-!-; + 

x=l 



Dabei sind unter A und B die Werthe der Function f(z) in den Niveau- 
Punktsystemen a^, a^, , . . a^ und ft, /J^, . . . ßq zu verstehen. Anderer- 
seits sind unter A^*>, B^''^ die constanten Differenzen von TT^^t, (^) in 
den Curven a^, h», endlidi unter Jlf<*>, ^(*) game Zahlen zu verstehen. 
Ueberschreiten jene simultane Bahnern (a^ . . . /S^), (a^ . . . /J,), 
(19.) - ' ' (ccq , . . ßg) keine der Curven a«, so sind die M^*^^ sämmtlich = 0. 
Und sollte andererseits der Fall vorliegen, dass jene Beinen keine der 
Curven bx überschreiten, so u}erden die N^''^ sämnUlich = sein. 

Beispiel. — Betrachtet man insbesondere das ^ortnaMntegral dS 
(an Stelle von TT), so sind bekanntlich [vgl. pg. 268] die Differen- 
zen A^*^ sämmtlich = 0. Demgemäss ergiebt sich aus (18.) und 
mit Rücksicht auf (19.) der Satz: 

Fs sei f{z) eine auf SR reguläre Function q^^ Ordnung. Ver- 
steht man alsdann unter (a^ ... /3,), («g . . . ß^), . . . {ug . . . ßg) irgend 
welche simultane Bahnen der q Niveaupunkte von f(z), und setzt man 
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voraus, dass diese Bahnen allerdings die Ciirvcn a^, nicht aber die 
Curven 6« überschreiten y so gilt die Formel: 

(20.) 2V....(Ä) - sT...K)j = log ;-f^^| - log jgj --j- 

Dahei repräsentiren A und B die Werthe von f(z) in den Nireau- 
Punktsystemen a,^ cl^, , . . aq und ß^, ß^, . . , ß,j. 

§3. 

Ueber die Vertatusohnng der Argumente mid Parameter in den 

elementaren Integralen dritter Gattung. 

Wir betrachten irgend zwei elementare Integrale dritter Gat- 
tung; die wir zur Abkürzung mit O und O' bezeichnen: 

(1.) « = n.,.,(;sr) und cD' = n',.,,' (;^). 

Sind 1^ und i^' die ünstetigkeitslinien von <t> und O', femer @ und 
@' die Bereiche dieser Linien, und setzt man 

so sind und O' auf der Fläche @ eindeutig und stetig. Folglich 
ist [nach (4.) pg. 196]: 
(2.) / cDd«' = 0. 

Diese Formel kann man auch so schreiben: 

oder, weil <t>d<t>' = d(<t><t>') — <t>'d<i> ist, auch so: 

oder, falls man die beiden letzten Integrale nach Maassgabe der Be- 
trachtungen («.), (/3.) p. 298 umgestaltet, auch so: 

(5.) / Od^' + ^^'l/ «'d0 -/ ,*rf*') =0. 

Nach (f.) pg. 270, oder wenigstens analog zur dortigen Formel, 
ist aber: 

Desgleichen wird offenbar: 
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80 dass also die Formel (5.) die Gestalt erhält: 
(6.) / cDrfcD' -2;r. l«'(0 - *'(a,)| + 2;rtf«(0 - 0(e/)] = 0. 

Dividirt man diese Formel durch 2;ri, und beachtet man den Satz 
(y.) pg. 249, 80 folgt: 

x = l 

wo die A<*), B^*^ und A'^""^, B'^*"^ die constanten Differenzen der Func- 
tionen und 0' in den Curven a^, K bezeichnen. 

EinfacJier gestaltet sich die Formel (7.), wenn man für und 
0' zwei iViTnwaZ-Integrale dritter Gattung nimmt; denn alsdann sind 
die A^'^^ und A'^""^ NnlL Man gelangt so zu folgendem Satze: 

Bildet man das Normal-Integral dritter Gattung TS successive für 
ein Punktpaar £^, ^2 ^'*^^ /^'^* i^g^^ ^«w anderes Punktpaar f/, f/, 
so tmrd für diese Functionen 

(8.) ®^*i».(^) wwd ©•*.'*,' (^) 

jederzeit folgende Belation stattfinden: 

Man iann diese Formel auch so sdtreiben: 

(10.) fim,,.^ {e) = /rf«5„'.,' (e), 

vorausgesetzt, dass man die Integrationscu^ve links auf die Fläefie 9la6i}; 
und diejenige rechts auf die Flüche SR«/,,/ einschränkt. Dabei sollen 
unter rj und tf die UnstetigkeiisUnien a^s^ und a^'sj der beiden Func- 
tionen (8.) verstanden sein. 



Zwölftes Oapitel. 
Einfahrang der Thetaftmctionen. 

§ 1. 

Die von einem einzigen Argument abhängende Thetafnnotion. 

Bekanntlich ist die ins Unendliche fortlaufende Reihe: 

1 + 26^ + 2c** + 2c'* + 2e'«* + 2e'" + . . . 
oder: 

bestandig convergent, falls 6 eine reelle Grosse von negativem Werthe 
ist. Versteht man unter 6 keine reelle, sondern eine beliebig ge- 
gebene imaginäre Grösse von der Form {q + *<^)? so g^l^ genau 
dasselbe^ falls nur q negativ ist. 

Genau dasselbe gilt aber auch dann noch; wenn man als Ex- 
ponenten nicht fi^b, sondern einen Ausdruck von der Form n^b + wc 
nimmt; wo c irgend welchen reellen oder imaginären Werth be- 
sitzen darf. Bildet man nämlich die Reihe: 

11 = 4-00 , 
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80 wird dieselbe — völlig gleichgültig, welches der Werth von c 
ist — jederzeit convergent sein, sobald nur der reeUe Theil von 6 
wiederum einen negativen Werth hat. 

Wir gelangen demnach, wenn wir uns unter b irgend welche 
Gonstante denken, und wenn wir an Stelle von c irgend welche 
variable Grösse 2(a; + iy) o^^^r 2z nehmen, zu folgendem 

Satz. — Die unendliche Beihe 

»=4-« , o • 

besitzt, falls der reelle Theil der Constanten b negativ ist, und so lange 

Ken mann, Abericho Integrale. 2. Aafl. 20 
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die Variable z nicht unendlich gross tvird, jederzeit einen völlig be- 
stimmten, endlichen Werth, 

Dieser Werth Icann als eine Function angesehen tccrden, weldie 
von der Variablen z abhängt, und welcJic ausserdem mit einem can- 
stanten Parameter b beJmftet ist; er mag, um solelies anzudeuten, in 

Zukunft mit 
(2.) » (£, h) 

bezeichnet werden. 

Wir wollen nun gegenwärtig diese Function %^ {z, b) näher unter- 
suchen, und mehrere wichtige Eigenschaften derselben zu Tage 
treten lassen. 

Da sich in unserer Formel 

(3.) ^{^: 6) =^^^0^''"+^'^ 



■■ X 



die Summation über alle ganzen Zahlen n von — cx) bis + oo hin- 
erstreckt, so können wir offenbar — ohne dadurch in der Formel 
irgend welche Veränderungen hervorzubringen — das darin enthal- 
tene n mit ( — n) vertauschen, die Function ^{z, b) also auch so dar- 
stellen: ^ , 
(4.) »{e,b) = ^ ,bn^-^zn 

H = — 00 

Andererseits erhalten wir nun aber, wenn wir den Werth der Func- 
tion für ein anderes Argument, nämlich für das Argument ( — z) 
haben wollen, zufolge (3.) die Formel: 

(5.) ^(~^, b) J^^^^n'-^zn. 

und nunmehr erkennen wir aus (4.) und (5.), dass die Werthe von 
d-^z, b) und von d( — z, b) unter einander identisch sind. Wir selten 
demnach — und solches würde als erste Eigenschaft unserer Func- 
(6.) ti^m d" hervorzuheben sein — , dass der Werth von ^(0,b) ungeändert 
bleibt, wenn man z mit ( — z) vertauscht. 

Ferner überzeugt man sich leicht davon, dass die Function 
-ö" {z, b) in ihrem Werthe ungeändert bleibt, sobald man das Argu- 
ment z um ein beliebiges Vielfaches von ni vermehrt. Betrachtet 
man nämlich in der als Definition dieser Function angegebenen un- 
endlichen Reihe (3.) irgend ein einzelnes Glied 

so wird dieses, falls man z um ein Vielfaches von ici, z. B. um 
fni zunehmen lässt, übergehen in: 
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hn^ -]- 2 (z-]-p 71%) n 
also übergehen in: 



^ ; 



/ hn^+2zn\/vn.2ni\ 

Nun ist aber e =1, mithin auch er ' =1. Wir sehen dem- 
nach; dass das betrachtete Glied unserer Reihe bei der Vermehrung 
von um pTci völlig ungeändert geblieben ist Gleiches wird natür- 
lich auch von jedwedem andern Gliede der Reihe, Gleiches also auch 
von der Reihe selber gelten. Versteht nmn also unter p irgend ivelche 
gange Zofil, so mrd — und dies würde als eiveite Eigenschaft 
unserer Function anzuführen sein — jederzeit 

(7.) -Ö- (^ + pjci, b) = » {z, b) 

sein. Die Function d (z, b) ist demnacti eine periodisdie, und der Index 
ihrer Periode gleich jti. Denkt man sich die Werthe des variablen 
Argumentes z oder {x -|- iy) durch die Punkte der Horizontalebene 
dargestellt; und denkt man sich sodann diese Ebene durch Linien, 
welche der a;- Achse parallel laufen, und im Abstände jr auf ein- 
ander folgen, in lauter einzelne Flächenstreifen zerlegt, so werden 
sich die Werthe, welche d^ (Zj b) innerhalb eines solchen Flächen- 
streifens besitzt, von Neuem, und in genau derselben Vertheilung, in 
jedem andern Streifen wiederholen. 

Wir wollen nun ferner untersuchen, in welcher Weise der Werth 
von d'(z,b) sich ändert, wenn man das Argument z nicht um ein 
Vielfaches von Jti, sondern um ein Vielfaches der gegebenen Con- 
stanten 6 vermehrt. Da sich die als Definition von ^ (^, b) ange- 
gebene Reihe (3.) von n = — cx> bis n = -|- oo hinerstreckt, so 
wird ihr Werth, falls man n mit n -^- 1, oder mit n + 2, oder mit 
n -^- 3, u. s. w. vertauscht, offenbar völlig ungeändert bleiben. Es 
wird daher z. B. völlig gleichgültig sein, ob wir als Definition der 
Function d' {z, b) jene ursprüngliche Reihe 

(8.) ^(^,6)=^V^' + 2^^ 

nehmen, oder ob wir statt dieser als Definition jener Function die 

aufstellen. Die letztere Reihe lässt sich auch so darstellen: 

n = — ac 

20* 
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oder auch so: 
(9.) »{Z, h) = /+*'' ."^ V«'+2(.' + ««. 



Nun ergiebt sich aber andererseits , falls man in (8.) an Stelle des 
orsprünglichen Argumentes z das Argument (e -{- b) einsetzt, för 
den Werth, welchen die Function ^ für dieses neue Ai^ment an- 
nimmt , folgender Ausdruck: 

(10.) a(i? + 6, 6) ="3"'ß^-*+2(-'+«^)-. 

Und nunmehr ei^ebt sich durch Vergleichung von (9.) und (10.) 
sofort, dass 

(H.) a (^ + 6, 6) = e"^^'^^'^ . a (xr, &) 

ist. Die Formel lässt sich leicht yerallgemeinem. Da nämlich ß 
eine ganz beliebige Variable ist, so können wir für I3 beliebige, und 
nach einander yerschiedene Werthe nehmen. Setzen wir für z der 
Reihe nach die Werthe: 

e, e '{'by z -\' 26, . . • ^ + (? — 1) 6, 

wo q eine beliebige ganze Zahl sein soll, so erhalten wir aus unserer 
Formel (11.) der Reihe nach folgende Gleichungen: 

'%{z + b,b) =e""^^"''^^^ --^(^,6), 

^(^ + 26, 6) = e'-(^^+^^) 'i&{z + b, 6), 

^{z-\- 36, 6) = e"(^*+^^) ^»{z-\- 26, 6), 

»{z + qb, 6) = e-<(2«-^)^+2^> . ^ (^ + (g - 1) j, j); 
und sodann durch Multiplication all dieser q Gleichungen: 

»{z + qb, 6) = ^-(«^+2«^) . ^ (^^ j)^ 

Hier ist 

s=l + 3 + 5 + ... + (2a-l), 
also 

* 2 ^ • 

Somit können wir als dritte Eigenschaft unserer Function d' Fol- 
gendes hinstellen: Versteht man unter q irgend u)el€he ganze 2kihl, so 
unrd jederzeit 

(12.) »{z + qb, b) = e-<5**+2«*) . » (z, b) 

sein. 
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Zufolge der vorhin gefundenen zweiten Eigenschaft bleibt der 
Werth der Function d ungeändert, wenn man das in ihr enthaltene 
Argument um ein Vielfaches von jri, z. B. um pjti vermehrt. Dem- 
nach wird die linke Seite der zuletzt erhaltenen Formel in ihrem 
Werthe keinerlei Aenderung erleiden ^ wenn man das daselbst vor- 
handene Argument {e -{- qb) mit dem Argument {e -{- qb -{- pni) 
vertauscht Thut man solches, so verwandelt sich jene Formel in: 

(13.) ^(z + pjti + qb, b) = e-(^'^+22^) . ^(^^ 6). 

Und diese Formel kann als der gleichzeitige Ausdruck der zweiten und 
dritten Eigenschaft angeselien werden. Setzt man nämlich 2 = 0, so 
repräsentirt sie die zweite, und setzt tnan p = 0, so repräsentirt sie 
die dritte Eigenschaß. 

Wir wollen schliesslich noch untersuchen, für welche Werthe 
von z die Function ^(z, b) verschwindet. Die Reihe (3.): 

(14.) ^(^,6)=3"c^^* + 2^»», 
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durch welche wir die Function definirt haben, wird in ihrem Werthe 
völlig ungeändert bleiben, wenn wir darin n mit ( — n), oder auch, 
wenn wir darin n mit ( — n — v) vertauschen, vorausgesetzt, dass 
wir unter v irgend welche ganze Zahl verstehen. Somit können wir 
statt (14.) auch schreiben: 

(15.) »{^, b) =3'"c»(«4-')'-2^(n+»'), 

oder, wie sich durch Addition von (14.) und (15.) ergiebt, auch 
schreiben: 
(16.) ^(^, b) = i^2^ j^&n« + 2^n ^ ^6(n+irr-2^(n+0 j 



n= — « 



(«•) 



Da nun e = — 1 ist, so wird ein Aggregat von der Form 

A , B 

e -f- e 

jederzeit Null sein, sobald die Exponenten A und B um i;r, oder 
auch um ein ungerades Vielfaches von in von einander verschieden 
sind. Demnach wird das in (16.) unter dem Summenzeichen stehende 
Aggregat Null sein, sobald die darin auftretenden Exponenten 

6n* + 2zn, und 

b{n + vY — 2j8i (n + v) 

um ein ungerades Vielfaches von Tci diflferiren. Findet solches nicht 



m 
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nur statt für ein bedtimmtes n, sondern für jeden heUMgai Werth 
der Zahl n, so werden sämmÜiche Glieder der Reihe (16.) Null wer- 
den, jene Reihe selber also ebenfalls. D. h. bestimmt man die Variable 
z der Arty dass die beiden Aiisdrüclie (a.) für jedeti beliebigen WerÜi 
der ZM n um ein ungerades Vielfadtes von xi verschieden sind, so 
wird für diesen Werth der Variablen die Function ^{Zyb) verschwin- 
den. Die DiflFerenz der beiden Ausdrucke (c.) ist gleich 

22(2n + v) - b{2nv + v^), 

d. L gleich: 

{2z — vb) (2n + v). 

Macht man daher, was den gesuchten Werth der Variablen z 
anbelangt, folgenden Ansatz: 

^ ^ «> + v h 

Z 7i * 



SO verwandelt sich jene Differenz in: 

sie wird demnach ein ungerades Vielfaches von %i werden, sobald 
man die ganzen Zahlen ft und v der Art wählt, dass das Product 

ft (2n + t;) 

ungerade ausföUi Solches aber kann offenbar nur dadurch erreicht 
werden, dass man für ft eine ungerade Zahl, und gleichzeitig für v 
ebenfalls eine ungerade Zahl nimmt. Thut man aber dies, so wird 
die in Rede stehende Differenz (y.) in der That — und zwar gleich- 
gültig, welchen Werth die darin enthaltene Zahl w auch immer be- 
sitzen mag — jederzeit ein ungerades Vielfaches von ari werden. 
Wir gelangen demnach zu folgendem Ergebniss: Sind ft und v irgend 
welche ungerade ganze Zahlen, so wird die Function 9^ (z, b) für 
das Argument 

u,ni + v6 

SS i- !- 

2 

jederzeit verschwinden. Oder, was dasselbe ist: Verstellt man unter 
p und q zu)ei völlig belidnge ganze Zahlen^ so wird d- (z, b) jederzeit 
Null werden 9 sobald man 

(17.) ^=(p + ~)^i+(Q+ l)h 

setzt. 

Denken wir uns die Werthe der Variablen z oder {x + iy) 
nach der Ga«ss*schen Methode dargestellt durch die Punkte der Hori- 
zontalebene, so lassen sich die den Formeln 
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(A.) z = imi + qb 

uud 

entsprechenden Punkte leicW construireu. 

Es sei h derjenige Punkt, durch welchen die gegebene Constante 
6 dargestellt wird, ferner in derjenige, durch welchen die Constante 
in repräsentirt wird, und endlich der Anfangspunkt*). Man con- 
struire nun ein Parallelogramm, dessen Ecken durch die vier Punkte 

0, 6, in, h + in 

dargestellt sind; und zerlege die ganze unendliche ;s^-Ebene in lauter 
einander congruente Parallelogramme, der Art, dass eines derselben 
mit dem soeben construirten identisch ist. Die Punkte (A.) sind als- 
dann die Eckpunkte, und die Punkte (ft.) die Miüclxnmkte dieser Paral- 
lelogramme. Die Function ^ (js,b) tvird also [nach (17.)J verschwin- 
den in den Mittelpunkten der Parallelogramme. 

Bezeichnen wir, wie das mit Rücksicht auf unsere späteren 
Untersuchungen zweckmässig erscheint, die in %• vorkommende 
Variable nicht mit z, sondern mit U, so können wir die Ergebnisse, 
zu welchen wir hier gelangt sind, etwa in folgender Weise zu- 
sammenfassen: 

Theorem. — Die unendliche Reihe 

(18.) "^%6n« + 2f^n 
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besitzt, falls der reelle TJieil der Constanten b negativ ist, und so lange, 
als die Variable U nicht unendlich gross unrd, jederzeit einen völlig 
bestimmten, endlichen Werth, 

Bezeidinet man diesen Werth mit -ö* (Z/, 6), setzt man also 

(19.) ^(Z7,6)=^*e^^'+2^»», 

11 = — 00 

so gelten jederzeit folgende Formeln: 

»(-U,b)=»{U,^b), 

(20.) d' (U + mni + nb, b) = g-(«'^+2nf>0 ^ ^^j^ ^^^ 

^ ((m + i) ni + (n + ^) b, b) = 0, 

wo unter m wnd n beliebige, positive oder negative, ganze Zahlen zu 
verstehen sind, 

*) Der Punkt h wird, beiläufig bemerkt, weil der reelle Theil der Con- 
stanten h negativ ist, jederzeit links von der f/-Ach8e liegen ; wilhrend der Punkt 
in auf der y- Achse liegt. 
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§2. 
Die von beliebig vielen Argumenten abhängende Thetafonotion. 
Unter 

^11; ^12> ^13> • • • ^^py 

^22; ^23; • • • ^Pf 
Ojj3, . • . 03p, 



bpp 
mögen gegebene Constante, ferner unter 

^l> ^29 ^3f • • • ^P 

beliebige Variable j und endlich unter 

Wj, Wg, W3, . . . Ilp 

irgend welche ganise Zahlen verstanden werden. Wir bilden nun die 
Exponentialgrösse *) 

und unterwerfen dieselbe in Gedanken einer p-fadien Summatian] 
die erste Summation soll sich auf alle nur möglichen Werthe der 
ganzen Zahl n^ beziehen, sich also von n^ = — 00 bis n^ = + ^^ 
hin erstrecken, die zweite soll in gleicher Weise von 14 = — cx) bis 
^2= + ^^ ^' 8. w., endlich die letzte von Wp = — cx) bis np= + cx) 
hinerstreckt sein. Die hierdurch entstehende p-fach unendlicfic Reihe 
mag kurzweg mit 

bezeichnet werden, wo also das vorgesetzte Sigma jenejp aufeinander 
folgenden Summationen andeuten soll. — Man gelangt nun, was 
die Convergenz dieser ^^ fach unendlichen Reihe anbelangt, zu folgendem 
Satz. — Die p-fach unendliche Reihe 

besitzt, falls der reelle Theil des Ausdruckes 



*) Ausführlicher geschrieben würde der Exponent von e folgendermassen 
lauten : 

+ (^1^1 + ft:.sW» • . • + b^j,n^)n^ + 2 U^n^ 

+ • 

+ (2>pi»»i + b^^n^ . . . + bj^n^) n^ + 2 ü^n^ . 
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^1^1* + 26i2W,Wa • • • + ?WV 
für sämmtliche Werthsystenie der ganzen ZaJden w, , ng, . . . Wp negativ 
ist*), und falls keine der Variablen 

unendlich gross tvird, jederzeit einen völlig bestimmten, endlichen 

Werih. 

Dieser Werth kann als eine mit den Constanten b behaftete, und 

van den Variablen U abhängende Function angeseJieti werden, und 

soU demgemäss mit 
(2.) »{U„U„...U,) 

bezeidmet tverden. 

Wir wollen nun — ähnlich wie früher bei der von einem einzigefi 
Argumente abhängenden Thetafunction — gegenwärtig die Eigen- 
schaften dieser von mehreren Argumenten abhängenden Function in 
Untersuchung ziehen; der grösseren Bequemlichkeit halber wollen 
wir uns dabei aber vorläufig auf den Fall beschränken^ dass die 
Anzahl jener Argumente 3 ist, also auf den Fall; dass p = 3 ist. 

Wir haben es alsdann mit folgender Function zu thun: 

(3.) »(U,, U„ Ü3) = Ji'e^+'^^'**' + ^«"'+^'"'\ 

WO unter f oder fin^, n^, n^) der Ausdruck 
(4.) f = /"(»i , n^ , W3) = 6^1 w/ + 26ijni n^ + 2bi^n^ n^ 

+ &22^* + 2^23 ^2 ^3 

zu verstehen ist. Da sich in der Formel (3.) die Summation für 



*) Der reelle Theil des Ausdrucks 

fei, Ml« + 26ijn,tij + • • • + &^V 

ist, falls man die reellen Theile der Constanten b^, h^^ ... b der Reihe 
nach mit ^u, 9,2, ... 9 bezeichnet, folgender: 

911^1* + 29iaWiti, + . . . + 9^^V* 
Soll nun dieses Aggregat für jedes beliebige Werthsystem der Zahlen n, , 
w^, ' . ' n negativ sein, so müssen die Grössen Qm Qm ' - - Qpp^ ^^^ ^^^^ ^^' 
läufig bemerkt werden mag, der Art beschaffen sein, dass die Wurzeln £ der 
Gleichung p^^^ Grades 

9ii— 5 9ia • • • 9ip 

Qu Qii—i ' ' ' Qip 



fpl yp2 ' ' • rpp 



Qtw 5 



= 



sämmtlich negaJkiv sind. 
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jede der ganzen Zahlen n,, n^, n^ von — oo bis + ^^ hinerstreckt, 
so werden wir, ohne dadurch in jener Formel irgend welche Ver- 
änderung hervorzubringen, die Zahlen Mj, n^, 7i^ mit — w,, — n^, 
— Wg vertauschen, die von den Argumenten f/j, C/g, U-^ abhängende 
Function d" also auch so darstellen können: 

WO das im Exponenten enthaltene /" mit dem in der Formel (3.) vor- 
handenen f völlig identisch ist. Andererseits ergiebt sich, wenn 
wir die Function ^ nicht für die bisher betrachteten Argumente 
f/i, U2, f/3, sondern für die Argumente — Ui, — U^, — C/3 haben 
wollen, zufolge (3.) die Formel: 

Und nunnidir erkennen mr durch Vergleichung von (5.) und (6.) so- 
fort, d(iss 
(7.) »(-U„- U„ - U,) ^»(U„ U„ ü,) 

ist, dms also der Werth unserer Function ungeändert bleibt, wenn man 
gleichzeitig sämmtliche Argumente in ihr Gegentheil umscMagen lässt. 
Dies würde als erste Eigenschaft unserer Function Jiervorssuheben sein. 

Ferner ist, weil e =1 ist, zu bemerken, dass die Expo- 
nentialgrösse 

ungeändert bleibt, sobald man die Variablen ü^, U^^ U^ um irgend 
welche Vielfachen von iti vermehrt; und dass demnach Gleiches auch 
von der Function 

gelten muss. Somit ergiebt sich — was als zweite Eigenschaft 
unserer Function anzuführen sein vmrde '—, dass, falls A, B, f irgend 
welcJie ganze Zahlen vorstellen, jederzeit 

(8.) »{U, + /KTti, U, + Bjti, U, + rjct) = »(U„ l\, U,) 

sein wird. Die Function ^{U^, U2, C/3) ist also für jedes der Argu- 
mente Ui, U2, 1/3 eine periodische, und der Index für jede dieser drei 
Perioden gleich ni. 

Da sich die Summation in der Formel 

was die Zahl n^ anbelangt, von Wj = — cx> bis n^ = + cx) hiner- 
streckt, so wird man, ohne dadurch in dieser Formel irgend welche 
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Veränderung hervorzurufen, n^ mit n^ + 1, oder mit n^ + 2, oder 
«1 + 3 u. s. w. vertauschen können. Setzt man n^ + 1 an Stelle 
von «1, so gewinnt jene Formel dadurch folgendes Aussehen: 

(10.) j^ru u if\ = ^ / ('h + 1 ) ^'2 , »'.) +'^^\+^{ ^1 wi + U^n^+ U^ fh) ^ 
Das erste im Exponenten von c auftretende Glied 

hat, wie sich aus (4.) ergiebt, folgende Bedeutung; 

fi^i + 1; ^2, W3) = fXn^, Wo, n^) + 2(?>,in, + h^^n^ + b^^n^) + fen. 

Substituirt man diesen Werth in die Formel (10.), so ergiebt 
sich, falls mau die von den Zahlen Wj, iig, n^ unabhängigen Fac- 
toren vor das Summenzeichen treten lässt: 

(11.) ^{U„U,,U,) = 

Diese Formel repräsentirt, ebenso wie die ursprüngliche Formel (9.), 
denjenigen Werth, welchen die Function d' für die Argumente ?7|, 
t/j, üjj annimmt; sie ist demnach nur als eine gewisse Umgestal- 
tung jener ursprünglichen Formel anzusehen. 

Wir wollen nun andererseits denjenigen Werth aufstellen, wel- 
chen die Function d^ für gewisse andere Argumente, nämlich für die 
Argumente f/i + &n, f^s + ^ui? ^^ + ^31 annimmt. Dieser Werth 
wird zufolge (9.) dargestellt durch die Formel: 

(12.) »{U, + &H, U, + 6„, V\ + 63.) = 

Und nunmehr ergiebt sich durch Vergloichung von (11.) und (12.) 
augenblicklich die erste Formel des nachfolgenden Systems: 

(13.) »{U, + b,„ U, + b,„ U, + K) = c^*" + ^ ^'^ ^ ( f^. , U„ U,) , 
■ »iU, + h„ U, + b,„ U, + b,,) = c'-^"+^^''K»(U„U„U,). 

Die beiden andern Formeln dieses Systems werden sich offenbar in 
ganz analoger Weise ableiten lassen. 

Es ist übrigens nicht schwierig, eine viel allgemeinere Formel 
zu finden, nämlich eine Formel, welche die des soeben aufgestell- 
ten Systems als ganz specielle Fälle in sich fasst. Wir gehen zu 
diesem Zweck wieder von Formel (\K) aus, und setzen in dieser 
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M, + «> ♦'i + /^> **3 + y ^^^ Stelle von n^, m^? **3; wo a, /J, y ganz 
beliebig gewühlte; positive oder negative ganze ZcMen vorstellen 
Hollen. Dadurch ergiebt sich 

Zur Abkürzung luug nun gesetzt werden: 

!/*(«, /3y y) = 9, 
und t'ornor 

( Hl») I ft,i « + 6ai/5 + ''i3 y = 9«> 

Multiplicirt nuui diese drei letzten Cvleichungen der Reihe nach mit 
(t, fi, ;•, so ergiebt sich, wie sogleich bemerkt werden mag: 

fci, «* + 2^, «^ + . • + 6« y* = Vi « + Vi/^ + 93^1 
d. i« mit Küoksioht auf die in (15.) eingeführte Bezeichnung: 

07.) 9 = Ti « + Ti /* + 9s y- 

Nunmohr la^^st sich der in unserer Formel (14.) enthaltene Ex* 
|H>nout von e auch so darstellen: 

+ i?^r,H, + l\n, + />,) + 2^L\a + UJ + U,y). 

v>ubstituirt mau diesen Werth in {\AX imd lasst man zugleich die 
von dou Zahlen h^ « n^ , n^ unabhängigen Factoren vor das Summen- 
teichen treten, so erhalt man: 

Nun ist nach ^^V"^ und mit Kücksicht auf die in 0^) eingeföhrte 
Abkür»\ing 

^^^^^;el^ wir tbher den Werth r.nser^r Fxiiiction 4^ nicht för die 

Vc>il1^^ l^trai-'hieten Anr\^,ment^* T.. Tj. Tj* «indem fSr die Ai^- 

jaecte T. -*- C; * ^ V "^ ^t- ^ .< "^ ^> haKau a> eriudten wir fidgende 
ForaK^l: 

^i<^, ^ r. -^ c,, r, -h ^^^ r, ^ c^^ - 
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Und nunmehr ergiebt sich durch Division von (18.) und (19.): 

eine Fomidy in welcher f/j, U^, U^ völlig beliebige Argumente vor- 
stellen, in weldier ferner a, ß, y irgend welche ganze Zahlen sind, und 
in welcher endlich tp^, tp^, qpg, qp die aus diesen Zahlen und aus den 
gegebenen Constanten b zusammengesetzten Ausdrücke (16.) und (17.) 
darstellen. 

Man erkennt sofort, dass diese Formel die früher in (13.) auf- 
gestellten Gleichungen als ganz specielle Fälle in sich enthält, dass 
nämlich jene drei Gleichungen aus dieser Formel (20.) sich ergeben, 
sobald man in derselben für die Zahlen a, ß, y der Reihe nach 
zuerst das Werthsystem 1, 0, 0, dann das Werthsystem 0, 1, 0, 
endlich das Werthsystem 0, 0, 1 nimmt. 

Es handelt sich nun darum, dieser allgemeinen Formel (20.) 
ein etwas einfacheres Aussehen zu geben, als es bisher der Fall ist. 
Zu diesem Zwecke bezeichnen wir die neuen Argumente U^ + 9>i, 
^2 "f" 9^2 7 f^3 + 98 ^i* ^i> ^27 ^8; setzen also [vgl. (16.)]: 

(W,=^U, + q>,= U,+b,,a + b,,ß + b^y, 
(21.) W^ =U^ + q,^=U^ + b,^a + 622/3 + 623 y, 

I F3 = f/a + 9)3 = C/3 + &31 « + 632/J + b^y. 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit a, ß, y, und addirt, so 
ergiebt sich: 

also mit Rücksicht auf (17.): 

W,a + W,ß + W,Y = {U,a + U,ß + U,r) + 9, 
d. i. 
(22.) -9 = {U,a + U,ß + U,y) - (TT,« + W,ß + F,y). 

Mit Rücksicht auf die in (21.) eingeführten Bezeichnungen und mit 
Rücksicht auf den soeben in (22.) für — q> gefundenen Werth ver- 
wandelt sich nunmehr unsere allgemeine Formel (20.) in folgende: 

(23.) »{U,,U,, U,) —^ 

Sind also — so können wir uns gegenwärtig ausdrücken — die 
Argumente W^, W^, W^ mit den Argumenten U^, U^y U^ durch Glei- 
chungen von folgender Form verbunden 
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(24.) W, = U, + h,, a + lK,ß + h,,y, 

\ W^ = l\ + 631« + feg^/J + 633^, 

WO a, ßy y heliehige positive oder tiegative ganze Zaiden vorstellen, 
so wird zwisclien '^•(Tri, W^y W^) ufid siviscJien ^{üi, ü^^ O3) jeder- 
zeit die in (23.) angegebene Belation stattfinden. Wir bezeichnen die 
in diesem Satze enthaltene Eigenthümlictikeit der Function ^ als die 
dritte Eigenschaft dieser Function, 

Eine ähnliche Relation lässt sich übrigens auch dann leicht auf- 
stellen, wenn wir an Stelle der Argumente W^, W^, W^ gewisse 
aridere Argumente F, , V^, F, nehmen, welche mit den ursprüng- 
lichen Argumenten IJ^, f/g, U^ nicht durch die Gleichungen (24.), 
sondern durch die Gleichungen: 

iV,= l\+K. ni + b,,a -f b,,ß + \,Yy 
(25.) V, = l\ + B.7ti + b,,a + b,,ß + b^Y, 

^ ^3 = C^3 + f . 3ri -f 631« -f- 632/3 + b^Y 

verbunden sind, wo A, B, f, ebenso wie a, ß, y beliebige positive 
oder negative ganze Zahlen vorstellen sollen. In diesem Falle wer- 
den Fj — Ajri, V2 — Bjtiy F3 — VTti zu t/j, U^, U^ in genau der- 
selben Beziehung stehen, in welcher zuvor TF^, W^, W^ zu [/,, 
U2, f/3 standen. Demnach wird zufolge (23.): 

sein. Zufolge (8.) ist aber, weil A, B, f ganze Zahlen sind, 
^(F^ __ A;r/, F, - B;ri, F3 - rxi) = »{V,, V,, F3); 

femer sind, weil a, ß, y ebenfalls ganze Zahlen vorstellen, die Ex- 
ponentialgrössen 

fiiccni Bßni fvart 

c , e ^ , e 

jederzeit = + 1; folglich: 

Aawt — kani B^ni — B(Swt Vyni — Tyni 

e ' e • e ^^^ c , c "~"^ c . 



Demnach können wir die Formel (26.) auch so schreiben: 



(27.) l 



^(F,,F„F3) [(V, + U, + Ani)a + {V,+ U, + Bni)ß + (V,+U,+ rn)iYl 



e 



Somit ergiebt sich also folgender Satz: 

Sind die Argumente F^, V^, F, mit den Argumenten ?7,, Pg, D3 
du7'ch Gleichungen von folgender Form verbunden: 



Einfuhrung der ThetÄfunctionen. 319 

V^=U^ + (Bjri + «6,2 + ßhi + VK)^ 
^3 = CTj + (Vni + «»13 + /J623 + 7K), 

wo f<,B, Vy Uy ß,y beliebige ganze Zcüilen vorstellen, so wird ztcisclwn 
den Werthen von 0'(F,, F^, F3) U7id ^{U^f U^, U^) jederzeit die in 
(27.) angegebene Relation stattfinden. 

Offenbar können wir sämmtliche Ergebnisse, zu welchen wir 
hier gelangt sind, sofort auf den Fall übertragen, dass die betrach- 
tete '^'-Function nicht von drei, sondern von beliebig vielen Argumen- 
ten abhängig ist. Wir kommen alsdann zu folgendem 

Theorem. — Die durch die Formel 

definirte Function ^{lj\, U^^ , . Up) bleibt in ihrem Werthe ungeündert, 
sobald man sämmtliche Argumente [/,, U^, . . . Up in ihr Gegentheil 
umschlagen lässt; es ist nämlich jederzeit 

(A.) ^(- l\, - L^„ . . . - Up) = ^{U„ U,, . . . Up). 

JBetrachtet man femer zwei Systeme von Argumenten U^ U^, ... Up, 
und F,, Fg, ... Vp, welche mit einander verbunden sind durch Glei- 
chungen von folgender Form: 

^1 = Ui + (m^ni + nj6,i + n^b^^ + . . . + M;,6^,), 
/ß X V^= U^ + (m^Tci + Wi6,2 + Wjj'^22 + • • • + npbpi), 

Fp = Up+ {nipni + nibip + n^b^p + . . . + npbpp), 

wo die m, n beliebige positive oder negative ganze Zahlen vorstellen; so 
wird zivischen den Wertlien, welche die Function %• für das eine und 
für das andere System annimmt, jederzeit folgende Belation stattfinden: 

Dabei ist die Summation im Exponenten hinerstreckt zu denken über 
x= 1,2, ...|). 

Wir wollen der Vollständigkeit willen schliesslich* noch die- 
jenigen Werthe der Argumente C/^, f/g, . . . t/p zu ermitteln suchen, 
für welche die Function %• Null wird. Zufolge der Definition ist 

(1.) »{u„ u„ . . . üp) = J" /("""»• -V, 

WO Fifii, ng, ... np) zur Abkürzung steht für folgenden Ausdruck: 
(2.) F{n^j n.y, . ..np) = UHh^^n^nx -f 2£U^ny, 
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in welchem die Summationeu über x = 1, 2, . . .p und über il = 1, 
2, . , ,p hinerstreckt zu denken sind. 

Die in (1.) angegebene Formel erleidet, wie bereits mehrfach 
bemerkt; keinerlei Aenderung, falls man die darin enthaltenen Zah- 
len ttj, Mv, . . . fip mit — (Wj + 1/,), — («2 + Vi)y ... — (ftp + Vp) 
vertauscht, vorausgesetzt, dass man unter i/,, v^, . . . Vp irgend welche 
beliebig gewählte ganze Zahlen versteht Demnach können wir an 
Stelle von (1.) auch schreiben: 

(3.) ^(r„ r„ . . . Up) = ^ e^^"'^^'»' -"«-'*. •••-%- V, 

oder, wie sich durch Addition von (1.) und (3.) ergiebt, auch schreiben 

(4.) ^(PuP.,... rp^ = 

4 S 

Ein Aggregat von der Form v + ^ verschwindet, sobald die Ex- 
ponenten Ä und B um ein ungerades Vielfaches von xi verschie- 
den sind. Demnach icini die Functitm ^(f,, f i, • . . f"^) rersdncin- 
den, $i)bakl die Differenz 

/mV sämmtliehe Werihs^feme der Zahlen n immer gleich einem mw- 
geradeti Vidfacheti ivn ari *^. Nun ist mit Rucksicht auf (2.) 

Fl»,, . . .) = 2:2:b^n,ni + 22:r,w, 

-2Zr,m-2J^r,i,; 

somit ergiebt sieh für jene Differenz A folgender Werth: 

(a) A = 2-rm(— 2 1\ + -Tft^ir,) + -rZ6^ v,Fi - 2zr,F,. 

Wir machen nun, was die hier gesuchten Werthe der Argumente 
U anbelangt, folgenden Ansatz: 

(7.^ 2r. =.tt,.ar»-{- 2: vi6^, 

d. i. 

{ItL) - Im = f»x . xi -f ri6u + vJ.^ -(-... -f v^6^, 

wo j«,. tf^/. . . iip beliebige ganze Zahlen vorstellen sollen. Alsdann 
verwandelt sich der tur A gefundene Werth in: 

<,S.) A = — 22:m . tt,3r *• + 2:2.6,, y. r. - -T^a^ari + -Tr^M *'., 

d. L in 

(9.' A-= — 23r4 2:»,tt, — ar« -^fix^», 

oder in: 
(10.) A = - :ri (22:««u, + ^la^r,). 
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Hieraus aber ergiebt sich, dass die Differenz A — ^ mögen nun 
die Zahlen n beschaffen sein, wie sie wollen — jederzeit ein unge- 
rades Vielfaches von jti sein wird, sobald nur 

eine ungerade Zahl ist. Unsere Function ^ {Ui, C/g, ... Up) wird 
daher, falls man für die Argumente U die in (7.) angegebenen 
Werthe nimmt, jederzeit verschwinden, sobald die in jenen Werthen 
enthaltenen Zahlen /t, v der Bedingung 

UfiftVx = ungerade 

Genüge leisten. Wir gelangen demnach zu folgendem 

Theorem. — Versteht man unter f^i, /ttj, . . . /itp und v^, v^, . . . Vp 
irgend welche positive oder negative ganze Zahlen, welche der Bedingung 

(^') /*iVi + fi2V2 + • • • + /*P^p = ungerade 

Genüge leisten , so wird durch die Formeln 

(E.) ^2 = i(f*2 • ^i + ^1^2 + ^2*22 + • • . + Vpbpi)^ 

^P = ^(f*P • ^* + ^1*1P + ^2^2P + • • • + Vpfefip) , 

jederzeit ein WertJisystem der Argumente f/,, U^, , . , Up dargestellt 
sein, für welches die Function ^{V^y C/«, . . . U^ verschwindet. 
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Anwendung der Thetaftinctionen auf die Theorie 

der Abel'schen Integrale. 

§ 1. 

Ueber eine von den Normal-Integralen erster Gattung abhängende 

Thetafnnction. 

Nimmt man für die im vorhergehenden Capitel eingeffihrten 
Constanten b^, 1^2, . > »bpp diejenigen constanten Differenzen haxj mit 
denen die Normal-Integrale erster Gattung Wa(e) in den Curven 6» 
(x = 1, 2, . . .|)) behaftet sind, so ist der reelle Theil des Ausdrucks 

(1.) fe,j V + ^b^^n^n^ . . . + fcppV 

stets negativ [Satz (IL) pg. 247]. Demgemäss wird die mit diesen 
Constanten bax behaftete Thetareihe: 

(2.) ^{l\, U.,... Up) = 

canvergent sein, so lange die Argumente C/j, ^"2, . . . Up endlich blei- 
ben [Satz pg. 312]. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, folgende von sf abhängende 
Function 
(3.) F{z)=>» (w, (g) - G„ w,(«) - 6„ . . . wp(i») - G,) 

einer nahem Untersuchung zu unterwerfen. Dabei soll die rechte Seite 
in (3.) denjenigen Ausdruck repräsentiren, in welchen ^(Ui, U^y...U^ 
sich verwandelt, sobald man daselbst V^y U^y . . . Up respective mit 

^iW — G^i? ^i(jÖ — ^«> • • • ^p(^) — (^p vertauscht; und zwar sollen 
öj, G2, . . .Gp beliebig gegd>ene Constanten sein. 

Lässt man den Punkt e innerhalb der Fläche 9la6 [also ohne 
die Curven ax, &x zu überschreiten] in beliebiger Weise sich fort- 
bewegen, so werden hierbei die Functionen w,(jer), Wg(jBf), ... Wp{d) 
in stetiger Weise sich ändern, mithin z. B. auch fortdauernd endUA 
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bleiben. In jedem Augenblick der in Rede stehenden Bewegung be- 
sitzt daher die in (3.) angegebene Thetareihe einen convergenteu, 
d. i. einen bestimmten endliclien Werth. Und dieser Werth wird 
sich, während jener Bewegung, Schritt für Schritt in stetiger Weise 
ändern. Die mit den Constanten (?,, ög, , . . Gp behaftete Function 

(4.) F{ss) = ^{w,{z) - G„ w,{z) — G„... w,(e) - Gp) 

ist also innerhalb der Fläche 9ia6 allenthalben eindeutig und stetig. 
Um die Werthe dieser Function am Rande von 9ia6 zu unter- 
suchen, betrachten wir zuvörderst irgend eine der Curven a^, Og, 
. * .Opy etwa die Curve a«. Es mögen 

Fil) = » (w.(A) - ö„ w,(A) -G„ ... w,(A) - G,), 

und F{if) = » (wi(p) - G„ w,(c») - ö„ . . . vM - <^p) 

diejenigen Werthe vorstellen, welche F(s) in zwei auf dem linken 
und rechten Ufer von a» einander gegenfiberliegenden Punkten A 
und Q besitzt. Alsdann ist bekanntlich [vgl. (19.) pg. 246]: 

( K(A) - GJ = [w,(p) - GJ + m,«i, 
[wg(A) — Gi\ = [w^C?) — ög] + mgjrj, 



(5.) 



längs a«: 



. [wp(A) - Gp\ = [wp(9) — Gp] -f mpjci, 

wo m^, mg; . . . mp ganze Zahlen vorstellen, die bis auf m«, sämmt- 
lich = sind, während m^ = 1 ist. Zufolge des Theorems pg. 319 
ist daher der Quotient der beiden Ausdrücke (5.) gleich Eins. Also 

(6.) längs ax: j^ = 1- 

Bezeichnet man femer irgend eine der Curven 6^, ft^, . . . fep mit 
6x; und denkt man sich die beiden Ausdrücke (5.) auf diese Curve 
6x bezogen, so ist [vgl. (19.) pg. 246J: 

f KW - 6?,] = [w,{q) - G,] + 6,x, 
[w,(A) - G,] = [w,(p) - G,] + 62X, 



längs bx! 



^ [wp(A) - 6^J = [wp(()) - Gp] + 6,x. 

Znfolge des Theorems pg. 319 hat daher der Quotient der beiden 
Ausdrucke (5.) den Werth: 

(7.) längs 6.: ^ »'«-«-««-^«l+f'^^)-^«]). 

Demgemäss kann der Satz (4.) folgendermassen vervollständigt 

werden: 

21* 
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Satz. — Die mit den feiHkürlichen Constanten G^y G^j G> 

hehaflete Function 

(8.) Fiz) = ^(w, {z) - (?„ w,(^) -(?,,... wp(^) - öp) 

ist auf der Fläche W. abgesehen von den Cwrven a,, fe,, eindeutig 
und stetig y in jenen Curven aber mit folgenden Quotienten behaftet: 

,.- F(l) . 

längs a^: yr- = 1, 

(9.) 

faii^^ bxi J7T-. = e * '^ ' ' . 

Dieser letzte Quotient ist, urie man sieht, längs bx inconstant. 

Znsatz. — Demgeniäss kann also F{z) bezeichnet werden als eine 
auf diai, reguläre Function, wtldie daselbst keine Pole — wohl 
(10.) aber Nullpunkte hat. Denkt man sich die letztem in UnUer elemen- 
tare Nullpunkte aufgelöst, so wird die Anzahl dieser elementaren Null- 
punkte [wie sogleich bewiesen werden soll] stets ^= p sein. 

Beweis des Zusatzes. — Nach (a.) pg. 248 ist 

J dwo{l) =f dwaifi) = bax, 

(iu) 

J dWa{l) = r rfWa(p) = — a^x, 



K -"K 



also insbesondere für 6 ^^ x: 
(B.) f dwx(A) =f rfwx(p) = — Oxx, d. L = — Ät. 

X X 

Dies vorausgeschickt, bezeichnen wir jetzt die ihrer Anzahl und 
Lage nach noch völlig unbekannten Nullpunkte der Function F(z) 
mit CiyC^, - . .Cä, und die zugehörigen Ordnungszahlen der Function 
selber mit [i^, (i^, . . . /tj. Dann ist nach bekanntem Satz [pg. 105]: 

f*i + /*2 + • • • f*.j = äi; L ^^^S ^W^ 

oder, weil bei einer positiven^mlaufung von 9ia6 sämmÜuhe Ufer- 
linien der Strome a,, b», und zwar die linken Ufer stromo&M^fis, 
die rechten stromaufwärts zu durchwandern sind: 

X — 1 w^ Og 

oder, mit Rücksicht auf (9.): 

/*. + ft> . • • + f** = 2^ Ü'fO - / rf[w«(A) + W.(p)]l , 

x=i l 6« f 
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also nach (B.): 

f*i + f2 • • • + /*cJ = 2^ (2an + 20^2 + ... + 2app), 

also, weil öh = «22 = • • • = ^w» "^ ^* ^st: 
(11.) (^i + N"' + N=P' Q.e.d. 

§2. 

FortsetBiing. Die Nullpunkte der betrachteten Thetafnnction. 

Es soll jetzt namentlich die Lage dieser unbekannten Nullpunkte 
€if(^,...cs näher zu bestimmen versucht werden. Bezeichnet man 
die Bereiche von c^, Cg, . , , Cd respective mit Uj, Ug, . . . U^, und das 
nach Absonderung dieser Bereiche noch übrig bleibende Stück der 
Fläche ata6 mit ©: 

© = JR,, _ (U, + II2 . . . + Ua), 
so sind nicht nur w^, w^, . . . Wp und F, sondern auch ^ auf © ein- 
deutig und stetig. Somit folgt [Satz (4.) pg. 196]: 

oder, was dasselbe ist: 

oder, weil der Rand von © theils aus dem Bande von 9tafr; theils 
aus den Bändern von U^, Uj, . . . Ud besteht: 

(13.) / Wadlog F— ^ f Wadlog F = 0, wo (y== l,2,...i). 

In genau derselben Weise wie bei früherer Gelegenheit [vgl. 
(a.), (/).) pg. 286] findet man aber: 

J Wad log F = 27Ci . flxWa(Cx) ] 

80 dass also die Formel (13.) folgende Gestalt erhält: 

(14.) f*iWa(Ci) + /X2Wa(C2)... + ftdWa(Cd) = 2— . r WadlogF, 

WO 6 s= 1, 2; 3; ... p. 

Ueberdies ist zufolge (11.): 

(14a.) f*i + f*2 + • • • + N =1?; 

so dass also durch die Nullpunkte c^, Cj, . . . c«^ im Ganzen p de- 
mentare Nullpunkte dargestellt sind. Bezeichnet man aber diese p 
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elementaren Nullpunkte (ihrer Lage nach) mit i^j, 1^2? •••• Vpy ®^ 
gewinnt die Formel (14.) folgende Gestalt: 

(15.) Wo(rii) + wa(^,) + yfaiVp) = 2^7/91 (w^ ^ ^^S F) = "^^f 

(J = 1, 2, 3, . . . j), 

wo Ja als Abbreviatur dienen soll für das rechts stehende Integral. 

Um den Werth dieses Integrales Ja zu entwickeln, mögen 

einige Hülfsformeln vorangeschickt werden. Bekanntlich ist [vgl. (9.)] : 

längs a«: Wo(A) — w„((>) = a„x, j^. = 1, 

längst«: w„(A)-w„(p) = 6<,«, F^ _ ^8 (/, - w,(l) - w,(f ) ^ 

Hieraus folgt: 

längs ax : d log F(q) = d log F(;i), 

längs bn : d log F(q) = d log F(A) + 2d Wx , 

wo dwx für c?Wx(A), oder, was dasselbe ist, für dwx((>) steht*). 
Bezeichnet man ferner die vier Eckpunkte an der Enotenstelle 
(«x; ix) mit ccx, ßx, yxy Sx, so ergiebt sich sofort: 

bx 

t 



(«.) 



(ß) 






ft 



^K 



a, 



(y-) 



(«•) 



■F(«x) 

/• F(v ) 

/,^dlogF(A) = logj^g. 

Die Werthe der Logarithmen rechter Hand 
sind näher angebbar mittelst der Formeln 
(«.). Man erhält in solcher Weise: 

/ d log F(k) = Mx27ci + 2Gx- wx(ßx) — wx(ax), 

"x 

/. d log F(X) = Nx 2m, 

^x 

wo Jifxy ^x unbekannte ganze Zahlen vorstellen. Endlich ist nach 
(B.; pg. 324: 

/ dwx = — a, 



— JCt. 



*) Es unterscheiden sich nämlich die Werte Wy(X) und w^{q)^ welche 
Wy(z) zu beiden Ufern des Stromes 6^ besitzt, von einander nur durch eine 
Constante; so dass also dw^{l) «» dw^{ff) ist; vgl. z, B. (I.) pg. 234. 
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Dies Yorangeschickt, handelt es sich jetzt um die Berechnung 
des in (15.) auftretenden^ Integrals: 



^-"äii^^^^-^^^g^- 



Da bei einer positiven Umlaufung von 9ia6 sämmtliche Uferlinien 
der Ströme au, b und zwar die Unken stromabwärts, die rechten 
stromaufwärts zu durchwandern sind, so kann dieses Integral so 
geschrieben werden: 



^ — f 



S^ (w, (A) d log Fix) - w«, (p) d log F{(f)) 



+ L (wa(A) d log Fix) - w„(9) d log FiQ)) 



Hieraus folgt^ falls man F(q) mittelst der Formeln (/).) eliminirt: 






/„[Wa(A)-Wa((>)]dl0g2^(A) 



+/. ([w.W - w,(p)] d log Fix) - [2 w„(p)] rfw,) 



oder, falls man in der letzten Zeile das [2wa((>)] durch 

[w,(A) + w„(9)] - [w„(i) - w„(p)] 
ersetzt, und überdies die Formeln (a.) berücksichtigt: 

x=pl X. öax d log -F(^) 

^''* ^ +/t (6ax[dlogF(A) + rfw.]-[w,(^) + w,((^)]dw.) 



also mit Rücksicht auf (y.) und (d.): 

x=pf ^«''^ [-^« 23ri + 2Gx — Wx(/Jx) — Wx(ax)] 
^" ^äl^x-S + ba. [N, 2jti - jti\ - /. [w, (A) + w, (q)] d w, h 



oder, weil die aax, uiit Ausnahme von aaaj sämmtlich = 0^ dieses 
-Gaa aber =3 ^r» ist: 



Ja 
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Äi [Ma 2;ri + 2Ga — Mßa) — Wo(«a)] 

+ 57^^' [iV, 2;r e - ;r i] - / [w„{k) + w^(p)] dwx) 



oder, falls man besser ordnet: 
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X 






oder, falls man den hier in der eckigen Klammer enthaltenen Aus- 
druck kurzweg [und zwar nach Biemann's Vorgang] mit Ko be> 
zeichnet: 

Ja = Ga Ko+ IMc 2r I + ^ ^* f>»a] . 

Substituirt man schliesslich diesen Werth tou Ja in die Formeln 
(15.); so gelangt man zu folgendem Satz: 
Satz. — Die Fufiction 

(16.) F(£) = ^(w/^)-G,, w,(r)-ö„.,. w,(ß)-G,) 

hesüzt auf 91 im Ganzen p elementare yulipunlie fiiyfii, i^p. Diese 

XullpHnkte sind ihrer Lage naeh unbekannt. Jedoch weiss man^ dass 
gwischen ihnen und den gegebenen Constanten G^, G^, . , ,Gp die Beta- 
ticnen stattfinden: 

(17.) WoJ^l^i) + W<,(iy2) . . . + Wa(iy^) = Ga — Ka+ ^MaXl + ^ N^b^j ^ 

(y=l,2,...i>, 
iro Ka die Bedeutung hat: 

icahrend die My X unbekannte ganze Zahlen vorstellen. 

Die Normalintegrale erster Gattung Wj(r). w^i/), . . . Wp(£) 

sind fräher in bestimmter Weise festgesetzt worden, abgesehen Ton 

noch unbestimmten additiven Constanten [vgl. (20.) pg. 246]. Setzt 

man also: 
(A.) Wa(j?J = r« -(- ©«(r), <y == 1,2, .. .|), 

so darf man die c}„(z) als völlig fixirte Functionen ansehen, falls 
man nur gleichzeitig die Va als icillkürliche Constanten auffasst 

Die gegenwärtigen Untersuchungen können nun durch eine 
zweckmässige Wahl dieser r„ einigermassen vereinfacht werden. 
Substituirt man nämlich in der Formel (18.) für Wa(if) und w»(j?) 
die Werthe: 

Wo(j?) = r^ + 0>a(i'), 
(B.) W,(£) = Tx + Olx(^), 

rfWx(jEr) = rfo>x(f), 
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und aimmt man dabei Rücksicht auf die Formel (ß.) pg. 326, so 
erhält man: 

+ L 2 + j; 1 2- + J,^ — 2;^< — '^'»"jj ' 

wo der in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck als eine jenen 
fixirten Functionen co zugehörige Gonstante zu bezeichnen ist. Man 
(20.) kann somit die in (19.) enthaltene willkürliche Constante Va der 
Art toählen, dass Ka verschwindet. 

Solches ausgeführt gedacht, reduciren sich die Formeln (17.) auf: 

(21.) W^(iyi) + Wa(l?2) + . . . + Wa(iyp) = (?<, + [Ma^i + 2 ^^ ^xaj ; 

80 dass also der vorhergehende Satz die einfachere Gestalt gewinnt: 
Ein&cliere Form des Satzes. — Die Function 

(22.) F{z) = ^ (w, {z) - G, , w, (z) - G„ . . . w^{z) - G^) 

besitzt auf der Fläche SR im Ganzen p elementare Nullpunkte: i^,, r^^, 
. . .rip. Diese Nullpunkte sind ihrer Lage nacti unbekannt. Jedoch 
weiss many dass zwischen ihnen und den gegebenen Constanten G^, G^, 
. . ,Gp die Relationen stattfinden : 

(23.) Wa(l?0 + Wa (1^2) • • • + Wa(^/,) = Ga + [Ma TCi + ^ N^bxnJ , 

6= l,2,...p, 

wo die Mj N unbekannte ganze Zahlen vorstellen. 

Dabei ist vorausgesetzt, über die in Wj(^r), yf^i^), . . . Wp(j?) 
enthaltenen additiven Constanten sei in ganz bestimmter Weise ver- 
fügt worden, nämlich in solcher Weise, dass die Riemann' sehen K's 
verschwinden; vgl. (20.), 

§ 3. 
Abgekürzte Bezeiohnnngsweise. 

Erste Abkürzung. — Es mag hinfort 

^(Ua) für ^U„ U„... Up) 
geschrieben werden. Nach dem Theorem pg. 319 ist alsdann z. B. 

(24.) ^(—üa)^& (Ua). 

Betrachtet man ferner zwei Systeme von Argumenten üi, U^, . . . 
Up und Fl, V^,...Vp, zwischen denen die mit irgend welchen 
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ganzen Zahlen fM^, m^, . . . fM^, M^y n^, . ,. Hp behafteten Relationen 

stattfinden: 
/25 \ ^a = Ua + (n^a »« + I^xn^bJ), ö = 1 , 2, . . .!>, 

so ist zufolge jenes Theorems pg. 319: 

(26.) H^o) = ^(r.) e" -^<'*<' ^^- + ^c. + -. »0^ 

Mit andern Worten*): Sind L\, l\y . . . Up beliebig geffebene Grässeti^ 
und n»!, m^f . . . iti^, tt}; m,, . . . itp beliebig gegebene ganze Zahlen^ so 
findet stets die Formel statt: 
(27.) ^ (ra + nia ni + Z-.n.M = ^(T.) ^^ ^-"<^(*^'o+*"a«*+-^."«*««). 
Denkt man sich endlieh die Formel (27.) snccessive f&r irgend 
zwei Grösseusysteme C^i, i j, . . . t^^ und f/; f V» - • • fV hingeschrieben, 
und die in solcher Weise sich ergebenden beiden Gleichungen durch 
einander dividirt, so erhält man die Formel: 

Dabei sind in all diesen Formeln (25.)— (28.) die Summationen 
ausgedehnt zu denken über x = 1, 2, . . . p, respective über 
tf = 1, 2, . . .|). 

Zweite Abkürsnng. — Stehen irgend zwei Grösseusysteme 
l*j, ü^? • • • f> ^^^ ^\j ^tj • • • ^p ^^ solcher Beziehung zu ein- 
ander, dass 

F, = Tj + Wj ni + iii6,i + n^ft^^ . . . + ti^fcpi, 

(29 ) ^2 = C'ä + »*- 3ri + w^ft^j + »,6^ . . . + n^bj^y 

Vp = Tp + PHp ni + Wi feip + Mi6»p . . . + ^pbyp 
ist, wo die m, n ganze Zahlen sind, so sollen V^y F^, . . . F^ jm 
Ui, U^, . . , Up congruent genannt urerdeti. Und diese Congruenz 
soll angedeutet werden durch die Formel: 

(30.) VoZ Vor ö = l,2,...p. 

§4. 
Beiläufige S&tse. 
Aendert man die in der Function (22.): 

F(^)=^(w^(^)-Ga) 

enthaltenen Constanten G^, G^, . . . 6rp, so werden ihre p (unbekann- 
ten) Nullpunkte fluVtf-'Vp ^™ Allgemeinen ebenfalls irgend welche 

*) Die neue Formel (27.) ergiebt sieh nämlich ans (2^.) und (26.) durch 
Elimination der F's. 
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Verschiebungen erfahren. Doch giebt es gewisse Abänderungen jener 
Constanten ^ welche keine solche Verschiebungen veranlassen. So 
z. B. gilt folgender Satz: 

Satz. — Sind irgend zwei Constantensysteme G^jG^,...Gp und 
6f/, (t,', . . . Gp unter einander in der Besfiehung 

(31.) Ga^GJ, ö = l,2,.,.p, 

80 findet maischen den mgehörigen Functionen 

(32.) F{z) = ^{j^a{z)-Ga) und F(z) == » iwa{z) -^ Ga') 

die Begiehung statt: 
(33.) r{z) = F{z)E{z), 

WO E(jef) eine auf 9la6 eindeutige, stetige und nichtverschunndende 
FuncHon bezeichnet, Demgemäss sind also die Nullpunkte der beiden 
Functionen F(js) und F'iß) unter einander identisch. 

Beweis. — Die vorausgesetzte Congmenz (31.) drückt sich ans 
mittelst der Formeln: 

(?; - (7^ - {M^ ni + Z^ N^h^^\ a = 1, 2, . . . p, 

wo die My N irgend welche anbekannte ganze Zahlen vorstellen. Hieraus 
aber folgt, falls man mit ( — 1) multiplicirt, und auf beiden Seiten w^(j?) 
zuaddirt: 

[w„(z) - <?;] = [w„(r) - G„-\ + {M„ ni + Z^ N^h,„\ « = l, 2, . . . p. 
Znfolge des Satzes (25.), (26.) ist daher: 

* i'^ofi ~ ^J) = e- ^o N„ [2 w„ (r) -G„- G„- + M„ nx\ 

die Sammation im Exponenten hinerstreckt gedacht über o ^ 1, 2, . . . j7. 
Der hier auf der rechten Seite stehende Ausdruck besitzt also die Form: 

^ITo + TT, w, {z) + A; w,(.0 . . . + ÄpW^(.') ^ 

wo die £''s Constanten sind, und reprä«entirt also [Satz pg. 273] eine auf 
9lt^ eindeutige f stetige und ntchtverschwindende Function. Bezeichnet man 
dieselbe mit E{z), so erhält man also: 

* (w (*) - (?;) = » (w„{i) - ö„). E(z). 

Hiermit aber ist der Satz (33.) bewiesen. 

EÜB zweiter Satz, der mit dem vorigen wenigstens äusserlich 
eine gewisse Aehnlichkeit besitzt, und ebenfalls sehr leicht zu be- 
weisen ist, lautet folgendermassen: 

Versteht man unter 2G^, 2G^, . . . 26?, und 2G/, 2(?/, . . . 20p 
zwei unter einander congruente Constantensysteme: 

(34.) 2Ga = 2Ga + {Ma7ti + Nibu + N%bta^..+Npbpa)j tf=l,2,... 

so repräsenUrt der Ausdruck 
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eine auf SR reguläre Function 2p*®' Ordnung. 

Bezeichnet man die elementaren Nullpunkte der Functionen 

^ (Wa(^) - Ga) und ^ {^a{z) — Ga) 

(36.) respective mit ^i, i?2; • • * ^p ^^ ^i^ V29 • • • Vp) ^^ ^^^ ^^ Ordnungs- 
zahl von ^{z) in ri^, ^2? • • • Vp ^^ Werth 2, femer in iy/, ij/, •» .tlp 
den Werth — 2, und in allere übrigen Punkten der Fläclve SR den 
Werth Imhen. Sollte zufälliger Weise einer der Funkte VvVi -- 'Vp 
mit einem der Punkte r^^, %', • • • ^p' zusammenfallen y so wird die 
Ordnungszahl von O {z) in einem solclien Punkt =2 — 2, rf. t. = sein. 

Beweis. — Dass die Function O (z), (36.), anf der Fläche M^ regal&r, 
und daselbst mit den genannten Ordnungszahlen behaftet ist, übersieht 
man sofort; [vgl. die Sätze (8.) und (22.), sowie auch den frfiheren Sats 
anf pg. 273]. Zu beweisen bleibt daher nnr noch, dass sie auch auf der 
unversehrten Fläche di regulär ist. und zu diesem Behuf muss gezeigt 
werden, dass ihre Werthquotienten in den Schnitten a, b sämmtlich «s 1 Bind. 

Sind nun X und q zwei zu beiden Ufern des Schnittes a^ einander 
gegenüberliegende Punkte, so ergiebt sich aus (36.), mittelst des Satzes (8): 

(«.) längs a,: || = G^x«»)' - e^^x»* = 1. 

Desgleichen ergiebt sich, falls X und q zwei gegenüberliegende üferponkte 
des Schnittes b^ vorstellen: 

längs b,: %ß = ie^^" " ^^^ .«-^'^x + ^^,6,, . . . + JV,Ö^)' 

also, falls man für {2G^ — 2GJ) den aus (34.) folgenden Werth sub- 
stituirt: 

iß') längs K ' -^ = v« »^ ) ^e « =1. 

Diese Formeln (a.) und (ß.) zeigen, dass die in Bede stehenden Werth- 
quotienten in der That » 1 sind. — Q. e. d. 

Ein dritter Satz endlich ergiebt sich aus dem vorhergehenden 
durch Specialisirung. Macht man nämlich in (34.) die Zahlen N 
sämmtlich = 0; setzt man also 

2Go = 2Ga + MaTti, 



d. i. 



Ga'^Go + Ma"^, 6=1,2, ...p, 



2 

SO gelangt man zu folgendem Resultat: 

Sind G^j G^, . . . Gp helidng gegebene Constante, und M^, M^, 
. . . Mp beliebig gegebene ganze Zahlen, so repräsentirt der Ausdruck 
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(37.) <D (e) = 



*(w„w - [g„ + M„ 'i 



l) 



eine auf SR reguläre Function 2j9*®' Ordnung, 

Bezeichnet man die elementaren Nullpunkte der Functionen 

^(Wa(^)-Ga) und ^Uo{z)-\Ga + Ma-^'V^ 

respective mit 1^1,1^2, • . . i^p i(nd ri^ , ly/ , • • • Vp\ ^^ ^^^ ^^^ Ordnungs- 
zahl von <t>(z) in i?i, %, . . . Vp den Werth 2, femer in 1^/, %, . . . rip. 
den Werth — 2, und in allen übrigen Punkten der Fläche SR den 
Werth haben. 

Eine auf 91 reguläre Function von z ist aber [Satz pg. 122] 
nothwendiger Weise eine algebraische Function von z. Aus dem vor- 
stehenden Satze folgt daher, dass die Function (t>(z) eine algebraische 
ist In der That werden wir weiterhin diese zwischen O und z vor- 
handene algebraische Abhängigkeit, wenigstens in speciellen Fällen, 
wirklich anzugeben im Stande sein. 

§ 5- 
Das HanptresTiltat der bisherigen Untersnohnngen. 

Die Constanten G^, G^^ , . . Gp können, wie sich später [vgl. 
(23.) pg. 347] zeigen wird, der Art fixirt werden, dass die Function 

F{z) = »{w,{z) - (?„ w,{z) - G„ . . . yfp(z) — Gp) 

identisch = wird, also stets verschwindet, welche Werthe man dem 
z auch zuertheilen mag. Eine solche scheinbare Function F(z) sub- 
ordinirt sich offenbar nicht mehr den bisherigen Betrachtungen, 
namentlich z. B. auch nicht den Sätzen (8.) uod (22.). Und dem- 
gemäss haben wir diese Sätze, falls sie wirklich correct sein sollen, 
mit der nothigen Reserve auszusprechen. Wir gelangen so (unter An- 
wendung der abgekürzten Bezeichnungsweise) zu folgendem Theorem. 

Theorem. — Detikt man sich p Constanten G^, G^, , . . Gp der 
Art gewählt, dass die Function 

(A.) F{z) = HM^) - Go) 

nicht identisch «= ist, so wird dieselbe auf der gegebenen Uie- 
mann'schen Kugelfläche 91, abgeselien von den Curven bx, eindeutig 
und stetig, in jenen Curven aber mit folgenden Quotienten behaftet 

(B.) ^ *■ F(t) ^ 
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Dab^ beeeichnen X und g irgend ewei am linken und rechten Ufer c 
Ctirve h, einander gegenüherliegmde Punkte. 

Femer wird alsdann diese Function F{z) auf der Fläche 91 im 
Ganzen p elementare Nullpunkte: »ji, tj^, ...rjp besiteen. Diese Null- 
ptmkte sind ihrer Lage nach uTtbekannt. Jedocii t4)eiss man, dass «fi- 
scfien ihnen und den gegebenen Vonstanlen G^, G^, . . . Gp die Rda- 
iionen stattfinden: 
(C.) w.(,,) + w.C,i.)...+ w„(,,)-e., o_l,2,...y. 

Man weiss hingegen g. S. nicht, ob diese Nullpunkte durch die vor- 
stehenden Relationen (C.) eindeutig bestimmt sind- Moglidter Weise 
existiren also, ausser diesen Nullpunkten, noch irgend welche andere 
Punkte, die ebenfalls deti Belaiionen (C.) Genüge leisten. 

Dabei ist vorausgesetet, die In W[(s), Wj{ä), . . . yfp{s) enthal- 
tenen additiven Constanten seien in solcher Weise fixwt worden, dass die 
[in (18.) pg. 328 angegebenen] Constanten: 



(D.) 



^„ = '.C.,)+"-, tPn) _^ J (^K. _^ i_ J ' 



- dWr I 



entweder geradezu verschwinden , oder wenigstens den Formeln ent- 



(E.) 



ä'b ^. 0, 



= 1, 



Üaa voretebeude Theorem dürfte als das Hauptreaullat der Artikel 
17—23 der berahmten Riemaon' Beben Abhandlung »u bezeichnen eein. Die 
genannten Artikel 17— S2 (Gea. Werke pg. 120— 127) bieten dem VeratÄnd- 
nisa keine erhebliche Schwierigkeit dar. Aledann aber findet beim Ueber- 
gan^ zn den folgenden Artikeln 23, Sl etc. ein plätilicher Sprung Btatt; 
wie Jeder bemerkt haben wird, der dem Stadium der Riemann 'scheu Ab' 
hundtiing mit gebührender Sorgfalt sich hingegeben hat. 

Jener plötzliche Sprung würde beaeitigt, und eine legitime nad con- 
tiniiirliche Schluuafolge hergestellt werden, falli es aar gelingen wollte, 
KU xeigen, 

dass die Nultpunkle ij, , ij,, . ■ ■ ti dtr Function F{t), durch pat- 
sende WalU der Constanten G, , O,, . . . G , in beliebig vorgcsehrit- 
bene Lagen hineiru/edrängt Verden kännen. 

Versucht man aber diesen noch fehlenden Sftte (B.) tu beweisen, so 
wird man auf mancherlei Schwierigkeiten stossen. 

So t. B. wird bei dem Bewt'iee, den ich in der eraten Aaflage dieses 
Werkes (Leipzig, bei Teubnsr 1865, pg. ISl — 186] für den Satz (S.) bq 
geben ?ersacht habe, eÜlUehweigend vorauBge setzt, daaa die Nullpunkte 
iji, 1], , . . . ij der Function F{i) bei einet Aenderung der Conatanten ö, , 
G,, . . . G sich immer nnr stelig verschieben kOnnen. SolchcB aber wirk- 
lich darznthan, dQrfte seine Schwierigkeit haben, namentlich in den Fällen, 
WD bei einer Äenderung jener L'onstanteu die Nullpunkte theilweise tnr 
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(«.) 



ÖJ.) 






(••) 



(fc) 



rt.) 



Coincidenz kommen, um sodann später, bei einer weiteren Aenderung jener 
Constanten, sich wieder von eiuander zu trennen. Und derselben Schwie- 
rigkeit begegnet man auch danu^ wenn man den Satz (S.) mittelst der- 
jenigen Methoden zu begrönden sucht, welche Biemann selber in seiner 
Abhandlung über das Verschwinden der Thetafunctionen exponirt hat 
[1866. Ges. Werke pg. 198 etc.]. 

Aber selbst hiervon abgesehen, stellen einer einwurfslosen Begründung 
des Sataes (S.) noch andere Schwierigkeiten sich entgegen. Nimmt man 
n&mlich tji^ es sei bereits bewiesen^ dass die Nullpunkte, bei einer Aen- 
derung der Constanten G^, G,, . . . 6r , nur in stetiger Weise sich ver- 
schieben*), es seien also die Nullpunkte der Function 

von denen der Function 

nur unendlich wenig verschieden, und es seien demgemftss die Nullpunkte 
der erstem Function mit rj^, rii, • • • Vpi ^^^ ^^^ ^^^ letztem mit ijj 4~^^i > 
Vi -\- ^Vif ' • ' Vp -{- *^^p bezeichnet, so ergeben sich allerdings, mittelst 
des Theorems (C), die Formeln: 

' + ^aiVp+drjp)-G^ + dG,, 
«, • . . p I 



^a (Vi + dVi) + ^„i^i + dn,"^ . 
woraus durch Snbtraction folgt: 

<F = 1,2,...|>, 

fiüls n&mlich zur Abkürzung 

dw^(z) 



dG 



a » 



dz 



-= Wa'(^) 



gesetzt wird. Da aber \wie oben hervorgehoben wurde] in Frage steht, 
ob die Nullpunkte von F{z) durch die Formeln (C.) eindeutig bestimmt 
sind, so überträgt sich dieser Zweifel offenbar auch auf die Formeln (y.), 
(S.) und (ff.). Es steht also z. B. in Frage, ob die unendlich kleinen Zu- 
wüehse dtj^, dri^, . . . dri durch die p Gleichungen {e.) eindeutig be- 
sUmmt sind. Und um diese Frage zu erledigen, würde die Determinante 



VK) ^j'(^j) • • 



w. 



^J (^i) w '(l?,) . . . w, 



p >-«/ p 

KU untersuchen sein. In der That würden jene dri^, dri^, . . . drj durch 
die p Gleichungen («.) eindeutig bestimmt sein, &lls sich nachweisen Hesse, 
daM diese Determinante stets von verschieden ist. Dies aber ist weder 



(V 



(V 



^ Auch wird solches zu beweisen in der That wohl möglich sein mittelst 
der Ton mir im sechsten Capitel dieses Werkes angegebenen neuen Methoden. 
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beweisbar, noch überhaupt richtig; denn die Determinante verschwindet 
z. B. , wenn zwei der Punkte ijj , 17, , - • • Vp ™i^ einander coincidiren. 

Hiermit dürften die Schwierigkeiten, welche einem befriedigenden 
Beweise des Satzes (S.) sich entgegenstellen, nnd aof welche, meines Wis- 
sens, bis jetzt von keinem Autor näher eingegangen ist, einigermassen an- 
gedeutet sein. 

Nach vielen vergeblichen Anstrengungen zur Ueberwindung dieser 
Schwierigkeiten habe ich mich schliesslich veranlasst gefunden, den Satz 
(S.) vorläufig ganz fallen zu lassen, und den Uebergang zu den Riemann- 
schen Artikeln 23, 24 etc. auf einem andern Wege zu versuchen. Dieser 
Weg, bei welchem der Satz (S.) nicht zu Anfang, sondern erst im weite- 
ren Verlauf der anzustellenden Betrachtungen zum Beweise gelangt*), soll 
in den folgenden Paragraphen dargelegt werden. Dabei sei noch bemerkt, 
dass eine vorläufige Mittheilung über den hier einzuschlagenden Weg von 
mir bereits erfolgt ist in den Berichten der Eönigl. Sachs. Ges. d. Wiss. 
vom 10. Decbr. 1883. 

§6. 
Betraohtnngen für den speciellen Fall j> == 3. 

Wir setzen i^ = 3, verstehen also unter 

d-^Ua) die Function »{U^,U^, ü^). 

Uebrigens werden die Resultate, zu denen wir fQr p = 3 gelangen^ 
später sofort auf den Fall eines beliebigen p Obertragbar sein. 

-Es seien irgend drei Canstanten Ay, A^, A^ gegeben, von solcher 
(1.) Beschaffenheit, dass %'{Ao), mithin auch 0^( — Aa) von Null verschie- 
den ist. 

Markirt man also auf 91 einen festen Punkt x in willkürlicher 
Weise, so wird 

im Punkte = x den von Null verschiedenen Werth ^( — A„) an- 
nehmen, mithin zur Kategorie derjenigen Functionen gehören, die 
nicht identisdh Null sind, und die also dem Theorem pg. 333 sich 
ohne Weiteres subordiniren. Zufolge dieses Theorems besitzt daher 
F(g) auf SR im Ganzen drei elementare Nullpunkte rj, ri\ rf\ die zu 
den in F(z) enthaltenen Constanten [wa(x) + ^a] in der Beziehung 
stehen: 

^o{v) + Wa(i;') + Wct(i?") = Wa(x) + Ao, 

somit ergiebt sich der Satz: 



*) Es ergiebt sich nämlich die Richtigkeit des Satzes (S.) mittelst des 
Theorems (22.), pg. 347. 
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Entsprechen drei Constanten Ä^^A^^A^ der Bedingung*) ^{A„)^:ipO^ 
oder, was dasselbe, der Bedingutig ^( — Aa)=^Of so können dieselben 
stets in folgender Weise dargestellt werden: 

(2.) Aa^^ — Wa(x) + w„(ri) + Wa(r/') + Wa(l?"), 

(y= 1,2,3, 

wo von den vier Punkten x und rj, ri', ri" der erste ad libitum zu 
\vählen ist. 

Es seien jetzt B^jB^, B^ und C^y C2, C^ beliebig gegebene Con- 
stanten. Welche Werthe dieselben auch haben mögen, stets werden 
die Ausdrücke * 

(^{Ba + Z) und ^(Ba + C„ + Z) 

durch Vergrosserung von Z beliebig gross gemacht werden können, 
wie solches aus der Natur der Function d- unmittelbar folgt. Denkt 
man sich nun dieses Z so gross gemacht, dass beide Ausdrücke 
=^=0 sind, so ist [zufolge des Satzes (2.)]: 

Ba + Z^IZWa (ff) -f Wa(l^') + Wa(l?"j — Wa(x), 

und ebenso: 

Ba + Ca + Z-^ W.(H) + W,(H') + W,(H") - Wa(K), 

wo ly, 12', 1?", X und H, H', H", K passend zu wählende Punkte vor- 
stellen. Aus den beiden letzten Formeln folgt durch Subtraction: 

[Wa(H) + Wa(H') + W. (H") -f W. (x)]\ 
~ [Wa (V) + W. (V) + Wa (vi + W. (K)] J ' . 

so dass man also, unter nachträglicher Abänderung der Buchstaben, 
zu folgendem Satz gelangt: 

Drei ganz beliebig gegebene Constanten C^, C^, C^ sind stets in 
folgender Form darstellbar: 



Ca^ 



(3.) C. 



[w.(c) + w.(c') + w,(c") + w^(c'")] 

l- [W,(d) + Wa(d') + w.(d") + w,(rf'"j] 

tf = 1,2,3, 



wo c, c\ e\ e"' und d, d', d'\ d'" passend zu wählende Punkte vor- 
stellen. 



*) Ebenso wie das Zeichen »> zur Bezeichnung der Gleichheit dient, ebenso 
soll andererseits das Zeichen =1= zur Bezeichnung der ÜngleicHheit dienen. 

Ken mann, Abersche Integrale. 2. Aufl. 22 
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§ 7. 

Fortsetzung der den speciellen Fall p = 3 betreffenden 

Betrachtungen. 

Wir wollen jetzt iDsbesondere solche Constanten A^, A^, A^ 
antersuchen, die der Bedingung 

(4.) ^{Aa) = H- Ao) = NuU 

m 

entsprechen. Dabei sind mehrere Fälle zu unterscheiden , je nach 
der Beschaffenheit der mit A^, A^, A^ behafteten Ausdrücke: 



hier sollen c, c,, C2, . . . c», . . . und y, y^, yg» • • • J'»? • • • irg^^d 
welche Punkte auf der Fläche 91 vorstellen, die auf dieser Fläche 
beliebig verschiebbar sind. 

Was zuvörderst den Ausdruck O betrifft, so wird enttoeder irgend 
ein Lagensystem der beiden Punkte c, y existiren, für welches O =4= 
ist. Oder aber es wird stets = sein, welche Lagen man jenen 
beiden Punkten auch zuertheilen mag. In solcher Weise ergeben 
sich zwei Hauptfälle, die angedeutet werden können durch die For- 
meln: 

L 0=1=0, 

IL stets = 0. 



(6.) 



Der letjste Fall kann von Neuem in zwei Fälle zerlegt werden, je 
nach der Beschaffenheit des Ausdruckes 0^. Entweder wird näm- 
lich irgend ein Lagensystem der vier Punkte c, c,, y, y, existiren, 
für welches 0^ =|= ist. Oder aber es wird 0j stets = sein, welche 
Lage man jenen vier Punkten auch zuertheilen mag. Demgemäss 
ergeben sich jetzt im Ganzen drei Fälle, die angedeutet werden kön- 
nen durch die Formeln: 

L <t>=|=0; 
(7.) IL stets = 0, <t>j=4=07 

IIL stets = 0, <t>, stets = 0. 

Der letzte dieser Fälle kann seinerseits von Neuem in zwei Fälle 



(8.) 
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zerlegt werden, je nach der Beschaflfenheit von O^; wodurch sich 
alsdann im Ganzen vier Fälle ergeben: 

T. «4=0, 

IL stets = 0, «1=1=0, 

IIL <t> stets = 0, «1 stets = 0, «^ =N 0, 

IV. <t> stets = 0, <t>i stets = 0, 0^ stets = 0. 

Zerlegt man jetzt den letzten Fall von Neuem in zwei Fälle, je 
nach der Beschaffenheit von «3, so erhält man im Ganzen fünf 
Fälle: 



I. 


0=1=0, 


II. 


<t> stets = 0, 


III. 


stets — 0, 


IV. 


<t> stets = 0, 


V. 


<t> stets — 0, 



<i>.=N0, 




<t>jj stets = 0, 


<t>3 =1= 0, 


<t>^ stets = 0, 


<t>3 stets = . 



(9.) III. stets = 0, 01 stets = 0, 

01 stets = 0, 
0, stets = 0, 

All diese Formeln (6.)f (7-)> (^Of (^0 sind nur andeiUender Natur, 
und, ohne grosse Weitläufigkeit, wohl auch schwerlich präciscr ausdrück- 
bar. Es ist eben im Gedächtniss zu behalten, dass z. B. durch „0='=o" 
angedeutet sein soll, es existire irgend ein Lagensystem der beiden Punkte 
c, y, für welches O nicht verschwindet; und dass andererseits durch 
„0 stets s= 0** angedeutet werden soll, es existire kein derartiges Lagen- 
system der Punkte c^ y, es sei vielmehr O stets «» 0, welche Lage man 
den beiden Punkten auch zuertheilen mag. Analoge Bedeutungen haben 
die Formeln „Oj -\- 0" und „Oj stets = 0" mit Bezug auf die vier Punkte 
c^Ci, y, yj. — U. s. w. ü. s. w. Im Folgenden werden übrigens statt der 
Buchstaben c, Cj , . . . y, yj , . . . zuweilen die Buchstaben xf , -p, , . . . J, fi , . . . 
gebraucht werden. 

Durch die Eintheilung (G.) sind offenbar alle überhaupt nur 
denkbaren Fälle erschöpft. Gleiches gilt von der Eintheilung (7,), 
ebenso von (8.) und von (0.). Wenn wir also z. B. die in (9.) an- 
gegebenen /Jen/' Fälle der Reihe nach discutiren, so werden wir hier- 
mit alle überhaupt möglichen Fälle erschöpfen. Dies wollen wir in 
der That thun, indem wir jene fünf Fälle der Reihe nach durch- 
mustern. 

L Fall. — Alsdann sind, nach (9.), zwei Punkte c, y angebbar, 
für welche die Formel <t> =|= 0, d. i. die Formel 

( A.) ^ (wa (c) - w« (y) - ^^) =1= 

stattfindet. Diese beiden Punkte c, y wirklich markirt gedacht, wird 
also die Function 

F(0) = d(w^(^) — wa(y) - Aa) 



00* 



34i.> Dreizehntes CapiteL 

im Punkte :: = c nicht verschtcindeny mithin zur Kategorie derjenigen 
Kuuctioueu gehören, die dem Theorem pg. 333 sich subordiniren. 
Zufolge dieses Theorems besitzt daher F{z) auf 9t im Ganzen drei 
cleiaoutare Nullpunkte. Einer derselben liegt in y; denn für jer = y 
s*lkA\i F(z) in d'{— Aa) über, und dieses %•{ — A„) ist = [zufolge 
der Voraussetzung (4.)]. 

Bezeichnet man die beiden übrigen Nullpunkte mit i] und r^'j 
HO tiuden, zufolge des citirten Theorems, die Formeln statt: 

wa(y) + yfa{n) + ^a{n) = ^n(y) + An, 
woraus folgt: 
^^A A.) ^^ ^ ^«^ W + Wct(i?'). 

IL Fall. — Alsdann ist, nach (9.), stets = <^, d. i. 
\\S.) ^(wa(£r) — w^(5) — Aa") stets = 0; 

und gleichzeitig sind alsdann, nach (9.), vier Punkte c, Cj, y, y, 
augebbar, für welche die Formel 0^ ={= 0, d. i. die Formel 

\\\\^ ^ (wa(c) + w^(cO - wa(y) — Wa(yO - ^o) =f= 

stattfindet Diese vier Punkte wirklich markirt gedacht, hat also 
die Function 

F{e) = ^(wa(£r) + w,(q) - w4y) - Wa(y,) - ^«) 

im Punkte jß? = c einen nuM verschtvindenden Werth. Sie subordi- 
nirt sich also dem Theorem pg. 333, und besitzt daher auf 91 im 
(Janzen drei elementare Nullpunkte, von denen übrigens zwei sofort 
angebbar sind, nämlich in y und y^ liegen [wie aus (B.) folgt]. 

Bezeichnet man also den dritten Nullpunkt mit 17, so werden für 
y, y^ und 97, zufolge des citirten Theorems, die Formeln stattfinden: 

Wa(y) + Wa(yx) + W^(iy) ^ — Wa(Ci) + Wa(y) + w,,(yi) + A„, 

woraus folgt: 
(HB.) Aa = Wa(ci) + yrain)' 

Erlänternng. — Wir haben soeben behauptet, dass zicei Nallpankte 
der Function F{z) unmittelbar angebbar seien, nämlich in y nnd y^ lie- 
gen. Diese Behauptung wurde hinfällig werden, falls y und y, mitein- 
ander coineidiren sollten; so dass also unsere Betrachtung der allgemeinen 
Gültigkeit zu entbehren scheint. 

Nimmt man aber an, die Prämisse (B'.) sei erfüllt für zwei mitein- 
ander coincidirende Punkte y , y^, es sei also der Ausdruck 

(«.) * (w„(c) + w„(c,) - 2 w„(y) - A„) =1= 0, 

80 wird der Ausdruck 

(f.) «■ (w^(c) + w^(c,) - w^(y) - w^(y + Jy) - A„) 
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von jenem Ausdrocke (a.) nur utienälich wenig verschieden^ mithin eben- 
falls =1= Q> Bein. Dabei ist unter (y + dy) ein beliebiger Nachbarpunkt 
von % zu verstehen. 

Ist also die Prämisse (B'.) für zwei miteinander coincidirende Punkte 
y, yj erfxUU, so werden stets zwei nicht coincidirende Punkte y, yj an- 
gebbar sein^ für welche sie ebenfalls erfiält ist. Und hieraus folgt, dass 
die vorhin angestellten Ueberlegungen ausnahmslos gültig sind. 

III. PalL — - Alsdann ist, nach (9.), 0^ stets =0, d. i. 

(C.) d (W<,(;ef) + Wa{z,) - Wait) — ^a (fi) — Äa) stcts = 0; 

und gleichzeitig sind alsdann, nach (9.), sechs Pankte c, q, c^, 
y, yj, ^2 angebbar, flir welche die Formel O, =[=0, d. i. die Formel 

stattfindet. Dabei können die drei Punkte yjyify^ als von einander 
verschieden angesehen werden [zufolge der vorhergehenden Erläu- 
terung], 

Alsdann aber hat die Function 

im Punkte jsf = c einen nicht verschmndenden Werth [wie aus (C) 
folgt]. Sie subordinirt sich also dem Theorem pg. 333, und besitzt 
daher drei elementare Nullpunkte, die übrigens sofort angebbar sind, 
nämlich in y, y^, y^ liegen [wie aus (C.) folgt]. 

Nach dem genannten Theorem finden daher die Formeln statt: 

WcrCy) + wa(yi) + wa(y,) = 

= — Wa(cJ — Wa(c,) +Wo(y) + Wa(y,) + WaCya) + ^üj 

woraus folgt: 

(C C.) Aa ~= Wa (Ci) + Yfa fe) . 

IV. Fall. — Alsdanh ist nach (9.), <t>2 s^ts =0, d. i. 
(D.) »( ^"W + ^"W + ^»W ^ stets = 0; 

und gleichzeitig werden alsdann, nach (9.), acht Punkte c, ^,^2, c^, 
y, yi, yg, y^ angebbar sein, für welche die Formel <t>3=^0, d. i. 
die Formel 

\— w„(y) — w<T (yi) — Wa (yg) — WaCyj) — ^<t/ 

stattfindet. Dabei können die vier Punkte y, yj, yg, yg stets als 
von einander verschieden angesehen werden [zufolge der Erläuterung 
auf pg. 340]. 
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Alsdann hat die Function 

im Punkte z = c einen niditverschmndenden Werth [wie aus (D'.) 
folgt]. Sie subordinirt sich also dem Theorem pg. 333, und besitzt 
daher drei elementare Nullpunkte. Dies aber steht im Widerspruch 
mit der Thatsache, dass die Function F(z) in den vier Punkten y, 
yiy y^) y^ ^^ Null wird [wie solches unmittelbar aus (D.) sich er- 
giebt]. Die Annahme dieses IV. Falles führt also zu einem Wider- 
spruch. Folglich ist der IV. Fall unmöglidi. 

Y. Fall. — Alsdann ist, nach (9.), Oj stets = 0, d. i. 

(E.) ^ / ^^ W + ^<^ M + M^^) + M^.) \ 3^ts = 0. 

\— Wa (g) — Wo (5i) — Wo (Q — Wo (Sa) — ^a/ 

Sind nun Bi, B^y B^ willkürlich gewählte Constanten, so wird man 
die acht Punkte ^, ^i, ^2> ^s; S^ 5i» Sa» Ss [zufolge des Satzes (3.)] 
stets so placiren können, dass sie, in Verbindung mit den gegebe- 
nen Constanten A^, A^, Ä^, den Formeln entsprechen: 



Ba+A, 



WaW + Wo(^i) + Waie^) + ^0(^3) ) 
— Wa(0 — Wa(gi) — Wo(fe) — W^C^s) j ' 

wodurch die Formel (E.), [vgl. (25.), (26.) pg. 330], übergeht in: 

^(jBa) stets = 0; 

was nic/U möglich ist, weil Bj, B^, B^ ganz willkürlich gewählte 
Constanten vorstellen. Der V. Fall führt also zu einem Wider- 
spruch, und ist daher unnwylidh. 

Von den fünf Fällen, die auf Grund unserer Voraussetzung (4.) : 

^ (^Aa) = 

discutirt sind, und die zusammengenommen alle überhaupt denkbaren 
Fälle erschöpfen, haben sich also die beiden letzten als unmöglich 
herausgestellt, während die drei ersten zu den Formeln (AA.), (BB.), 
(CC.) hinführten: 
(AA.) Aa F= Wa{ri) + Wa(iy')> 

(BB.) Aa ^^ Wo(Ci)-f Wo(iy), 

(CC.) Aa-'^Wa{c,)+W (C,). 

Demgemäss gelangt man zu folgendem Satz: 



Thetafunctionen, deren Argumente AbeViche Integrale sind. 343 

Entdecken drei Constanten A^,A^jA^ der Bedingung ^(J<r)=0, 
so können dieselben stets in folgender Weise dargestellt werden: 

(10.) Aa = Wa(c) + W„{c'), tf = 1, 2, 3, 

WO c und c' passend zu wählende Funkte vorstellen. 

§ 8. 
Allgemeine Sätze über die ThetafunotioneD. 

Dass die in den beiden vorhergehenden Paragraphen erhaltenen 
Resultate sofort auf den Fall eines beliebigen p übertragbar sind^ 
unterliegt keinem Zweifel. Man gelangt in solcher Weise, von (2.) 
und (10.) aus, zu folgenden Sätzen: 

Erster Satz. — Entsprechen die Constanten A^, A^y . . . Ap der 

Bedingung 

(11.) ^(^^)=|=0, 

so sind dieselben stets darstellbar in der Form: 

Aa^ — Wa(c) + Wa(Ci) + Wa^C^) . • . + "^aiCp), 

tf = 1, 2, . . .jp; 

wo von den Punkten c, q, c^, . . . Cp der erste ad libitum gewählt 
werden darf. 

Zweiter Satz. — Entsprechen die Constanten A^, A^y . , . Ap der 
Bedingung , 

(12.) ^{Aa) = 0, 

so sind dieselben stets darstellbar in der Fw-m: 

A„ =i Wö(Ci) + VfaiCi) . . . + Wa(Cp_i), 

6 = 1,2,,. .jp, 

w;o c,, Cj, . . . Cp— 1 passend zu wählende Punkte vorstellen. 

Wir gehen über zur Begründung zweier verwandter Sätze. Sind 
p Constanten A^, A2f . . . Ap beliebig gegeben, so sind nur zwei 
Fälle denkbar. Entweder nämlich wird die mit diesen Constanten 
behaftete Function 

identisch Null sein, für jedwedes z. Oder sie wird nicht identisch 
Null sein. 

Ist, um mit dem letztern Fall zu begiunen, die Function F(z) 
nicht identisch Null, so wird dieselbe dem Theorem pg. 333 sich sub- 
ordiniren, mithin im Ganzen p elementare Nullpunkte: C|, c^, . . .Cp 
besitzen, welche den Formeln entsprechen: 

(a.) Ao = Wa(Ci) + Wa(C2) . • • + Wa(Cp). 
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Ist andererseits die Function F(0) idetUisdk NuUj so wird, falls 
man unter js^ irgend welche feste Lage des Punktes s yersteht^ stets 
die Gleichung stattfinden: 

mithin auch die Gleichung: 

Hieraus aber folgt durch Anwendung des Satzes (12.): 

wo tiy (*j« ... c>-.i passend zu wahlende Punkte vorstellen. 

Diese Formeln (o.) und (ß,) fuhren respectire zu folgenden 
beiden Sätzen: 

Dritter Sati, — Sinti die Constcmin^ Jj, J^, ... Äp ton soldier 
BestkitfftrHktit^ ihiss die Funetiom 

nicht identisch Xnll isiy so simi dieseihem siets in folgende Form dar- 
siellbor: 

tf = 1, 2y .. .p, 

MX> Cy^y c^y . . . Cf, pitsstnd £n KtikUnde Pnnkie rwrsieUen^ 

Vierter Sati. — Sind die ConstiMnien A^, A^^ . . . A^ com saldier 
Bi-schiMlfenhcit^ ikiss die Function 

04.) F\^ji) = ^(w^i/i — A^) 

identisch verschtcindet^ für jedKttk^ i, so sind dieselben durch die 
Formeln i^nsilriickbar: 

^ i= Wa VCi> + ^^ ^<^^' • • - + ^^ .<>}• 

Ko einer tler lenkte c^. o^« Cp ad libitmm pemUdt werden darf; 

so dass (dso unendlich riele diesen p Formeln enl^ p r e r h et%de Rtmkt- 
sjfsteme r^« c^. ... «v tu^k^rem werden. 

Sind also z. R irgend welche feste Punkte m^^ a^^ . . . a, ge- 
geben« Ton solcher Lage^ dass die Function 

(la^ F«j^ — ^(w^i;r — [w^^^ftj^ ^ w^(«j) . . . -f w,.^^«,)]) 

idenüsdk verschtrindei. ßir jedwedes i« so wird siets ein zweites Ponkt- 
sTstem ^ . 4f « > • * A» existiren« welches zn jenem ersten a^y a^,...a, 
in der Beziehung sti^t: 

tlÖ-) W^{ßL^ — W^.CU) . . , + W.^^i^) = W^\ß^ -f W^vA) • - • + ^•(Ä)- 
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Dass dieses zweite Punktsystem so gewählt werden kann, dass es 
von dem ersten verschieden ist, unterliegt keinem Zweifel. Denn 
zufolge des letzten Satzes darf einer der Punkte ß^, ß^, . . . ßp ad 
libitum gewählt werden. 

Hieraus aber folgt [unter Anwendung des Satzes (15.) pg. 284] 
sofort, dass die Determinante 

(17.) AC«!, «2; • • • ^p) 

= ist. Setzt man also nachträglich Cj, c^, , . , Cp für a^, «g, . . . a^, 
so gelangt man zu folgendem Resultat: 

Fünfter Satz. — Sind irgend welche festen Punkte c^, c^, . . ,Cp 
gegeben, von solcher Lage, dass die Function 

F{Z) = -»"(Wa iß) — [Wa(Ci) + Wa (cj . . . + Wa(c^)]) 

identisch verschwindet, für jedwedes 0, so wird die Determinante 

(18.) A(ci,Cg,.. .Cp) 

nothwendig = sein. 

An diesen letzten Satz schliessen sich weitere Ueberlegungen 

an. Sind nämlich die festen Punkte c^, c^, . . . Cp so gewählt, dass 

die Determinante 
(A.) A(ci,C2, ...c^)=|=0 

ist, 50 kann die Function 

(B.) 'F(z) = H^„(z) - [waM + w„ (c,) . . . + yv„(cp)\) 

niemals identisch verschwinden] denn sonst müsste [zufolge des vor- 
hergehenden Satzes] A (Cj, Cg, . . . Cp) = sein, was der gegenwär- 
tigen Voraussetzung (A.) widerspricht. Die Function F(z) wird 
daher dem Theorem pg. 333 sich subordiniren, mithin p elementare 
Nullpunkte i/^, %, . - » % besitzen, welche den Formeln entsprechen: 

(C.) Wa(lli} + Wa (rii) • • • + Wa(iyp) = Wa(c,) + Wa(c^) ... + ^a(Cp). 

Und hieraus folgt sofort, dass i^i, 1/2; • • • Vp ™i^ ^i? ^9 . < .Cp iden- 
tisch sind. Denn wären diese Punktsysteme von einander verschie- 
den, so würde aus den Formeln (C), [unter Anwendung des Satzes (15.) 
pg. 284], folgen, dass A(ci, c^, - - - Cp) == sei, was der gegenwär- 
tigen Voraussetzung (A.) widerspricht. 

Alles zusammengefasst, gelangen wir daher zu folgendem ein- 
fachen und wichtigen Resultat: 

Seclister Satz. — Sind irgend welclie festen Punkte c^, Cj, . . . (^ 
gegd)en, von solcher Lage, dass 

(19.) A (c, , Cg, . . . Cp) =4= 

isty so wird die Function 
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(20.) F(Z) = ^ (W^(^) - [W.(0 + Wa{c^) . . . + Wa(Cp)]) 

niemals identisch verschwinden. Und gleichzeitig werden alsdann 
die p Nullpunkte dieser Function durch Cj, Cg, ... Cp dargestellt sein. 
Entsprechen also c^, Cg? • • • ^p ^ Voraussetzung (19.), so wird 
z, B, 'S* (— [wa(Ci) 4" ^^(cg) . . . + Wo(cp—i)]) nothwendig = sein, 
mithin 

(21.) -e« (Wa(Ci) + Wö(c,) . . . + Wa(Cp_i)) 

ebenfalls = seiw. 

§ 9. 

Fortsetzung. Aufstellxing zweier sehr allgemeiner nnd einfacher 

Theoreme. 

Bevor wir weiter gehen, sind zuvörderst die schon mehrfach 
discutirten Determinanten [vgl. pg. 253 und pg. 280]: 

Wi'(Cl) <(0 • • • w/(cp) 

Wg (Cj) Wj (Cj) ... Wg (Cp) 



(«•) 



"^ C^l; ^; • • • ^p) — 



und 



(ß-) 



^ \Plf^27 • • • ^P) 



^p (pl) ^p \p%) • • • ^p \pp) 

Wi(Ci) W,(Cg)... Wi(Cp) 
^2(^1) ^2C^) • • • ^2(^) 



^pipi) ^PV^J ' • • ^PV^PJ 

einer weiteren Untersuchung zu unterwerfen. Da Wa(^) zur Ah- 

dw (js) ^ 

kürzung steht für —^ — , so wird [vgl. («.) pg. 280] das w„(c) 

stets identisch mit w„'(c) sein, falls nur c weder einen Windungs- 
punkt von 9i, noch auch einen der in fSt hei z = 00 liegenden 
Punkte vorstellt Und demgemäss wird, so lange die p Punkte 
Ci, Cg, . . . Cp dieser Restriction unterliegen, auch die Gleichung statt- 
finden : 
(y.) A {ci, Cg, . . . Cp) = D (ci, Cg, . . . Cp). 

Hieraus aber folgt, dass der auf pg. 255 fSr 2) gefundene Satz 
ohne Weiteres auf die Determinante A übertragbar ist; wodurch 
man zu folgendem Resultat gelangt: 

Repräsentirt @ irgend einen Theil der Fläche 91, und setzt 
man voraus, dass dieser Flächentheil @ frei sei von den Polen der 
Functionen 
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femer frei sei von den Winduugspunkten der Fläche SR, sowie auch 
von den in 9i bei ^ == oo liegenden Punkten, so sind innerhalb @ 
stets p Punkte c^, Cg; • • • ^i> angebbar, für welche 

(*.) A(Ci,C2, ...Cp)=|=0 

ist. Auch wird man alsdann auf @ um die Punkte c^, Cg, . . . Cp (als 
Centra) Kreislinien von solcher Kleinheit beschreiben können, dass 
die Determinante 

bleibt, welche Bewegung man den Punkten ZiyZ2,'..0p innerhalb 
jener p Kreislinien auch zuertheilen mag. 

Denkt man sich also diese Punkte Cj, c^, ... Cp nebst ihren 
Kreislinien wirklich construirt, so gilt für alle innerhalb dieser 
Kreise liegenden Punkte ^i,^2>'*«^/> ^^® Formel (f.), und folglich, 
nach Satz (21.), auch die Formel: 

(g.) ^ (wii(^i) + ^0(02) . . . + yrai^Sp-i)) = 0. 

Die hier auftretende, von jer,, jeTj, . . . £[p_-i abhängende Function 

ist aber, so lange diese Variablen innerhalb 9ia6 bleiben, durchweg 
eindeutig und stetig. Aus ihrem Nullsein innerhalb jener Kreise 
folgt daher [mittelst des Satzes (1.) pg. 101], dass sie auf ^at cM- 
enthalben = ist, mithin auch auf 9i selber. Man gelangt somit 
zu folgendem einfachen Satz: 
Theorem. — Der Ausdruck: 

(22.) » (WaM + Wa(^2) . . . + Wa(^p_i)) 

ist stets = 0, welche Lage man den p — 1 Punkten ;efj, jefg, . . . Zp-i 
auf der Fläche SR auch zuertheilen mag. Diesem Theorem kann 
sofort folgender Zusatz beigefügt werden: 

Zusatz. — Markirt man auf 5R im Ganzen (p — 2) feste Funkte 
Ci, c^, . . . Cp^2 van ganz willkürlicher Lage, und setzt man 

(23.) Ga = — [W<,(C,) + W„(C2) . . . + Wa(Cp-2)]y 

so tvird die mit diesen Constanten G^^G^, . . .Gp behaftete Function 

Fiz) = »iWa{z)-Ga) 

identisch verschwinden, nämlich = sein, welche Lage man dem 
Punkte z auf der Fläche SR auch zuertlteilen mag. Hiermit aber 
ist die zu Anfang des fünften Paragraphs [pg. 333] ausgesprochene 
Behauptung als richtig constatiri 
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Femer gewährt das Theorem (22.) die Mittel zur Vervollstän- 
digung des früheren Theorems pg. 333; wie sogleich gezeigt 
werden soll. 

Es seien G^^G^, , . ,Gp gegebene Constanten von solcher Be- 
schaffenheit; dass die Function 

(A.) F{Z) = ^y^a^z) - Ga) 

nickt identisch verschwindet. Die Function F{z) besitzt alsdanU; 
zufolge des Theorems pg. 333, p elementare Nullpunkte ij^, ij^, 
. . . rip\ und diese genügen den Formeln: 

(■^•) G„ :^ Wa(l?i) + Wa(l2a) . . . + Wa(iyp). 

Leicht lässt sich nun zeigen, dass ausser diesen Nullpunkten 
^i; V2y''Vp ^^ weiteres die Formeln (B.) befriedigendes Punkt- 
system Hl, Hj; . . . Hp existiren kann. Denn existirte ein solches, 
fanden also die Formeln statt: 

Ga = w^HJ + w^(H,) . . . + w^Hp), 

so würde die Function F(js), falls man diese Werthe der Ga sub- 
stituirt, die Gestalt annehmen [vgl. (33.) pg. 331]: 

F(z) = E . HM^) - [M»i) + Wa(H,) . . . + Wa(Hp)]), 
wo E einen endlichen und nicht verschwindenden Factor vorstellt. 
Zufolge des Theorems (22.) müsste daher F{js) z. 6. verschwinden 
für jßf = Hj, ebenso für ;5 = Hg, u. s. f. Dies aber widerspricht der 
von uns in (A.) gemachten Voraussetzung, dass F(z) nicht identisch 
verschwinden solle. Denn zufolge dieser Voraussetzung kann F{z), 
ausser den p Nullpunkten tj^, V29 ' - -Vp9 keine weiteren Nullpunkte 
besitzen [Theorem pg. 333]. Wir gelangen somit zu folgendem 
Resultat: 

Theorem. — Sind die Constanten G^, G^, , , ,Gp von solcher Be- 
sduiffenheit, dass die Function 

(24.) F{2) = ^{Yfo{z)-Ga) 

nicht identisch verschwindet, so existirt stets ein, und immer nur ein 
einziges den Bedingungen 

Ga = Wa(l?i) + ^aiVi) '"+ Wa(^/,) 

entsprcche^ides Punktsystem ??,, rj2> * - • Vp- 

Dieses so bestimmte Punktsystem repräsentirt die p Ntdlpunkte 
der Function F{z). 

Die im achten Paragraph erhaltenen Resultate lassen sich 
mittelst der Theoreme (22.) und (24.) wesentlich erweitern und ver- 
vollständigen. So z. B. ergiebt sich der 



(26.) 
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Satz. — Entsprechen irgend welche Constanten A^j A^, . . , Ap der 
Bedingung: 

(25.) ^ {Äa) = 0, 

so sind dieselben stets in der Form darstellbar: 

Aa ^=~: Wa(C|) + Wa((^) . . . + W„(Cp_i), 

Ö =^ i y J y , , . Pf 

WO Cj, Cg, . . . Cp_i passend zu wählende Punkte repräsentiren. Und 
versteht man, umgekehrt, unter A^, A^, , , . Ap irgend welche Grössen, 
die der Darstellung (26.) ßhig sind, so werden dieselben stets der Be- 
dingung (25.) Genüge leisten. In der That ist der erste Theil dieses 
Satzes nur eine Wiederholung des zweiten Satzes pg. 343; während 
der zweite Theil direct aus dem Theorem (22.) sich ergiebt. 
Setzt man ferner 

(a.) Aa = w^(ci) + ^„{c^) . . . + W^(Cp_i), 

wo Cj, ^2, . . . Cp—i willkürlich gewälUte Punkte vorstellen, so ist nach 
dem Theorem (22.): d' {Aa) = 0, mithin: 

-9- (— Aa) ebenfalls = 0. 

Hieraus aber folgt, mittelst des Satzes (25.), (26.), dass die 
Constanten (— -4^), (— -4^), . . . ( — Ap) in die Form versetzbar sind: 

(/J.) — Aa^ Wa(dl) + Wa((^) . . . + W<,(rfp-l), 

wo dl, ^2? • • • ^p— 1 passend zu wählende Punkte vorstellen; so dass 
man also schliesslich durch Addition der Formeln («.), (ß.) zu fol- 
gendem Resultat gelangt: 

Satz. — Sind (p — 1) Punkte c^, c^, . . . Cp_i beliebig gegeben, 
so u^erden stets (j> — 1) andere Punkte d^, d^, . . . dp— i existiren, die 
ssu jenen in der Beziehung stehen: 

[WcT(Ci)+Wa(C2)... + W^(Cp«i)] + [Wa(d,) + W«,(d2)...+W^(rf^l)]=0, 

ö = if 2, , , , p. 

Es sei ferner «j, «g, . . . ccp irgend ein Niveaupunktsystem einer 
auf 9i regulären Function p^' Ordnung f(z)y und ß^ ein auf SR will- 
kürlich markirter Punkt. Alsdann werden stets (p — 1) andere 
Punkte /Sj, ß^j - * ^ ßp existiren, welche mit ß^ zusammengenommen 
ein zweites Niveaupunktsystem von f{z) repräsentiren; so dass also 
[zufolge des Theorems (A.) pg. 277] die Relationen stattfinden: 

'y[w„(^y)-W„(«;)]=0, 



(27.) 
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d« L die Relationen: 

tf = 1, 2, . . . p. 
Hieraas aber folgt mittelst des Theorems (22.) sofort: 



»(^o(ß^)'- ^w.(a,))=0. 



Beachtet man also, dass /3| tcillkurlich markirt worde, so gelangt 
man zu folgendem 

Satz. — Repräsentiren «i, a^, . . , Op irgend ein Niveaupunkt- 
System einer auf 9i regulären Function p^ Ordnung, so wird die 
Function 

(28.) F(z) = ^ (w.(^) - [w,(«.) + waia,) . . . + w.(a^)]) 

identisch verschwinden, nämlidi Kuli sein für jedwede Lage des 
Punktes z. 

In analoger Weise ergiebt sichj wie leicht zn übersehen, fQr 
die Functionen (p — 1)*®' Ordnung ein analoger Satz, nämlich fol- 
gender 

Satz. — Iie}yräsentiren «j, «^, . . . Op—i ein Niveaupunktsystem 
einer auf^ regulären Function (j) — 1)**' Ordnung, so wird die Function 

(29.) F(2, t) = » iw„(z) - wJt) - \w.,(a,) + wja,) . . . + w«(ap_,)]) 

identisch verscliwinden, nämlich Null sein für jedwede Lage der 
beiden Punkte z und t- ^ 

Desgleichen ergiebt sich für reguläre Functionen (p — 2)**^ 
Ordnung folgender 

Satz. — Repräsentiren a^, a^, ... ap-2 ein Niveaupunktsystem 
einer auf SR regtdären Function {p — 2)**' Ordnung, so wird die Function 

(30.) F{,, t, g.) = » (_ ^;^ J^^^ _^;^^^^^ "^^ I w„(a^,)]) 

identisch verscliwinden, nämlich Null sein für jedwede Lage der 
Punkte z, g und gi. 
U. 8. w. U. s. w. 

§ 10. 
Vorläufige Bemerkungen über das Jaoobi*80he Umkehxproblem. 

Auf der Fläche 9i mögen p feste Punkte Cj, Cg» • • • ^p und p 
bewegliche Punkte z^, z^, ... Zp gedacht werden. Diese letzteren 
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mögen mit den complexen Variablen U^y U^, . . . Up verbunden sein 
durch die Gleichungen: 

z 
(1.) /^W2 + /^W2 . . . + /dWg = 1/2, 



c 






/dwp + Jdyvp . . . + /dwp = ü^; 



c 

1» 



und zwar sollen in diesen Formeln je p übereinandersteliende In- 
tegrale ein und dieselbe Integrationscurve besitzen; so dass also im 
Ganzen nur p Integrationscurven sich vorfinden, die erste auf belie- 
bigem Wege gehend von c^ nach ^i, ebenso die zweite von Cg nach 
j?29 u. s. f., endlich die letzte von Cp nach jSp. Diese p Curven sind, 
was ihren Verlauf auf der gegebenen Fläche 9i betriflft, völlig unll- 
kärlich und von einander unabhängig zu denken. 

Es sollen nun, wenn c^, c^, ... Cp gegeben sind, die variablen 

(2.) ^wwife jsr^, jEfg, ... 0p als Functionen der variablen Grössen E/i, Ü2, 

. . . Up da/rgestellt werden. So lautet das JacobVsche Umkehrproblem. 

Man kann übrigens dieses Problem, seiner äusseren Form nach, 
mehrfach ändern, so z. 6. dadurch, dass man statt der Integrale 
die eindeutigen w's einführt. Für die Integrale der A**° Vertikal- 
reihe gelten, in dieser Beziehung, die Formeln: 



•a 



fdw, = w,(zH) - w,{c,) + M.^'^jti + N,m,, + N,m,, ... + Np^pi, 



\ 



(3.) fdw.^w.i^,) - w,{c,) + M/');ri + N,m,, + N,m,, ... + N,,m,,, 



'k 



'k 



ßwp=wp{z,) - wp(c^) + Mp^'^Tci + N,m,p + N,(')hp...+ Npmpp, 



'k 



wo die M^^\ N^^^ unbekannte ganze Zahlen sind, deren Werthe von 
dem Verlauf der Integrationscurve c,,..,gh abhängen. [Vgl. (Y.), 
(Yj.) pg. 293]. 
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Substituirt man nun die Ausdrücke (3.) in die Formeln (1.) 
des Jacobi'schen Problems, und bedient man sich dabei zur Ab- 
kürzung des Zeichens ^ [vgl. (30.) pg. 330j, so erhält man: 

Wi(^i) + Wi(^,) . . . + Wi(0^) _ [Wi(cJ + Wi(c2) . . . + Wi(Cp)] + CT,, 
(4.) W2(^,) + WaC^o) . . . + w^C^p) — - [W2(ci) + W2(c2)*...+ w^Ccp)] + t/^, 

Wp(^,) + Wp(2fg) . . . -f Wp(^p) lET^^ rWp(^,) + Wp(Cg) . . . + W^(C^)] + Up. 

Das Jacobe sehe Umkehrprobkm besteht also darin, die diesen Formeln 
(4.) entsprechenden Punkte ^i, -sr^,, . . . Sp zu ermitteln, falls die rechten 
Seiten der Formeln [nämlich c^, c^, . . . Cp und f/i, U2, . . . Up] ge- 
geben sind. 

Bezeichnet man daher diese gegebenen rechten Seiten kurzweg 
mit Fj, F2, ... Vpy 80 kann man das Problem einfacher so aus- 
sprechen: 

Es sollen y falls p Grössen F,, F^, ... Vp in beliebiger Weise 
gegeben sind, auf der Fläche 91 p Punkte z^, z^, ... Zp ermittelt 
werden, die den Formeln entsprechen: 

wi(^i) + Wi(^,) . . . -f w,(Zp) = F,, 

(5.) . W2(^l) + W^(Z^) ... + W2(Zp) = F2, 



Wp(^i) + Wp(^,) . . . + Wp{Zp) --= Vp. 

Dass ein diesen Anforderungen entsprechendes Punktsystem 
Zi, z^, ... Zp stets existirt; folgt unmittelbar aus dem dritten und 
vierten Satz pg. 344. Zugleich ergiebt sich dabei, dass je nach den 
augenblickliclien Werthen von F^, Fg, . . . Vp zwei Fälle zu unter- 
scheiden sind. Denken wir uns nämlich (des bequemeren Aus- 
druckes willen) die augenblicklichen Werthe der Variablen F^, Fg, 
. . . Vp fixirt, die Variablen also in ein System von Constanten ver- 
wandelt, so werden diese Constanten F,, V^, ... Vp 

etitweder von solcher Beschaffenheit sein, dass die Function 

F(z)=»{Wa(z)--- Va) 

identiscJi verschwindet, für jedwedes z. Alsdann existiren nach dem 
vierten Satz pg. 344 unendlich viele den Formeln (5.) entsprechende 
Punktsysteme z^, z^, ... Zp, der Art, dass man einen dieser Punkte 
unllkürlicfi wählen darf. 

Oder aber: Jene Constanten F^, Fg, ... Vp sind von solcher 
Beschaffenheit, dass die Function -F(^) nicJä identisch verschwindet. 
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Alsdann existirt nach dem Theorem pg. 348 nur ein einsiges den 
Formeln (5.) entsprechendes Punktsystem z^^e^^ - - - ^p- Auch wird 
dieses eine System alsdann, zufolge des genannten Theorems, nichts 
anderes sein, als das Nullpunktsystem der Function F{z). 

Dieser zweite Fall ist offenbar der im Allgemeinen stattfindende, 
und der erste nur ein Ausnahmefall. Demgemäss kann man sagen: 

Das JacohCsche Umkehrprohlem besteht im Allgemeinen in der 
(6.) Auffindung der p elementaren Nullpunkte der mit p gegebenen Con- 
stanten Fj, Fg, . . . Vp beliaftefen Function d' (wo(;8f) — F„). 
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Vierzehntes Capitel. 
Die Umkehrnng der hjperelliptischen Integrale erster ftattang. 

Will man die allgemeine Riemann'sche Theorie auf das Um- 
kehrproblem der hyperelliptischeyi Integrale anwenden, so handelt es 
sich dabei im Wesentlichen nur um die wirkliche Berechnung der 
in den betreflfenden Normalintegralcn vorhandenen additiven Con- 
stanten. Diese sind im Sinne der Ricmann'schen Theorie zu fixiren, 
also der Art zu bestimmen, dass die betreffenden ^s [vgl. den Satz 
pg. 329] verschmnden. 

Eine derartige Bestimmung der in Rede stehenden additiven 
Constanten wurde bereits im Jahre 1863 von mir ausgeführt*), 
mittelst einer Methode, die in der ersten Auflage dieses Werkes 
vou Neuem und mehr in extenso dargelegt ist. Auch in der gegen- 
wärtigen zweiten Auflage werde ich an der dort gegebenen Methode 
festhalten, dieselbe aber wesentlich vereinfachen**). 

§ 1. 

Die hyperelliptisohen Integrale erster Gattung. Die betreffenden 

Normalintegrale. 

Es sei: 

(1.) f{z) = {z- g,) {z - h,) {z - (7.) {z — /g .,.{z- ^p+i)(^ — Ap+i), 

wo die gj h beliebig gegebene complexe Constanten vorstellen, die 
jedoch alle von einander verschieden sein sollen; femer sei: 
(2.) 



s = Vflz). 

Diese letztere Function ist alsdann [Satz (13.) pg. 83] eindeutig 
ausbreitbar auf einer zweihlättrigen Riemann 'sehen Kugelfläche 91, 
die (2;) + 2) Wiudungspunkte ^,, A^, g^y h^, ... (/p+i, Ä/,4.1 und 



*) Keumann: Die Umkehrung der AheV sehen Integrale^ Halle, im Verlag 
der Bnchhandlung dea WaisenbausoR. 18ß3. 

**) Man findet die definitive Bestimmung jener additiven Conetanten in 
(40.) pg. 367. Dieselben sind dort mit l^^^ bezeichnet. 
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(P + 1) üebergangslinien gj^i, 0^^^, • . . ffp^ihp^i besitzt. Auch 
ist sie auf dieser Fläche 91 überall stetig, bis auf zwei bei «r = cx) 
liegende Pole. Sie ist also eine auf SR reguläre Function. [Vgl. die 
Definition pg. 117.J Ueberdies besitzt sie in je zwei übereinan- 
(3.) derliegenden Punkten der Fläche SR entgegengesetzte Werthe [vgl. 
pg. 80—84]. 

Bemerkling. — Sind N und N die Grundzahlen der Fläche di und 
der zugehörigen punktirten Fläche % so ist nach pg. 181 und 186: 

JV = 2p + 1 und iV^ = 2p. 

Demgemäss ist [vgl. pg. 186] Si (2p + lyfach und di selber 2p- fach 
zusammenhätigend. — Die Fläche 3i kann durch gewisse Schnitte a^, b^, 
Cjj, von denen die (dem Fall p = 3 entsprechende) Figur pg. 179 eine 
deutliche Vorstellung giebt, in eine einfach zusammenluingcnde Fläche ver- 
wandelt werden. Hinsichtlich jener Schnitte mögen die Bezeichnungen 
Ä^, Ä^, Ä^, Ä^,^ die früher festgesetzten Bedeutungen haben [vgl. die 
Bemerkung pg. 185]. 

Da nun s eine auf 9i reguläre Function vorstellt, so wird 
[Satz pg. 113] jeder Ausdruck von der Form 

(4.) 9 = Ratf. (s, 0) 

wiederum eine auf 9i reguläre Function sein. Alle Integrale von 
der Form 

(5.) J<p dz = J*Ratf. (5, 0) • dz 

sind daher -46ersche Integrale [vgl. die Definition pg. 198]. Und 
insbesondere sind die Integrale von der Form: 

(6.) ,P-^' 3 = 1,2,3,...;,, 

als Abel'sche Integrale erster Gattung zu bezeichnen [vgl. (g.) pg. 209]. 
Definirt man also Wq(z) mittelst der Formel: 



z 



Zc 



8 



(7.) w;(^)=/*-_^, [tR„,], 3=1,2,3,...;,. 



so wird diese Function Wg(z) [zufolge des Theorems pg. 217] auf 
der Fläche 91, mit Ausnahme der Curven a^y by (x = 1, 2, . . -i?), 
eindeutig und stelig, in diesen Curven aber mit constanten Differenzen 
behaftet sein. Die in solcher Weise definirten Functionen 

(8.) W,(z), W,{e),... W„iz) 

sind, wie man leicht übersieht, linear unabhängig, nämlich der Art, 
dass zwischen ihnen keine lineare Gleichung mit constanten Coeffi- 
cienten möglich ist. 

23* 
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Exutiite nämlich eine solche lineare Relation, fände also die f&r 
/ identische Gleichung statt: 

(«.) C, IT, (*) + C. IT. (r) . . . + C; W^(i) = C, 

WO die C^s irgend welche Constanten sind, so mfisste, wie hierans darch 
Differentiation nnd mit Rficksicht aof (7.) sich ergiebt, anch folgende iden- 
tische Gleichoog stattfinden: 

Hieraus aber wfirde folgen, dass C|, C^, C,, ... C sämmtlich =» sind. 
Und hierdurch würde die Formel (a.) aufhören eine Relation zwischen 
den IF*8 vorzostellen. 

Die Annahme der Existenz einer Relation (a.) fahrt also mit Noth- 
wendigkeit zu der Folgerung, dass eine solche Relation nUhi existirt 
Q. t. d. 

Da nun die Integrale erster Grattong W^{e)j W^{z)y ... Wp{g) 
von einander linear anabhängig sind^ so ist [Satz (16.) p. 245] jedwedes 
der Fläche 91 zugehörige Integral erster Gattung w{z) ausdrQckbar 
durch die Formel: 

(9.) w{z) = Z(«^ + ?<^> W^{e) + m W^{e) . . . + P^») Wp{e), 

wo die Ts constante Coefficienten vorstellen. Dieser Darstellung 
sind mithin z. B. auch die sogenannten p Narmalintegrale 

(10.) Wi(ir), Wg(4...Wp(^) 

fähig; so dass man die Formeln erhält: 

(11.) wa(£r) = i,(0) + U'^W,{z) +7a<^)Tr,(£r) . . . + VP^Wp{z), 

<y= 1, 2, 3, .. .p. 

Bekanntlich sind [vgl. den Satz (20.) pg. 246] die p Normal- 
integrale völlig bestimmt, bis auf additive Constanten. Folglicli 
X.- vsind in den Formeln (11.) die CoefBcienten lo^^\ la^^\ ... Io^p) vöüiff 
bestimmt, die l„^^^ hingegen wiWcürlich. Ferner ist bekannt, dass die 
p Normalintegrale von einander linear unabhängig sind [Satz (21.) 
pg. 247J. Hieraus folgt sofort, dass die Determinante 

V^) Z/«) . . . //^) 



(IIb.) 



L = 



y^> V^> . . . V') 



von verschieden ist 

Man kann übrigens die Formeln (11.) mit Rücksicht auf (7.) 
auch so schreiben: 



Dag ümkehrproblem der byperelliptischen Integrale. 



357 



z 



J) 



oder mit Rücksicht auf (2.) auch so: 



w„(.) = /„(o,+JZ^, tf«.], 



wo alsdann ta{^) die Bedeutung hat: 
Ja) tl^aiJs) = U') + /„<2^;si + IJ^^Z^ . . . + /„^i»^P-i. 

Aus (12.); (13.) folgt durch Differentiation nach 0: 



t.) 







W/ (iE?) = , , 

Markirt man daher auf SR irgend welche p Punkte c^, c^, - - - Cp, 
so erhält man für die zugehörige Determinante D (c^, c^, ... Cp), 
pg. 253, mit Rücksichtnahme auf (IIb.) den Werth: 

L 



•Lf ^C|, Cg, . . . Cpj — 



VfM ne,) . . . Acp) 



Ca Cb • • • Cu" 



1 Cp Cp ... Cp''^ 



und hieraus folgt, dass diese Determinante nur dann verschmndcn 
'a.)^aitn, wenn zwei der Punkte q, c^, , . . Cp mit einander zusammen- 
fallen, oder aber einer von ihnen ins Unendliche rückt. 

Was femer die aus den Wr,(c,), w„(c2)y ... Wa(Cp) zusammen- 
gesetzte Determinante A (c^, C2, • . • Cp)> Pg- 280, betrifft, so ergeben 
sich für Wo{c) verschiedene Formeln, je nachdem der betrachtete 
Punkt c von sämmtlichen Punkten gj, hj, 00 verschieden ist, oder 
aber mit einem dieser Punkte coincidirt, [vgl. pg. 280]. Im ersteren 
Fall wird: 

— "^öW 

Vf{c) 
während andererseits im letztem Fall die betreffendien Formeln fol- 
gendermassen lauten: 



"'"^'^'^'^y^' ""^'^^= vnv 






WO 



f'(z) für -j^ steht. Dabei gilt in der letzten Formel das 

Zeichen -f- oder — , j'e nachdem man von den beiden auf 9i bei 
jsr =s oo übereinander liegenden Punkten den einen oder andern in 
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Betracht zieht. — Angesichts dieser Formeln erkennt man nun 
(\fy.) leicht y dass jene Determinante A(c, , r,» . . . c^^ nur dann versthunn- 
den kann, wenn zwei der Punkte c^, c^, Cp miteinander zusam- 
menfallen. 

§2- 
Die Werthe der Normalmtegrale erster Gattung in den 

Windnngspnnkten. 

Wir schicken unsern Betrachtungen zwei leicht zu beweisende 
Hülfssätze Toraus. 

Erster Hül&satz. — Sind z und Z irgend zwei im obern und 
(17.) uniern Blatte 'der Fläctie 91 übereinanderliegende Punkte, so gelten 
für die Xorpualintegrale w^f;?), Wj(jgr), ... Wp(£) die Formeln: 

w/(^) -f wa'(Z) = 0, ö = l,2j ,, .p. 

Zweiter Hülfssatz. — Construiri man in der Fläche 9i einen 

beide Blätter durchdringenden^ dabei aber die Ströme a», bx, (x = 1, 

(18.) 2, . . ./)) vermeidenden Schnitt, und bezeichnet man die am Anfang und 

Ende dieses Schnitts übereinanderliegenden Punkte respective mit z^, Z^ 

und Z2i Z.2, so gelten die Formeln: 

^o{Zi) + Wo(Z,) =-- Waf-r^) + ^«(Zg), ö = 1, 2, . . .jp. 

Beweis des ersten Satzes. -- Aus (12.) folgt durch Differen- 
tiation nach z sofort: 

yfa{z) = [/a^»> + U^'Z + U'-^Z' ... + UP^ZP-'] -i- 

Die Function s hat- aber [vgl. (3.)] in je zwei übereinanderliegen- 
den Punkten Zj Z entgegengesetzte Werthe, während der in der eckigen 
Klammer enthaltene Ausdruck in beiden Punkten gleiche Werthe 
besitzt. Q. e, d. 

Beweis des zweiten Satzes. — Der im zweiten Satz angegebene 
Schnitt liefert zwei in den beiden Blättern übereinanderliegende 
und die Ströme a^, &x(x = 1, 2, . . .j:)) vermeidende Curven c, C, 
von denen die eine die Punkte z^ und z^, die andre die Punkte Z^ 
und Zj5 verbindet. Da nun w^fx?) auf der Fläche SR, mit Ausnahme 
der Ströme a^y\{x =^ \^2, . . ,p)^ überall eindeutig und stetig ist, 
diese Eigeuschaften also z. B. auch längs c, und ebenso längs C 
besitzt, so ist: 

w„(ä^) — w„(r,) = J (l\v„{z) = f v/„'{g)dz, 



A 
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(ß-) 



(y-) 



dabei sind unter js, Z irgend zwei übereinanderliegende Punkte der 
Curven c, C zu verstehen, und die Integrationen hinerstreckt zu 
denken über alle Punkte z der Curve c, respective über alle Punkte 
Z der Curve C Zufolge des schon bewiesenen Satzes (17) ist aber: 

w;(^) + wo'(^) - 0. 

Somit folgt durch Addition der beiden Formeln (a.): 

Wir wollen diese Sütze zunächst in Anwendung bringen auf den 
speciellen Fall j? = 3, also auf diejenige Fläche 3^1, welche der schon 
früher [pg. 179] entworfenen Zeichnung: 



(A.) 



(B.) 




ffj 



a2 



a. 



entspricht. In dieser Fläche ^ lässt sich, von gi nach h^ bin, ein beide 
Blätter durchdringender Schnitt fuhren, der im untern Blatt gar keinen 
der Ströme a^ , 6^ , und im obern Blatt lediglich den Strom «j , und zwar 
von Q nach >l, d. h. vom rechten zum linken Ufer überschreitet. Dieser 
Schnitt Qyhy ist in der nächstfolgenden Zeichnung durch die krumme 
Linie gyqlh^ angedeutet. Die beiden Punkte X. und q sind also durch defi 
Strom a» von einander getrenut, während die darunter liegenden Punkte 
A und P überhaupt nicht von einander getrennt sind, weder durch den 
Strom a,, noch durch irgend einen andern der Ströme a^, b^^. Demgemäss 
ist also: 

hingegen : w^ (A) « w^ (P) , 
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(C.) 



(D) 



(B.) 



(F.) 



(H.) 



(I.) 




wo a„j die in (19.) pg. 246 festgesetzte Bedentang hat. Bringt man nun 
den Satz (18.) anf die Scbnittstrecke jr, p in Anwendung, so erh&lt man: 

^„(ai) + w„«?.) = w„(p) + w„(P), 

oder, weil g, ein Windungspnnkt ist, mithin Qi 
und G^ ein und denselben Punkt repräsentiren : 

In gleicher Weise liefert der Satz (18.) in seiner 
Anwendung auf die Schnittstrecke l\ die Formel: 

Addirt m*n aber diese beiden Formeln (C), (D.), so folgt mit Röcksicht 

auf (B.): 

Nun lässt sich weiter in der Figur (A.) durch beide Blätter der Fläche 
hindurch ein Schnitt h^lQgl'g^ führen, welcher im obem Blatt nur die 
Ströme 6| und h^, \m untern Blatt aber gar keinen 
Strom öberschreitet; wie solches in beistehender 
Zeichnung genauer angegeben ist. Der Satz (18.) 
liefert alsdann fiir die drei Schnitt> trecken (\X), 
(qq)^ i}'' 9t) respective die Formeln: 

2w^(Ä,) = w„(X) + w^(A), 

w^(^')+w^(A') = 2w^(/7,). 

Addirt man aber diese drei Formeln, und beachtet, 

dass w^(A) =» Wo(^) "°^ ^o(^) ^^ ^ö(^) ist, so j^' 
erhält man: ' 

- [w,W - w^(^)J - [w^(X') - w,(9')], 

2[w„(7i,)- w^(^,)]=:6„, -6„2» 

wo 6^j, 5^2 die in (19.) pg. 246 festgesetzte Bedeutung haben. 

In ähnlicher Weise wie die beiden Formeln (B.) und (F.) ergeben 
sieb, auf Grund der Figur (A.), im Ganzen folgende acht Formeln, näm- 
lich die zu (E.) analogen Formeln: 

f2[w„(Äi)- w^(^i)]«a„i, 

2[w„(/s,) - w^(^,)] =ci„2, 

2[w„(//8) ~ w„(^a)] = a^3, 

2[w„(Ä,) - w^(5r,)] = - (a„i + a^ + a^j); 

und die zu (F.) analogen Formeln: 

(2[w^0/2) - wj/t,)] = 6^2 - 6„i, 
2[w^(!73) - w„(Ä,)] = 6^3 - 6^2, 
2K(i^,)-w„(Ä3)]==0 -6^3, 




[n^aiOd-^a^K)] 



Kl - 0. 
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(19.) 



Diese beiden für den Fall p =* 3 geltenden FormelHysteme (U), (1.) 
sind nun sofort auf den Fall eines beliebigen p übertragbar. 

Für den Fall eines gang beliebigen p erhält man offenbar, an 
Stelle von (H.), das System: 

2[wa{h^) — yraig^)] = ao2, 

• ••••••••• I 

2[w«(Ap_i) — w„(^^i)] = a„p-iy 

2[Wa(Ap) — y^a(gp)] = Oap, 

2[wa(hp^i) — w„(gp^i)] = — {a„i + Ooi + a«s . • • + (^ap)] 
und andererseits, an Stelle von (L), folgendes Formelsystem: 

2[wa(^2) — Wo(Ai)J = bo2 — b„i, 

2[Wo(?3) — Wo(*2)J = *«3 — b„2, 



(20.) 



bap 


— 


' bap—lj 







Oapy 


b„i 


— 


0. 



(21.) 



2[w,,(</p) - Wa(Vi)l = 

2\Wa(gp+l) — Wa{hp)] = 

^2[w„(^,) — Wa(Ap+i)] = 

Die Addition aller Formeln der Systeme (19.) und (20.) giebt die 
identische Gleichung = 0. Demgemäss repräsentiren also die 
(2p + 2) Formeln (19.) und (20) im Ganzen nur (2p + 1) 
Gleichungen. Und mittelst dieser (2p + 1) Gleichungen kann man nun 
die (2p + 2) unbekannten Werthe 

wcxfft), Wa(A,), j=l,2,3,...{p+l), 

auf einen dieser Werthe, z. B. auf Wa(<7i) reduciren. Man erhält 
in solcher Weise*): 

^^o(gi) = 2wa(gi) + [b„i — b„i], 
2wa(g2) = 2w„(g^) + \b„2 — bai + «al], 
2wa(g^) ^ 2wo(gi) + [bos — 6«i + «oi + »02], 



^^a(gp) = 2vf„(g^) + [&ap — 6„i + aal + ao2 h «op-i], 

2wö(flfp+i) = 2wa(gi) + [0 — bai + a„i + aoi h flcv-i + a^y,]; 



"0 Die erste der Formeln (21.) ist, wie man siebt, eine identische^ und nur 
der Symmetrie willen zugefügt. 



(22.) 
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und ferner: 
2wa(Aj) = 2w„(g^) + \bai — bai + a^i], 
2yVa(K) --= 2w„(g^) + [6^ — b„i + Oai + a^]y 

2Wa(Ä3) = 2Wa((7i) + [fcaS — 6al + Qm + 0^2 + tl^], 



2Wo(Ap) = 2Wa((7i) + [6a/, — b„i + aal + flaS + «773 h «'»p]? 

2Wa(A^+l) = 2Wa(^i) + [0 - boll 

Beachtet man, dass a„t(, je nachdem (T, x gleich oder ungleich 
sind, den Werth ix oder besitzt [vgl. (19.) pg. 246], dass mit- 
hin die Summe 

dal + aa2 + «aS • • • + «op 

jederzeit = in ist, so reducirt sich die letzte der Formeln (21.) auf: 

(23.) 2wa(gp^i) = 2wa(^i) + \ix — bai]. 

Bildet man ferner die erste der Gleichungen (21.) für <y= 1, die 
zweite für <r = 2, die dritte für (J = 3 u. s. w., und beachtet man 
dabei wiederum die eigenthümlichen Werthe der Oax, so erhält man: 

2w,((70 = 2w,((70 + [6u-6n], 
2^2(92) = 2w^{g,) + [622 - 621]. 
2w3(^3) = 2w^{g^) + [633 - 63,], 



2^p{gp) = 2wp(g^) + [bpp — 6^1]; 
demgemäss gilt also ganz allgemein im jedwedes 6 die Formel: 

(.2 k) 2Wa{ga) = 2 Wa(^,) + [6aa — M- 

Endlich ergiebt sich durch Subtraction von (23.) und (24.): 
<:^''V) 2[wa(^a) — Wo(^p+i)] = b„„ — in. 

In allen diesen Formeln (19.), (20.), (21.), (22.), (23.), (24.), (25.) 
repräsentirt <r eine beliebige Zahl aus der Reihe 1, 2, 3, ...|?. 

§3. 

Bestimmung der in den Normalintegralen enthaltenen additiven 

Constanten. 

Die betrachteten Integrale w,(^), W2(;^), ... '^p{z) sind [vergl. 
(lla.)l völlig bestimmt bis auf die in ihnen noch enthaltenen will- 
kührlicheu additiven Constanten ?/®\ y"\ . . . //^\ Bevor wir nun 
an das Umkehrproblem der genannten Integrale näher lierau treten, 
erscheint es zweckmässig, zuvörderst über diese additiven Constanten 
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der Art zu verfügen, wie es für die Anwendung der Thetafunctionen 
geboten ist. 

Versteht man unter G^, tr^, ... Gp willkürlich gegebene Con- 
stanten, so werden bekanntlich [Theorem pg. 333J die Nullpunkte 
Vif V29 • • • Vp ^®r Function 
J6.) F(z) = HM^) - Go) 

den einfachen Formeln entsprechen: 

falls es nur gelingt, jene in den w's enthaltenen additiven Con- 
stanten lj^^\ y®^, . . . Ip^^^ der Art zu bestimmen; dass die Congruenz- 
bedingungen erfüllt sind: 

28.) K. . •sC.LpÄ'A + J ('^ + A. f^ :!.<qjL.<l' ,„.) ^ 0, 

<T = 1, 2, . . .^. 

Dabei dienen die Buchstaben K„ nur als Abbreviatur zur Bezeich- 
nung der links vom Congruenzzeichen {=) stehenden Ausdrücke. 
Es handelt sich zuvörderst um die wirkliche Bildung der Con- 
gruenzen (28.), d. i. um die wirkliche Berechnung der Ausdrücke K„, 
Die in (28.) unter dem Integralzeichen stehenden X und q repräsen- 
tiren irgend zwei zu beiden Ufern des Stromes b^ einander gegen- 
über liegende Punkte. Demgemäss ist also: w„{X) — Wa((>) = bax, 
oder etwas anders geschrieben: 

(X.) Wn((>) = Wa(A) — bax- 

Diese Formel gilt für zwei beliebige zu beiden Ufern von b^ einan- 
der gegenüberliegende Punkte p, A, und ist also [vgl. die Figur 
pg. 326] z. B. auch anwendbar auf die Punkte a«, ß»\ wodurch 
sich ergiebt: 

Dabei repräsentiren x und a beliebige Zahlen aus der Reihe 1, 
2, , , . p, Macht man insbesondere x = ö, so folgt: 

Schreibt man jetzt den Ausdruck Kq von Neuem hin, indem man 
daselbst für Wo((>) und Wa((x„) die Werthe (x-) und (z.) eintreten 
lässty so erhält man: 

29.) K„ = w„(^„) - 'f + "2] Cr- + nij\^ b"^^') - -r]''^')- 
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Bekanntlich ist aber [vgl. (B.) pg. 324 J: 

Somit folgt: 
(30.) K„ = w„ (^„) - ^ + '2 («»« + ii^')' 

X=l 

WO Ax das Integral bezeichnet: 

Dabei ist es einerlei, ob man unter dem dwg das Differential dwg{X) 
oder das Differential dwx{ff) versteht. Denn Wx(A) und Wx(9) unter- 
scheiden sich längs h^ nur durch eine additive Constante; so dass 
also jene beiden Differentiale gleidiwerthig sind. Zur Fixirung der 
Vorstellung mag gesetzt werden: 

Um nun dieses A« zu berechnen, markiren wir innerhalb der 
einfadi zusammetihängenden Fläche 9^ einen beliebigen Punkt z^^ und 
verstehen unter f(z) das von z^ ausgehende und in seiner Bewegung 
auf 9iate beschränkte Integral 

(A.) f{e) = /w„(«) dw,(ir), [«^]. 

Die so definirte Function f(z) ist alsdann [Satz (8.) pg. 197] inner- 
halb yiabc überall eindeutig und stetig. 

Wir wollen jetzt die Werthe dieser Function f{z) in den Punkten 
gnj Kj «x; ßxf yxf 9x betrachten, dabei aber zur augenblicklichen Ab- 
kürzung diese Punkte schlechtweg mit ^ h, a, ßy y, d bezeichnen 
[vgl. die folgende Figur]. Das Integral A« (32.) läuft längs des 
linken Ufers des Stromes b^ von ß nach y, besitzt also eine von 
ß nach y gehende und dabei innerhalb ^abc [oder vielmehr am Rande 
von yiahc] fortlaufende Integrationscurve. Demgemäss ist 

(B.) Ax = fir) - m, 

d. i. gleich der Differenz derjenigen Werthe, welche die Function 
f{z) in y und ß besitzt. 

Die Punkte a, ß, y, d liegen im obem Blatt der Fläche 91. 
Bezeichnet man die darunter liegenden Punkte des untern Blattes 
rejspective mit A, B, V, A, so lässt sich offenbar ein beide Blätter 
der Fläche durchdringender und die Ströme Oj, a^, ... Op, ft^, b^y 
. » .bpy c^y Cj, . . . Cp vermeidender Schnitt ausführen, welcher ausgeht 
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von h und endigt in ^, B. Dieser [in beistehender Figur ange- 
gebene] Schnitt liefert zwei in beiden Blättern übereinander liegende 
Carven, deren übereinander liegende Punkte mit 0, Z bezeichnet sein 
mögen. Alsdann ist, was die Function f{z)^ (A.), betrifft: 



f^) 



-/■(/•)=/ 



Wa(4f)dw,(^), , 



(C.) 



B 




(D.) 



/•(B) - /•(*) = /w„ (Z) (/ «r« (Z), -. 

A 

die Integrationen erstreckt über alle 
Ponkte z der ofcerw Curve h . . . ß, 
respective über alle Punkte Z der 
untern Curve h...B, Zufolge des Satzes (18.) gelten aber die Re- 
lationen: 

WaW+W,(Z)=2Wa(A), 

w,(z) + w,(Z) = 2w,(h). 

Mit Hülfe dieser Relationen kann man in (C.) den Punkt Z elimi- 
niren, und erhält alsdann: 

h 

/•(B) - fih) = / [m„(e) - 2 w„(A)] dm, (z), 



und hieraus durch Subtraction: 



„(h)/dM^), 



^ h 

oder, was dasselbe ist: 

(p.) m) - /-(B) = - 2 w„ (A) [ w, (A) - w, m • 

Ebenso wie diese Formel (F.) erhalten wurde mittelst eines 
von h nach ß laufenden Schnittes, in ganz ähnlicher Weise wird 
man offenbar, durch Anwendung eines von g nach y laufenden 
Schnittes [vgl. die Figur], folgende Formel finden: 

(G.) a?) - an — 2w.(^)[w.o/) - w.(y)]. 

Nun ist die Function f{z), wie schon bemerkt, innerhalb der Fläche 
Äfl6c überall eindetitig und stetig^ mithin f(ß) = f(y), Subtrahirt 
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man also die beiden Formeln (F.) und (G.) von einander, so folgt 
mit Rücksicht auf (B.): 

(H.) A. = 2w.,(Ä)[w.(A) - w.(^)] - 2w,(^)[w,0,) - w,(y)]. 

Zu berechnen sind die in (30.) enthaltenen Grossen A^, A^, 
. . . Ap. Es ist also in (H.) unter x eine der Zahlen 1, 2, . . . |> 
zu verstehen. Für x = 1, 2, ... |) ist aber nach (19.): 

2Wa(Ax) — 2Wa(ß^) = Gary 

mithin z. B. auch: 

2wx{K) — 2^(^;f) = flfxx = ari. 

Diese beiden Relationen aber können, weil wir die Punkte g^, 
Ax, «x; ßxf Yxj Sjt kurzweg mit g, Ä, a, ß, y, d bezeichnet haben, 
auch so geschrieben werden: 

2Wa(A) = 2Wa(g) + flfa*, 

(^•^ 2w,(Ä) = 2w,(^) + Ät. 

Ueberdies ist, was die zu beiden Ufern des Stromes a, einander gegen- 
überliegenden Punkte ß, y betrifft [vgl. die vorhergehende Figur] 
' offenbar: 

(i^.) Wx(y) = Wx(/3) — 3r>. 

Eliminirt man nun mittelst der Relationen (|.)y (17.) die Punkte A 
und y aus dem Ausdruck (H.), so erhält man: 

[2waf(7) + M[w,((;) — w,(/3) + \7ii\\ 

- 2w,((/)[w,C^) - w,(^) + ni\ I ' 

oder, was dasselbe ist: 

(K.) Ax = aax[wx(^) — Y!y{ß) + ^Ä«] — ni ^„(g), 

oder, falls man jetzt statt g und /) die genaueren Bezeichnungen gx 
und ßx eintreten lässt: 

(L.) Ax = aar[yyr(gr) — ^^rißr) + ^^i] — Ät Wo(^x). 

Hieraus folgt, falls man nach x summirt, und dabei beachtet, dass 
Oaxf je nachdem <f, x gleich oder ungleich sind, den Werth xi oder 
hat, sofort: 

x=p x=p 

(M.) -^'Ax = xi[Wa{ga) — Wa(/3a) + i^l] — ni^Wa(gx). 

x = l x=l 

Substituirt man jetzt endlich diesen Werth in (30.), so er- 
hält man: 

(33.) K„ = w„(p„) - ^-^— + ]J[6a« - w<,(i?,)] , 



(J.) A, = 



X = l 
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oder, falls man für Wa{ga) den aus (25.) sich ergebenden Werth 
substituirt: 

(34.) Ka = y^a(gp^l) + ^^''liax - Wa((7^)] , 

oder, mit Einführung des Congruenzzeichens : 

x=p 

(35.) Ka = w^ (gp+\) — ^ ^a{gx)y <t = 1 , 2, . . . ;). 

Die in den w's enthaltenen' additiven Constanten sind nun aber 
[nach (28.)] der Art zu fixiren, dass diese Grössen Ka ==^0 werden. 
Demgemäss gelangt mau zu folgendem Resultat: 

Satz. — Versteht man unter 6r,, Cr^, . . , Gp willkürlich gegebene 
Constanien, so werden die Ntdlpiwlcte rii^ rj^, - - - rip ckr Function 

(36.) F(z)^»{wa{z) — Ga) 

den einfachen Formeln entsprechen: 

(37.) w^(i^,) + Wtf (1/2) . . . + ^o{rip) ^^Ga, (J = 1, 2, . . .|), 

falls man nur die in den w'ä enthaltenen additiven Constanten in sol- 
cher Weise sich fixirt denkt, dass die Bedingungen: 

(38.) ^a(gi) + Wo (g^) . . . + yfo{gp) ^ w^C^p+i), (^ = 1 , 2, . . . p 

erfüllt sind. 

Bezeichnet man die Formel (13.) kurzweg mit 

(39.) Wa{z) = i.(«> + G).(r), 

SO gehen die Bedingungen (38.) über in: 

pla^^^'+ (Oo(gi) + foaigi) + • • • + <Oa{gp) -= IJ^^ + Oa(gp^l), 

6= 1,2,...;>; 

so dass also diesen Bedingungen Genüge geschehen wird, wenn man 
den additiven Constanten Z/®\ ?2^®\ ... Ip^^^ die Werthe zuertheilt: 

(40.) ,„,o, = «!^i^i>.-Kl^')>'-;^'^-:/J^^ c=l,2,...p. 

§4. 

Ueber Thetafnnotionen, deren Argumente hyperelliptisohe 

Integrale erster Gattung sind. 

Sind öj, G2y . . .Gp beliebig gegebene Constanten , und Jfj, M^, 
. . .Mp beliebig gegebene ganze Zahlen, so wird der Ausdruck: 
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*(w„(«) - G„) 



(41.) = 0(^) = 



/ »(w,(ir) 



Ö 




stets eine auf^ reguläre Function, mithin eine algebraische Func- 
tion von z sein. So lautet der früher in (37) pg. 333 gefundene Satz. 
Wir stellen uns hier die Aufgabe , diese algebraische Abhäugig- 
keit zwischen O und z wirklich durch eine Formel darzustellen. Zu 
diesem Zwecke müssen wir zuvörderst die Nullpunkte des Zählers 
und Nenners, d. i. die Nullpunkte der Functionen 

^ (Wa W - Go) und d' (waiz) — Ga - Ma |*) 

ermitteln. Solches aber wird sich am Einfachsten bewerkstelligen 
lassen, wenn wir die Constanten G und die Zahlen M nicht belie- 
big lassen, sondern auf geeignete Weise festsetzen. 

Die auf SR vorhandenen Windungspunkte bilden zusammen- 
genommen (p + 1) Punktpaare: 

(ßu *i)> (92J h)} • • • (äH-i> Vfi); 

und diese Punktpaare mögen, in irgend welche beliebige Reihenfolge 
versetzt, mit 

(«, «0, (ß, ß')> ■•■(r, /), (*, n 

bezeichnet werden, der Art, dass etwa (a, a) identisch mit (j'm, Am), 
ferner (ß, ß') identisch mit (^„, Ä«) ist, u. s. f. Alsdann ist nach (19.) 



Wa(a) — Wa(a) = Aa 



nt 



(42.) 



Wa{ß')-y^a(ß) = Bal\ 



^^oir) — Wa(y)= Ca^ , 



n% 



^aiß') — Wa (*) = I)a ^ , 

WO Aa, Ba, ' ' ' Ca, Da ganzc Zahlen vorstellen, deren Summe 

= ist: 
(42a.) Aa + Ba +... + Ca+Ba=0. 

Es ist nämlich stets eine dieser Zahlen «= -j- 1 > ®i°® andere = — 1 , 
während alle übrigen = sind. 
Setzt man zur Abkürzung 

w^(a) + w„(/J) . . . + w„(y) = Ga, 

^ '^ Wa(«) + W,(^) . . . + W.fy) + W,(d) = Ha, 



(44.) 
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80 wird zufolge (42.) und (42 a.): 

w, («') + w„ r/3') . . . + wa(y') = Ga + Mo ~ , 

w„ («') + Wa (/3') . . . + w.(y') + w„(i5') == /f., 

wo Jl/ö eine gewisse ganze Zahl vorstellt. Die durch diese FormeXn 
(43.), (44.) bestimmten Constanten G, M sind es nun, welche wir in 
den Ausdruck O einsetzen wollen. Wir erhalten alsdann: 

überdies ist [vgl. (16.) pg. 358] 
A(a, /3, . . . y) =}= 0, und ebenso auch A(«', ß\ - - - y') =|= 0. 

Somit folgt aus dem Satze (20.) pg. 346, dass die in (45.) enthal- 
tenen Thetafunctionen nicht identisch verschwinden, und dass ihre 
elementareti Nullpunkte respective in a, /3, . . . y und in «', /3', . . . y' 
gelegen sind. Demgefnäss repräsentirt also ^{z) eine auf 9i reguläre 
Function 2%^ Ordnung , welche p Nullpunkte zweiter Ord.ung: a, /J, 
. . . y, und d>efiso aucli p Pole zweiter Ordnung: a, ß\ ... y' besitzt. 
Genau dasselbe gilt aber auf 91 auch von der Function 

(46.) (Pf.) = !^-- -"J-f -/; • • •■ f ^-y\ ; 

wie aus dem Satze (27.) pg. 115 sich leicht ergiebt. Hieraus folgt 
weiter, nach Satz (33.) pg. 118, dass die beiden Functionen ^{z) 
und q>{z) nur durch einen constanten Factor verschieden sein können. 
Bezeichnet man diesen mit K, so ist also: ^{z) = Kq){z), d. i. 
fAI \ /^('^c; W - [w,, («) + w, (ß) .^^+ w„ (y)])y _ ,. , . 

y^ '> U(w,>) -"[w, («')+ w;rp'). . . + w>')]); - ^ 9> w . 

Es handelt sich nur noch um die Bestimmung von Ä^ Nun 
ist nach (43.), (44.): 

Wa (a) + w., (/3) . . . + Wa (y) = Ho — w« (*), 
w„(a') + vfaiß') . . . + w„(y') = Z/a — Wa(<S'); 

wodurch die Formel (47.) übergeht in: 



( 



*(*„(*) + w„ (») - ^)y _ „ , . 



Hierauf! ergiebt sich, falls man den variablen Punkt g successive in 
d und in 8' hineinfallen lässt: 

Ntn mann, AbeFiohe Integrale. 3. Aufl 24 
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und 

und hieraus folgt weiter durch Multiplication: 

Der hier auf der linken Seite stehende Quotient hat aber, weil 
[nach (42.)J 

ist, und Do eine ganze Zahl vorstellt, nothwendiger Weise den Werth 
1 ; wie solches mittelst des Satzes (27.) pg. 330 sich sofort ergiebt. 
Somit erhält man: 

und gelangt also zu folgendem Resultat: 

Satz. — Bezeidmet man die {p -f- 1) Paare van WindungspunUen: 

in irgend einer beliebigen Reihenfolge mit 

und setzt man ztir Abkürzung: 

SO findet jederzeit die für z identisdie Gleichung statt: 

^ '^ U(w^(r) - K(«') + w^C^) . . . + w„(y')J)/ VvW 9(0 * 

Diese Gleichung repräsentirty iceil die mit (a, a'), (/J, /J') cir. bezeich- 
nete Anordnung der Punktpaare (g, h) eine belitüge ist, im Ganzen 
(}) + 1) Formein. 

§5. 

FortsetBiing. 

Wir wollen die Bezeichnungen (er, «'), {ß, ß'), . . . (y, y'), (d, d') 
genau in demselben Sinne, wie im vorhergehenden Paragraph, bei* 
behalten, ausserdem aber aa£ der Fläche 9t p Punkte markiren: 5|, 
z^y . . . üT,, von denen der erste beweglich, die (p — 1) übrigst aber 
fest sein sollen. Der Ausdruck: 
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wird alsdanD, weil [uach (42.)] 



n% 



ond Da eine ganze Zahl ist, eine auf 5){ reguläre Function von ss^ 
vorstellen; wie solches aus dem Satze (41.) unmittelbar folgt. Nun 
kann man, nach Satz (27.) pg. 349, stets {p — 1) Punkte Cj>, Cj, . . . Cp 
sich vorstellen, die zu den (p — - 1) festen Punkten z^, z^, , . , Zp in 
der Beziehung stehen: 

Wo(^2) + • • • + Wö(;?p) = — [Wa(C2) + . . . + Vfo{Cp% 

ö = 1, 2, • . . jp. 

Führt man aber mittelst dieser Relationen, statt z^, z^y , . , Zp, diese 
neuen Punkte c^, Cj, . . . Cp in den Ausdruck V ein, so ergiebt sich 
[ähnlich wie im vorhergehenden Paragraph], dass y = ^(jefj eine auf 
91 reguläre Function 2p^^ Ordnung ist, welche p Nullpunkte zwei- 
ter Ordnung: c^, Cg, . . . Cp, d, und ebenso p Pole zweiter Ordnung: 
Cj, Cj, . . . Cp, d' besitzt*). Die mit einander coincidirenden Nullpunkte 
und Pole zerstören aber einander; so dass V = V(jEfj) sich schliess- 
lich als eine reguläre Function zweiter Ordnung Jierausstellt, welche in 
d einen Nullpunkt zweiter Ordnung, andererseits in d' eifientPol zwei- 
ter Ordnung besitzt. 

Genau dasselbe gilt aber auf SR auch von dem Ausdruck 
. , (^, ~ a) (^, - (J) . . . {z - d) 

(52.) * = ^{^u ^., ...^p) = ^,^ ^:s')i:^-.ö')-—(r=:8^-y 

vgl. den Satz (27.) pg. 115. Die beiden Functionen V = ^{z^ und 
^ = ^(jß?,) können daher, nach Satz (33.) pg. 118, nur durch einen 
cansianten, d. i. von z^ unabhängigen Factor von einander verschie- 
den sein. Es ist also der Quotient 

1. 

von z^ unabhängig. Hieraus aber ergiebt sich [auf Grund der in 
Bezug auf z^, z^, z^, . . . Zp vorhandenen Symmetrie], dass derselbe 
auch unabhängig ist von z^, z^, . , . Zp. Man erhält also die For> 
mel: V = Kil^, d. i. 

^^^'^ Uk(.^) +"w,(.^...+w,(.^)-^ w,(cj')); - ^ *^^i> ^^- • • ^p)> 

*) VoranHgesetzt, dass von den beiden im Zähler und Nenner von H'(^j) 
enthaltenen Thetafunctionen keine identisch verschwindet. Vgl. die Bemer- 
kung pg. 874. 

24* 
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wo K eine Constante, d. i. eine von ^i, 0^9 • - > ^p unabhängige Grosse 
vorstellt. 

Es handelt sieh nur noch um die Bestimmung von K. Zu die- 
sem Zweck lassen wir in der Formel (53.) die Punkte jer^, jSTg, . . . Zp 
einmal in die festen Punkte a, ß, . , . y, das andere Mal in die 
Punkte «', ß\...y' hineinfallen^ und erhalten so die Gleichungen: 

/H^,{ a) + w „(ß) . . . + w,(y) - wjd ))y _ , 

U(w,(«) + ^a(ß) • • • + ^a(y) - w,(ö)7 - A V' (,«, P, . . . y), 

\^(w,(a') + w;(P') . . . + w„ (y') - w,(cJ')); - ^ ^l« , P , • • • ^ ;, 

Gleichungen, die unter Anwendung der Bezeichnungen (43.), (44.) 
sich auch so schreiben lassen: 

l 4»(g„-2w„(j')) J =J5r^(«,^,.--y). 

Hieraus folgt durch Multiplication: 

Uta;- 2^a'))j = ^ *(«> /5, . . . y) V'(a , ^ , . . . y ). 

Der hier auf , der linken Seite stehende Quotient ist aber = 1 [vgl. 
die analoge Betrachtung auf pg. 370]. Somit erhält man: 

^_ ^_ 1 

Vi^(cc'~ß\.:.YJtp(a\ß\...y'y 

und gelangt daher zu folgendem Resultat: 

Satz. — Bezeichnet man die(p -{- 1) Paare von Windungspunkien 

(9u K)y (927 h)f • • • (ffp-\-iy */H-i) 

in irgend einer beliebigen Reihenfolge mit 

(a, «'), (ß, ßl, . . . (y, y'), (S, 6'), 

und setzt man eur Abkürzung 

(*. - 9) («,-»)...(«,-«)_ 
(54.) («, - *')>r^')'- •"• (^p - *') — * ^^« ' *s' • • • ^i'-'» 

so utVcf /ur beliebig variirende Lagen der Punkte z^, z^, . . . Zp stets 
die Formel stattfinden: 

"~ v'v(«,P,...y)if(« ',?',.../) * 
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Und sswar repräsentirt diese Fortnel im Garnen (p+ 1) Glekjmngenj 
weil die mit (a, «'), (/3, /3') etc. bezeichnete Beihenfolge der Punktpaare 
(g, h) mehrfach geändert werden iann. 

§6. 

Ldsung des Jaoobi*8chen Umkehrproblems für die hyper- 
elliptischen Integrale. 

Das Jacobi'sche Umkehrproblem besteht [nach (5.) pg. 352] 
in der Ermittelung desjenigen Punktsystems z^ si^, . . ,\, welches 
den Formeln entspricht: 

(56.)^ yfai^l) + yra(Z2) • • • + Wa(j?p) = Va, 6 =1,2,.. ,p, 

wobei Fj, Fg, . . . Vp als beliebig gegebene Grossen zu betrachten sind. 
Oder mit andern Worten: Das Jacobi^sche Umkehrproblem be- 
steht in der Ermittelung desjenigen Punktsystems 0^, js^, . . . fSp, 
welches, in Verbindung mit irgend welchen ganzen Zahlen m, n, 
den Gleichungen Genüge leistet: 

(56a.) Wa(;eri) + w^C^g) . . . + w^ {Zj) = Fa + m^ ni + U^n^b^a, 

<T = 1,2, .. .p, 

die Summation ausgedehnt gedacht über x = 1,2, ., .p. 

Bezeichnet man die linken Seiten dieser Formeln (56 a.) für den 
Augenblick mit Za, so ergeben sich, falls man yra{S), respective 
Wa(*') auf beiden Seiten subtrahirt, die Gleichungen: 

Zo — Wa(ö ) = [F„ — w„(* )] + maXi + l\ny.by,o, 
Z„ — w„(Ä') = [Fa — Wo(d')] + m„ni + Z!xnyb^„, 

Zafolge des Satzes (28.) pg. 330 ist daher: 

n^^ - w;(a')) H K - w.ccj')) "" 

die Summation ausgedehnt gedacht über ö = 1,2, , , .p. Der hier 
auftretende Exponentialfactor hat aber, weil nach (42.) 

Wn(*') — W„(d) = Da y, 

und Da eine ganze Zahl ist, den Werth + 1. Somit folgt: 

Der hier auf der linken Seite stehende Quotient ist aber, falls man 
die eigentlichen Bedeutungen der Za im Auge behält, nichts Ande- 
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res, als der in der Formel (55.) enthaltene Quotient; so dass man 
also jene Formel jetzt auch so schreiben kann: 






Vipl«, p, . . . y) ip(a', P', . . . y') 

Und diese Formel repräsentirt, ebenso wie (55.), im Ganzen {p -\- 1) 
Gleichungen, und zwar Gleichungen, durch welche die gesuchten 
Punkte z^, z^y , . , Zp m unmittelbare Beziehung gesetzt werden zu 
den gegebenen Grössen Fj, Fg, ... Vp. Demgemäss gelangt man zu 
folgendem Resultat: 

Lösung des Jacobi'schen Problems. — Sind V^, V^, .. .Vp be- 
liebig gegebene Grössen^ und sollen die deti Formeln 

(58.) w„(i2fi) + yfa{Zi) . . . + yra{Zp) :3 V„, ö = l,2,..,p 

entspreclienden Funkte z^y z^y - - - Zp ermittelt werden, so bezeichne nian 
zuvorderst rfte (p + 1) Taare von Windungspunkten 

in irgend welcher beliebigen Reihenfolge mit • 

und setze zur Abkürzung 

K'^^'J (^j-Z: a-) {z, - a') . . . {z^ - tf'~) — ^^ 1^1 . -^2; • • • M' 

Alsdann ergiebt sieh zur Bestimmimg jener Punkte z^y z^, . , , Zp die 
Formel: 

.ß^^ X ^{h.j.^^" ^pI /^ (y a-^„m v 

Diese Formel rep)'äsentirty weil die mit (er, «'), (/3, /3') etc. be- 
zeidinete Reihenfolge der Punktpaare (g, h) eine beliebige ist, im 
Ganzen (p + 1) Gleichungen, also Gleichungen, die mehr als hinrei- 
eisend sind, um die unbekannten Punkte j?,, z^, , ., Zp zu ermitteln. 

Bemerkung. — Auf pg. 371 war von einer gewissen Function ^^:^^(z^) 
die Rede. Dabei iät dort ausser Acht gelassen, dass der Zähler dieser 
Function möglicher Weise identisch verschwinden kann, ebenso auch ihr 
Nenner. Die hierdurch in den Sätzen pg. 372 und 374 hervorgebrachte 
Unsicherheit wird indessen beseitigt werden durch den Schluss des nächst- 
folgenden Capitels. 



Fünfzehntes Capitel. 
Die Unikehrung der Abersehen Integrale erster tiattung. 

Ich werde in diesem Capitel mich wesentlich stützen auf das 
ausgezeichnete Werk von Clchsch und Gordan über die Theorie der 
AbeFschen Integrale (Leipzig, 1866), daneben aber auch auf die 
diesem Werke sich anschliessenden Aufsätze von //. Weber im 
70. Bande des Crelle'schen Journals Seite 193 und 314. 

§ 1. 

Darstellung des Quotienten zweier Thetafunotionen duroh 

Integrale dritter Gattung. 

Wir kehren zurück zu unsern allyenicinmi Betrachtungen, indem 
wir wiederum unter 9fl eiue willkürlich construirte «-blättrige Rie- 
mann'sche Kugelfläche, ferner unter Wj (^), Wj5(j2f), ... Wp(j2r) die derselben 
zugehörigen Aberschen Normalintegrale erster Gattung verstehen. 

Sind Gj, G^, . . . Gp und //j, 11^, . . . Hj, beliebig gegebene 
Constanten^ so ist der Quotient 

wie im Folgenden gezeigt werden soll, in einfacher Weise ausdrück- 
bar durch die der Fläche 91 zugehörigen Integrale dritter Gattung. 
Um näher auf die Sache einzugehen, markire man auf SR 
irgend welche Punkte c,, r^, . . . Cp und d, , d», , . . dp, jedoch von 
solcher Lage, dass 

(1.) A{c^,c^,,..Cp)=^0 und Aid^, d^, . . . dj) =^0 

ist. Alsdann sind [Satz (20.) pg. 346J Zähler und Nenner des 
Bruches 

(2.) ^ W — ^(w^Ci) "l" [sv„(c,) + w„ ic,) . . ;+ w,(cp]) 

wirkliche Functionen von z^ d. i. Functionen, die nidit identisch ver- 



.3.» 
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«ch winden. Der Nenner bet^iczt ^infolge »ies gemumten Satzes] p 
elementare Nnilponkce: '-.^^ '^. <^. ui^i der Zähler ebenüalls p ele- 
mentare NoIIpcntte: J.. 'L* - • - *h' *^I«^^lu<^itig ergiebt sich [Tgl. 
Theorem pg. 33:x. •!*&* T 2 eine acif Ä, regnÜre Function ist mit 
den elementares. Pol^e^n c.^ <^^ . . . k^ und den elementaren Nallpunk- 

ten ^:. 'i dy. ^i^d dass diese Fonetian in den Curven 6, (x = 1 , 

2. />• folgende Quotienten besitzt: 

längs ?.,: }J^; = r-- '^' -■ ^' '• -. 

^jenaa dasselbe gilt aber, zufolge de$ Salzes pg. 274 , auch yon 
der Fonction 

Der Quotient ^-^ ist daher auf j{ allenthalben eimdeniig und sietig, 

mithin [Satz pg. IIS] eine Os'ftstafit^, Bezeichnet man also irgend 
zwei Lagen des Punktes j respectire mit ^^ und r, so ist: 

F z _ F Zj) 
z ~ V ' 
d. L 

F{z) _ r^ 

F z, ~0 r. ' 
alsOy falls man für <t> seine eigentliche Bedeutung substituirt: 

4.) (: =n'''^'~'^'^''\ 

Hiermit ist diese Formel i4.i bewiesen unter den in (l.) Ober 
die Punkte r, d gemachten Voraussetzungen. Versetzt man jetzt 
den Punkt c, auf der Fläche 91 in willkürliche Bewegung^ während 
alle übrigen Punkte c, d ihre anfänglichen Lagen beibehalten sollen, 
so werden jene Voraussetzungen \^1.) beständig erfüllt bleiben, ab- 
gesehen Ton gewissen einzelnen Lagen r,', r,", r/", . . . des Punk- 
tes Ci. Und hieraus folgt, dass die Gleichung (4.), abgesehen Ton 
den speciellen Lagen r/, r,", c^"\ . . . , gültig ist lur jedwede Lage 
des Punktes c,, und dass sie daher [so weit ihre beiden Seiten be- 
stimmte Werthe behalten] selbst noch gültig bleibt für jene spe- 
ciellen Lagen f/, f/', r,'", . . . Analoges ergiebt sich, wenn man 
jetzt zweitens den Punkt c^ in Bewegung versetzt. U. s. f. EHe 
rrleichung ^4.) ist daher [so weit ihre beiden Seiten nicht etwa un- 
bestimmt werden] allgemein gültig für jedwede Lage der 2p Punkte 
c, d. 
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Also der Satz: Versteht »k»n unter F{ß) den Quotienten: 

r\ TTM - ^^^«il" '^- (^+ w,((l,)., . + w,(rf^)]) 

K^O ^ W ^(w^(^) -[w;{c,) + Wa(c,) . . . + w^(cp])' 

so gilt die Formel: 
(6.) iv?^ = //^*' " • 

f/iid jer«Yir M;/rd rfeese Fortnel, sotveit ihre beiden Seiten überhaupt be- 
stimmte Werthe repräsentirenj gültig sein für ganz beliebige Lagen 
der (2p + 2) Funkte z, Zq und q, e^, ... Cp, dj, dg, . . . dp. 

Diesen einfachen Satz vorangeschickt, gehen wir jetzt über zu 
unserm eigentlichen Gegenstande. Es sei f{z) irgend welche auf 
Sl reguläre Function g**" Ordnung. Ferner seien («i . . . /5i), («^ . . . ft), 
(«^ . . . Ai) irgend welche simultane Bahnen der q Niveaupunkte von 
(7.) /'(-?); und zwar mögen diese Bahnen die Curven a» nach Belieben 
überschreiten dürfen^ nicht aber die Curven b^. Alsdann gilt nach 
dem ÄbeU sehen Theorem [vgl. (20.) pg. 303] die Formel: 

(8.) S^[arc.(Ä) - ar,. («,)] = log ^|^| - log ^i|-I-J , 

oder, was dasselbe ist, die Formel: 
(».) ^§>.-<^.)-..<V_(«*^|)(M^A)-, 

WO A und B die Werthe von f{z) respective in a^, aj, . . . a^ und 
ßi, ß^, . . . ßq vorstellen. 

Nimmt man nun für (c, d) der Reihe nach beliebige p Punkt- 
paare (Ci,rf,), (c^fd^, •'•(Spj^p)} und multiplrcirt alle so sich er- 
gebenden Formeln (9.) mit einander, so erhält man: 

(.0.) &'i;K'''"**'"""""''l-ä'lG^)e-^n • 

Die linke Seite dieser Formel kann aber, nach (6.), auch so ge- 
schrieben werden: 

(lOa.) JI W) , 

oder, weil F{z) die Function (5.) repräsentirt, auch so: 

Ciob.) ff \(^,^^S^-J!!-1) r^l^^^rJ^r M , 
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wo Ca und Do die iu (5.) in den eckigen Klammern enthaltenen 
Ausdrücke vorstellen. Deuigemass gelaugt mau also zu folgen- 
dem Satz: 

Theorem. — Man marlire auf 9i irgend weldic Putikte c,, Cg, 
' * ' Cpy rfj, rfg, ... dp, und setze zur Abkürzung: 

(\\\ Ca = Wo^Cjj -f- Wo {C^} . . . -|- Wrt(Cpj, 

Da = Wo(rfj) + Wa((L) . . . + W„((/p\ 6 = 1, 2, . . .p. 

Verstellt man alsdann unter f\z) irgend eine auf 91 nguläre Function 
g**' Ordnung, femer unter (a, . . . /3,), (a^ . . . /J^), . . . (a^ . . . ßq) irgend 
tcelclie simultane Bahnen der q Niveaupunkte von f{z), und setzt 
man voraus, dass diese Bahnen wohl die Curven a^, nicht aber die 
Curven hg überschreiten, so findet die Formel statt: 

_ ^^'\(H^n(ßj^-J>n)\m^a^ßj)^„)Y^\ 

Dabei bezeichnen A und B die Werthe von f{z) in a^^ a^, , , . a^ 

und ßif ßi, . . . A/- 

^yählt man z. B. für «,, cr^, . . . er, die Pole der Function /"(-?), 
so wird A = oo; so dass in diesi^n Fall die Formel die einfaclure 
Gestalt erhält: 

f(z) ist eine willkürlich zu wählende, auf 9i reguläre Function. 
Man kann also fur./Y^) z. B. auch z selber nehmen: 

t(z) = z. 

Die Niveaupunkte von f{z) verwandeln sich alsdann in die Niveau- 
punkte von z, d. i. in diejenigen Punkte, in denen z einerlei VVerth 
hatv Mit andern Worten: Die in Rede stehenden Niveaupunkte sind 
alsdann dargestellt durch je n in der t^blättrigen Fläche 9t an ein 
und derselben Stelle übereinander liegende Punkte; woraus folgt^ 
dass die Zahl q in diesem Fall = n wird. 

Gleichzeitig erkennt mau, dass die simultanen Bahnen der in 
Rede stehenden n Niveaupunkte im gegenwärtigen Falle durch je n 
in den n Blättern der Fläche 91 genau übereinander liegende Cur- 
ven dargestellt sind; — so dass also der vorhergehende Satz (12.) 
folgende Gestalt annimmt: 
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Specielleres Theorem. — Sind auf der Fläclie 81 irgend weldie 
Punkte c^y C29 . . . Cpj d^, d^, . . , dp markirt, und seist man: 

Ca = Wa(Ci) + Wö(C3j) 1- Wa(Cp), 

Da = Wö(rf,) + Wa(d^) h W„(rfp), <y = 1, 2, • • -p, 

SO gilt die Formel: 

Dabei sind unier A und B beliebige Cofistanten zu versteht^. Femer 
repräsentiren a^, a^, ... a« die in der Fläche 9fl bei z = ^, überein- 
ander liegenden PunJcte, und ebetiso ß^, ß^, ... ßn die bei z = B über- 
einander liegenden Punkte. 

DocJi dürfen jene beiden Constanten A, B nicht ganz ad libitum 
gewählt werden. Vielmehr müssen die beiden Stellen x? == A und z = B, 
(15.) falls die Formel (14.) gültig sein soll, der Art gewcUdt tverden, dass 
man von z = ^ aus nach z = B hin einen alle n Blätter der Fläclie 
durcJidringenden Schnitt zu führen im Stande ist, welcher keine der 
Curven bx durchkreuzt. 

§2. 

Die Lösung des Jaoobi^sohen Umkehrproblems. 

Das Jacübi'sche Umkehrproblem bestellt [vgl. (5.) pg. 352] in 
der Ermittelung desjenigen Punktsystems z^, z^y . . . Zp, welches den 
Formeln entspricht: 

(16.) Wa(-?,) + ^^o{zS) . . . + yfn{Zp) : - Va, (J = 1, 2, . . . p, 

wobei Fj, Fg, . . . Vp als bcliebi(/e Variabein zu betrachten sind. 
Genauer ausgedrückt besteht also dieses Problem in der Ermitte- 
lung desjenigen Punktsystems ;2fi, ^2» • • • ^py welches, in Verbindung 
mit irgend welchen ganzen Zahlen m, n, den 2) Gleichungen Ge- 
nfige leistet: 

(16a.) w„(;8f,) -f w„(z^) [- w„{Zp) = Fe, + ^^'j^i + ^xn^ho. 

Um dieses Problem zu lösen, bezeichne man die linken Seiten 
der Formeln (16.a) zur Abkürzung mit Zai 

(17.) W„(;8f,) + yfo{z^ h W„(;?p) = Za. 

Femer markire man auf SR p feste Punkte Cj, Cg, . . . Cp von ganz 
beliebiger Lage, und setze: . 



380 Fünfsehnies Capitel. 

(18.) Wa(c,) + yfoic^) 1- W«(Cp) = Ca. 

Sodauu bilde man irgend eine auf 9fl reguläre Function f(/) 
von beliebiger, etwa 7**" Ordnung, und construire irgend welche 
simultane Bahnen («i . . . ßi), («a . . . ß^), . . . («^ - • > ßq) ^^^ q Niveau- 
punkte von /'(^), jedoch in solcher Weise, dass diese Bahnen die 
Curyen hx{ic = 1,2, , ,2^) nirgends überschreiten, und bezeichne end- 
lich die Werthe von f{is) in den Anfangs- und Endpunkten dieser 
Bahnen respective mit A und B. — Alsdann ist zufolge des Theo- 
remes (12.): 

tJA v(c,) - bJ \f(c,) - a; I 



= n 






In dieser Formel können die Z„ durch die Vo ersetzt werden. Nucli 
(16.a) und (17.) ist nämlich: 

Z„= V„ + m„7ti + U^fiyha, 
mithin: 

(Wa(ft) — Zo) = (yfa(ßj) — Va) — m„7ti — S^n^b^a, 

(wa(ff,) — Zo) = (w„(«^) — V„) — m„yci — I^xH^Ka, 

wo die fHf n unbekannte ganze Zahlen vorstellen. Somit folgt aus 
(28.) pg. 330: 

wo ^^ die Bedeutung hat: 

tfV = -^2WarW„(ft) — Wa(cf/)]. 

Dem gemäss ist z. B.: 

t^'i + ^2 H h ^7 = w ( 2Wcr 2 [w^(ft.) - Wo(a;)]), 

also unter Anwendung des AbeFschen Theorems [vgl. (B.) pg. 294]: 

^1 + *2 H [-%= 2 {2n„Mont) = N • 2jri, 

0=1 

wo die if' s (/anj^c Zahlen sind, mithin Gleiches auch von N gilt. 

Mit Rücksicht auf diese letzte Formel aber ergiebt sich aus (20.) 

sofort: 
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Dies aber in (19.) substitnirt, erhält man offenbar eine Formel, 
welche von (19.) selber nur dadurch sich unterscheidet, dass statt 
der Z„ die Va auftreten; und gelangt daher zu folgendem Resultat: 
Lösung des Jacohrschen Problems. — Soll das Jacobi'scJie Um- 
Jce/irprobleni (16.), (lü.a) gelöst werden, so markire man zuvörderst auf 
SR irgend welctie festen Puncte c^y c,, ... Cp, und setze: 

(22.) Wa(Ci) + Wc(C2) f- W^(Cp) = (7a, (5=1,2, p. 

Sodann bilde man irgend eine auf SR reguläre Function f(z) von be- 
liebiger ^ etwa if"^ Ordnung y und construire irgend wdclhe simultane 
Bahnen (a, . . . /3i), («g • • • ß^)^ • • • i^i -- - ßq) ^^ 2 Niveaupunkte 
von f{z), jedoch in solcJier Art, dass diese Bahnen die Curven K 
(x = 1, 2, . . .|)) nirgends überschreiten , und bezeichne endlich die 
Werthe von f(z) in den Anfangs- und Endpunkten dieser Bahnen 
respective mit A und B. 

Alsdann gilt zur Bestimmung der gesuchten Punkte z^y z^, ... f^p 
die Formel: 



(23.) 



S[V(c||)-b7(7 




(Ca) - > 

_ ^Tl\i-^^''^^J^ ""-^^ /^(^(P>) -_MV' 

fA 1 \<^K,^) - ^o)/ U(wa(«;) - c„)) 



Diese Formel entliält, ausser den construirten Constanten c, C, a, A, 
/J, B, nur nodi die Variablen: 

fMy /"W; • • • fM ^nd Fl, Tg, . . . Vp. 

Man kann nun solclier Formeln (23.) beliebig viele bilden, in- 
dem man die Constanten a^, a^, ... a^, A und ßi, ß^, . - • ßq, B inner- 
hcUb des ihnen durch die Constmction angewiesenen Spielraumes beliebig 
variiren lässt. Bildet man aber in dieser Weise im Ganzen p solche 
Formeln (23.), so kann man mittelst dieser p Formeln die Grössen 
f{^i)> f(^i)f • • • f(ßp) ausdrücken als Functionen von V^, V^, ... Vp, 

Allerdings sind hierdurch die z^, z^, ... Zp noch immer nicht 
völlig bestimmt Denn f(z) ist eine reguläre Function q^"^ Ordnung; 
so dass also z. B. durch Kenntniss des Werthes von f^z^) im Ganzen 
q Punkte z^ sich bestimmen, unter denen nur einer der gesuchte sein 
kann. 

Man kann aber, in derselben Weise wie f(Zi), f(z^), . . . f(^p)y 
z. B. auch (p(Zi)t (p{z^), ... (p(Zp) berechnen, falls nämlich (p(z) 
irgend welche zweite auf ?R reguläre Function repräsentirt. U. s. w. 

Empfehlenswerther als dieses sehr umständliche Verfahren, 



382 Fünfzehntes Capitel. 

dflrfte folgendes sein: Man nimmt zur Function f{z) das Argument 
z selber. Die Niveaupunkte von t\z) verwandeln sich alsdann in 
die Niveaupunkte von g, d. i. in diejenigen Punkte, in denen s einerlei 
Wertli hat. Mit andern Worten: Die in Rede stehenden Niveau- 
punkte sind alsdann dargestellt durch die in der 92-blättrigen Fläche 
9t an ein und derselben Stelle übereinander liegenden n Punkte; 
woraus folgt, dass die Zahl q in diesem Fall = n wird. Der vor- 
hergehende Satz nimmt daher, bei dieser Specialisirung, folgende 
Gestalt an: 

Einfachere Lösung des Problems. — Man ntarlve tcied&rum 
aiif^ zuvorderst irgc^id welche festen Punlcte ^i, ^2, . . . Cp, wwd setze: 

(n ) ^"^^'^ "*" ^"^^'^ *" "^^"^^^^ ^ ^''" ^^^' ^' '" ^^' 

Sodann warkire man weiter auf der n-hlättrigen Fläche 91 an irgend 

zwei Stellen r = A und z = B die übereinander liegenden Punkte «„ 
«^, ... a« und /3,, ß^^ ... /S«; dabei wälüe man aber diese beiden 
Stelleti in solcher Weise, dass man, von z = fi<i aus, nach z = B hin 
einen alle n lilütter der Fläche 91 durduiringoulen Schnitt zu führen 
im Stande ist, welcher leine der Currm b^ (x ^ 1,2, ...j>) durch- 
kreuzt. 

Alsdann gilt für die unbekannten Funkte r, . r^, . . . r^ fdgetide 
Formel: 

/r|(:::i)C:~ri= 

JUese Formel reprüsentirt chic Hclalion ^icituhen den Variablen 

Jienkt man sich nun, durch Variation der Constanti-n A und B im 
(ranzen p solehe Formeln \^i\) henjestellt, so Itestimmen sich mittelst 
dieser die Punkte z^, z^, . . • z^ als Fuuctionen von T,, 1\, ... T^. 

§^^- 

Fortaetsung. Anwendung auf den Specialfall der hyperelliptischen 

Integrale. 

Für 9i sei gegeben diejenige 2jp-fach zusammenhangende rim- 
hiäitrige Riemann'sche Kugeltlache 9i, auf welcher die Function 



(26. ) if = Yiz — <?,) I r — Ai) ( z — </. 'u- — A. ) . . . i^z — i^p+i^ (z — *^i) 
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in eindeutiger Weise sich ausbreitet, wo die g, h beliebig gegebene 
(reelle oder complexe) Constanten vorstellen. Und auf dieser Fläche 
seien die 2p Riemann'schen Curven Ox, K in solcher Weise fest- 
gesetzt, wie in der Figur pg. 359 für den speciellen Fall p = 3 
näher angegeben ist. 

Es handelt sich nun wieder um die Lösung des Jacobi'schen 
ümkehrproblems, d. i. um die Ermittelung derjenigen Punkte ^r,, 
02 f • . • ^py welche den Formeln 

.) ^o{0i) + Wa(^2) • • • + ^o{s}p) ~: Vo, (J = 1 , 2, • . • |), 

entsprechen. Zu diesem Zwecke markiren wir zuvörderst auf SR 
irgend welche festen Punkte c^, Cg, ... Cp und dj, (Ly ... dp und 
setzen : 

Wa(rf,) + W„(rf2) h ^a(dj) = Da, (J = 1 , 2, • • • |). 

Dies vorangeschickt, wollen wir jetzt den vorhergehenden Satz 
(25.) auf den gegenwärtigen Fall in Anwendung bringen. Dabei 
sind alsdann auf der Fläche 91 irgend zwei Stellen £f = A und s = B 
willkürlich zu wählen, jedoch [vgl. den vorhergehenden Satz] in 
splcher Weise, dass man in der Fläche SR von der einen Stelle zur. 
andern einen beide Blätter durchdringenden Schnitt zu führen im 
Stande ist, welcher keine der Curven fcx durchkreuzt. Ein Blick 
auf die Figur pg. 359 zeigt daher, dass man für z = k und 
js: = B z. B. die beiden Windungspunkte g^ und A, wählen darf, oder 
auch g^ und Ag, u. s. f. Man kann also den vorhergehenden Satz 
(25.) in Anwendung bringen, indem man dabei für (A, B) irgend 
eines der {p + 1) Punktpaare (r/^, Ar) eintreten lässt. Die bei 
z := K= gt über einander liegenden Punkte a^, a^ verschmelzen 
alsdann, weil gt ein Windungspunkt ist, zu einem einzigen Punkte, 
der kurzweg mit A oder gt zu bezeichnen sein wird. Desgleichen 
verschmelzen alsdann die beiden bei z=B = h^ übereinander liegen- 
den Punkte ßi, /3g zu einetn einzigen Punkte B oder A,. Demgemäss 
wird das auf der rechten Seite der Formel (25.) stehende Product 
die Gestalt besitzen: 

7lF(a,, ßj\ 
d. i. die Gestalt 

80 dass also jene Formel (25.) folgendes Aussehen erhält: 
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// i 1 W - B/ Vci - A;/ \ — \9 (w„ (A) - V„)J \9 (w„ (A) - C„)J 
Und diese Formel kann unter Einführung des Functionszeichens: 
^9Q^ ,f ^ (^. - B) (.-, - B) • • ■ (g^ - B) 

einfacher so dargestellt werden: 

Denkt man sidi nun diese Fortnel (p + 1) McUe hingeschrieben ^ indem 
nian dabei für (A, B) der Beihe nach die Punktpaare (g^, AJ, (g^, h^), 
• • • (gp-fi, hp^i) eintreten lässt, so erhält num im Ganzen Cp + 
Gleichungeil, von denen bereits p ausreichend sind, um z^, z^, ... Zp 
ofe Functionen von V^, Fg, ... Vp zu bestimmen, 

Hiemit ist das Jacobrsche Umkehrproblem für den gegenwär- 
tigen Fall absolvirt. Es bleibt noch übrig, diese Lösung weiter zu 
vereinfachen. 

Die Gleichung (30.) findet statt zwischen je zwei den Formeln 
(27.) entsprechenden Werthsystemen der Variablen z^, z^, ... Zp 
und F,, F2, . . . Vp. Sie wird also [zufolge (28.)] z. B. auch stattfinden 
zwischen q, c^, ... Cp und C,, (7^, ... Cp, ebenso zwischen d^, d^, 
. . . dp und Z>i, Z>2, ... Dp- Durch Substitution dieser letzten Werthe 
erhält man: 



Vnw^(A) - nj) V"^(w„ (A) - Cj7 ' 



oder, falls man fQr die Da ihre eigentlichen Bedeutungen (28.) ein- 
treten lässt: 

^ ^^ ^"(c,; c„ . . . cp \4^(w^{A) ~'4w^((i^.))y U(w„(A) - 0,) y ^ 

die Summationen ausgedehnt gedacht über J '^^ 1,2,"- p. In dieser 
Formel (31.) repräsentiren rfj, d^, ... rf^» belitbig zu wählende Punkte; 
so dass also die Formel gültig bleiben wird bei jedweder Variation 
dieser Punkte. Hievon soll sogleich Gebrauch gemacht werden. 
In (30.) und ebenso in (31.) war unter (A, B) irgend eines 
der Punktpaare (^j, äJ, {g^, Ag), ... {gp^i, Ap+i) zu verstehen. 
Wir wollen uns jetzt für (A, B) irgend ein bestimmtes dieser (p + 1) 
Punktpaare festgesetzt, die übrigen p Punktpaare aber in irgend 
welcher Reihenfolge mit (A|,B|), (Aj, Bj), ... (Ap, Bp) bezeichnet 
denken. Nehmen wir nun in (31.) für die willkOrlichen Punkte 
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rfj, d.,f , , . dp einmal die Aj, Ao, ... A^, das andere Mal die B,, 
B^, ... Bp; so erhalten wir: 

•^(A,, Aj, • • • Ap 
und: 



M c.. • • • cp \^(w,,(A) - -S.w^cB^.))/ U(vv„(A) - Cj) ' 



und hieraus durch Multiplication und Wurzelausziehung: 






wo K die Bedeutung hat: 



f^^\ K^ ^K;(B)~^^w„(A.)) ^ (w,(B)-2;^ .w,(B.)) 

die Summationen stets ausgedehnt gedacht über j= 1,2, •••!?. 
Schliesslich folgt aus (30.) und (32.) durch Division: 

Bemerkung. — Es ist nach (19.) pg. 361: 
2 [w^(ÄJ — w^O/,)] = + a„i , 
2[w^(/»,) — w^(^2)] ^ + a^, 



(35.) 



2[w„(/»P — w^C^Tp)] = + a^^, 
woraus durch Addition folgt: 

Gleichzeitig folgt aus (35.) , mit Rücksicht auf die bekannte Bedeutung 
der a^^i 

2[w,(/i,)~w,(^,)]=3fj2>«», 



(37.) 



wo die M^ lauter ganze Zahlen sind, von denen eine =» 1, eine andere 
SB — 1 , and die übrigen =» sind, so dass also die Beziehung stattfindet: 

(37 a.) Jtfa<" + Jtf „'*' • • • + Jtf„<^'> •= 0. 

Man mann, Abel'sche Integrale. 9. Anfl. 25 
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Wir haben nun im Vorhergehenden die Punktpaare (g^, Äj, 
(5^2; Äg)» ••• (ä>4-17 Äp4_i) in irgend welcher beliebigen Reihenfolge mit 

(A,B), (A„BO, (A^Bg), ... (A^,B^) 
bezeichnet. Zufolge (36.) ist daher z. B.: 

(38.) w.(A) + ^^ w„(A,) = w,(B) + ^,w,(B^) = La, 

WO La den gemeinschaftlichen Werth der beiden Ausdrücke vor- 
stellen soll. Ferner folgt aus (37.) z. B.: 

(39.) 2[Wa(B) — Wa(A)] = MaTCi, 

und ebenso: 
(40.) 2[wa(B,) — w.(A,.)] = Ma^^^i, j=l,2,...i), 

wo die M und die M^-') gan^ Zahlen sind. 
Nach (33.) war nun 

f^( w, (B) - £.w„ (A^.)) ^ (w^(B) - SjW^jB j)) 

die Summationen ausgedehnt über j = 1,2, - ' - p. Eliminirt man 
diese Summen 2J,w„(A;) und ZjWo(Bj) mittelst der Formeln (38.), 
unter Einführung von La, so ergiebt sich: 

^ ^(w,(B) + w,(A) - LJ ^(2w^(B) - LJ 

^(2w„(A) - La) »(^aW + w,~(B) - Lj > 

oder, was dasselbe ist: 

_ ^(2w, (B) - Z ,) 

^(2w,(A)-Xj' 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf (39.), unter Anwendung des Satzes 
(27.) pg. 330, sofort: 
(41.) K = 1. g. 6. rf. 

Somit gelangt man, auf Grund von (34.), zu folgendem Resultat 
Soll dfis Jacobische Umkehrprobiem für diejenige stceiblätirige 
Rieinannsche Kugelfläche 91 geliist uerden, auf tveUker die Function 

(42.) s = y [T- g,) {2 — Äj) (.3 — g^) {s — K) - • • (/— g^i) (s — A^i) 

in eindeutiger Weise sich ausbreitety so bezeichne man die Timkipactre 

(Piy M- {Pif K^y • ' • (äH-1? Äp-fi) m irgend Ktldker beliebigen 
Keilienfolge mit 

(A, B\ {^„ B,), (A,, B,), ... (A^, B^). 
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Alsdann gilt, wenn zur Äbkürgung 

fJL^ ^ (*> - B) («, - B) • • • (ir - B) 

^^•^ ■(.;^^)-(.r^A) : :tü^ --Ä) = * (^i ' ^.. • • • ^.) 

gesetzt tvirdy für die unbekannten Punkte z^, z^y . . . Zp folgende Formel 
[vgl. (34.) und (41.)]: 

Diese Formel repräsentirt, weil (A, B) ein beliebiges unter den 
(p+ 1) Funktpaaren {g^, äJ, {g^, h^), • • • (ßpj^i, hp^i) vorstellt, mn 
Ganzen (p + 1) Gleichungen, von denen bereits p ausreidiend sind, 
um Zi, z^y • • • sSp als Functionen von F^, V^, • • - Vp zu bestimmen. 

Dieses Besultat (44.) ist, abgesehen von einer etwas anderen 
Bezeichnnngsweise, in vollem Einklang mit der früher erhaltenen 
Formel (60.) auf pg. 374. 
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Sechzehntes Capitel. 
EfnfUirang der Fnndamentalftinetionen einer gegebenen Fliehe. 

Um nachträglich die Riemann'scheu Existenztheoreme [pg. 238, 
239] zu beweisen, werde ich in diesem und den beiden folgenden 
Capiteln zuvorderst gewisse Fundamentalfundionen einführen, sodann 
die Fundamentalfunctioneu einer Kreisfläclie näher untersuchen, und 
sodann schliesslich den in Rede stehenden Beweis wirklich liefern. 

§ 1- 

Einige Bemerkungen über monogene Functionen. Einfohrang 

des Wortes^ harmonisch. 

Es sei f(2) = U -{■- i Feine monogene Function von ^ == x-\-iy: 

(1.) U + iV = f(z) ^ fix + iy). 

Alsdann ergeben sich durch Differentiation nach x respective y die 
Formeln: 

(2.) 

Cy cy ' V / 

Hieraus folgt sofort: 

(3.) f-er = und 1^+1-^ = 0, 

^ ^ öx cy cy ^ €x ' 

und hieraus folgt weiter durch Elimination von F, respective Ui 

(4.) - .. + -TT-j = und 3-7 + ö— 5- = 0. 

^ ^ rx^ ' ry' dx* ' cy* 

Nimmt man nun an, die Function f{8) sei auf irgend einem 
Gebiet 31 der ;2r-Ebene eindeutig und stetig, so gilt Gleiches innerhalb Ä 

Q TT " TT 

[Satz pg. 23] auch von f'{z)y also nach (1.), (2.) auch von t/, 7,- , ^^ 

ex ^ y 

und F, ^- , v^ . Also der Satz: 
' ex ^ cy 



(5.) 
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Ist eine Fufiction /(^) = U -\- iV auf' einem gegebenen Gebiet ?l 
der Z'Ebene eindeutig und stetig , so gilt offenbar Gleiclies daselbst 
auch von U, Ueberdies aber tmrd U innerhalb % den Formeln ent- 
sprechen: 

du dU . d*U .d*U _^ 

Genau dasselbe ist von V zu sagen. 

Dieser Satz ist fast unmittelbar übertragbar auf solche Functionen 
f(jf)y die eindeutig und stetig sind auf irgend einem Theil © einer 
mehrbläUrigen Hiemannschen Kugelfläche. Eine Ausnahme findet 
dabei offenbar nur statt in den Windungspunkten Denn in diesen 
kann bekanntlich [vgl. pg. 124] aus der Stetigkeit von f{z) noch 
kein Schloss gemacht werden auf die Stetigkeit von f'{z). 

Um nun, trotz dieser Ausnahmefälle, ein fQr die ganze Fläche 
@ gleicJimässiges Verfahren eintreten zu lassen , zerlege man @ zu- 
vorderst in einzelne Stücke, der Art, dass jedes dieser Stücke eines 
natürlichen Zustandes föhig ist. Bezeichnet man irgend eines dieser 
Stücke in seinem ursprünglichen und natürlichen Zustande mit 

Vi(CyZ), respective ?l(y, S), [vgl. pg. 96, 97], 

oder ausführlicher mit 

U (a + i^} ^ + iy)y respective Ä (a + *A I + *^); 

so ergeben sich für die auf diesem Flächenstück ausgebreiteten 
Functionen zweierlei Ableitungen, nämlich einerseits die Ableitungen 
nach X, y, und andererseits die nach |, i]. Die ersteren mögen die 
ursprünglichen y die letzteren die natürlichen Ableitungen genannt 
werden. 

Da nun die gegebene Function f^=f{p) = U -{- iV auf ©, mit- 
hin auch auf U und "ü eindeutig und steUg sein soll, so kann man, 
was Ä betriff ty die frühere Schlussfolge (1.), (2.), (3.), (4.) von Neuem 
wiederholen, wobei alsdann gegenwärtig statt x, y, z die Buchstaben 
I, riy 5 eintreten werden. Also der Satz: 

Ist die Function f{z) == U -\- iV auf irgend einem TJieil @ einer 
Bicfnann'sclien Kugelfläche eindeutig und stetig^ so gilt Gleiches da- 
(6.) selbst aiAch von U. Detikt man sidi überdies die Fläche © in einzelne 
Stücke zerlegt, deren jedes einen natürlichen Zustand anzunehmen 
vermag, so werden die natürlichen Ableitungen von U innerJuilb 
eines jeden solchen Stückes den Formeln entsprechen: 
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Genau dasseUjo ist von V sii sagen. 

Zur AbkürzuDg mag im Folgenden jede mit den Differential- 

(6b0 eigenschaften (ria.) behaftete Function schlechtweg eine luirmonisdie 

Function genannt werden. 

Genaueres. — Ein beliebig gegebener Theil @ einer Riemann^Bchen 
Kugelfläcbe kann immer in einzelne Stöcke zerlegt werden, deren jedes eines 
natürlichen Zustandes fähig ist. Und eine auf @ aasgebreitete Function 
r= U {Xy y) soll innerhalb S harmonisch heissen, sobald innerhalb eines 
jeden solchen StQckes die natürlichen Ableitnngen von U den Formeln 
entsprechen : 

Ich habe mich hier bei Benutzung des Wortes „Jiarmonisch^* einem 
schon vorhandenen Sprachgebrauch angelehnt [vgl. z. B. das Handbuch 
der theoretischen Physik von Thomson und Tait^ Braunschweig 1871, 
Band 1, Theil 1, Seite 156]. Dabei habe ich allerdings diesem Worte, 
mit Hficksicht auf die hier zu behandelnden Gegenstände, eine gewisse 
speciellerc Bedeutung zuertheilt. 

Solches festgesetzt, kann man also den vorstehenden Satz (6.) 

jetzt auch so aussprechen: Ist eine Function f(z) = U -{- iV auf 

irgend einetn Theil © einer Uieniaym selten J^MgelfläcIhe eindeutig und 

(7.) stetig, so tvird ihr reeller Theil U innerlmlb © harmonisch sein. 

Gleiches ist von V zu sagen. 

Wir wollen jetzt untersuchen, in wie weit dieser Satz utnkehr- 

bar ist, also untersuchen, ob eine auf @ eindeutige, stetige und 

harmonische Function U = U (x, y) stets als der reelle Theil irgend 

einer monogenen Function f{z) angesehen werden darf. Zu diesem 

Zweck zerlegen wir wiederum © in einzelne Stücke U^, Ug, . . . und 

bezeichnen die natürlichen Zustände derselben mit 81^, Slg; • • • Da 

nun U auf ©, mithin auch auf Ux und Stx eindeutig, stetig und 

harmonisch sein soll, also z. B. auf Stx den Bedingungen entspricht: 

jj dlJ rU . .. c^U , d'U ^ 
U, ,g, ^, stetig, ^ + — = 0, 

so ergiebt sich leicht [vgl. pg. 6, 7]: 
oder, was dasselbe ist: 

Diese Formel kann man offenbar auch so schreiben: 
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oder, weil sf = x -{- iy eine monogene Function von f = 5 + *^ ist, 
mithin die Relationen stattfinden: 

äi = ä^^^^äl + ä|- = ^' 

auch so: 

/„jasif-'3?i-:)^'+('iif-i^if)^«l=o. 

f\ YY f"- TT 

oder, falls man nach ^— und -5— ordnet, auch so: 

' ox oy ' 

fuß ^y - '-^l '^^) = ^- 

Denkt man sich aber diese Formel der Reihe nach für edle Stücke 
U|, U^,... der Fläche @ gebildet, und air diese Formeln addirt, 
so erhält man offenbar: 

so dass man also vorlilufig zu folgendem Satz gelangt: 

Ist eine Fmiction U = U(x, y) auf irgend einein Theil © einer 
Rieniann seilen Kugelfläche eindeutig, stetig und harmonisch^ so 
gut stets die Formel: 



W /e (I? "» - If -'') - ». 



die Integration positiv erstreckt über alle Randcurven von ©. 

Dieser Satz ist selbstverständlich auch anwendbar auf jeden 
Hieil von @. Ist nun insbesondere die Fläche @ einfädle zusammen- 
hängend, so wird dieselbe durch jedweden Rückkehrschnitt ö in zwei 
getrennte Stücke zerfallen, von denen eines lediglich von begrenzt 
ist. Demgemäss ergiebt sich durch Anwendung der Formel (8.): 



f,{^l^y-^ij'^'')=-^-^ 



so dass man also [vgl. die einfachen Betrachtungen pg. 195 — 197J 
zu folgendem Satz gelangt: 

Theorem. — Bepräsentirt @ einen einfach zusammenhängen- 
den Theil einer Biemann'sdien Kugelflädie, und ist die Function 
17 == U{x,y) auf Q eindeutig, stetig und harmonisch^ so wird 



das voH einem fesien Pui\kk x„, y^ 
auf © beschränkte Inteyral 
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iijehende, und in seiner Beueguwj 



(9.) 






dp- 



-dx) 



^v 



eine Function von x, y sein, die auf © eindeutig und stetig ist. 
Die so definirte Function V hesiizt [zufolge (9.)] die Eigenscliafleti: 

dy dx' dx dy ' 

Und demgcniüss repräsenHH also das Binom 

(10.) U-hiV 

eine monogaie Fimdion von j ^ x -f- ij/, wcIcJie (»(/"© eindeutig 
und stetig ist. 

Dieser Satz lässt sicli leicht übertragen auf den Fall einer 
nidirfach zusanimeuhängenden Flüche. Man erhält alndann folgendes 

Allgemeineres Theorem. — Ist die Function (/= U{x,t/) ein- 
deutig, stetig und harmonisch auf irgend einem mehrfach su- 
samnwnluiiujimden Theil © einer Biemann'sdven Kitgclfläche, und lienkt 
man sich diesen Theil @ durch irgend uieldie Schnitte ff, , ff^, . . . 0, üt 
eine einfach eusammenhiingmule Fläclie verwandelt, so wird U ier 
reelle Theil einer monogenen Function 

(lOa.) U+iV 

sein, welche auf ©, mit Ausnahme der Cnrven ff,, ffj, . . . ff», eindeu- 
tig und stetig, in jeder solchen Vurve aber mit einer constanten 
und zwar rein imaginären Werthdifferem behaftet ist. 

Bemerknng. — Denkt man sich die Flfiehe S in lauter kleine Stücke 
11 verlegt, deren jedes einen natürlichen Zustand nczunehinen f^ig int, 
and diejenigen Stücke U, welche die IntegrationHCurve de» Integrals (O,) 
durchtüuft, der Reihe nach mit 11,, Ilj, ■ > . U, bezeichnet, ao kann das 
Integral selber dementsprechend in n Theile zerU'(>t werden. Und der 
einem einzelnen cotcben U zugohürige Integraltheil ist aladaiui in die Form 



/f 



,1.,- 



rll 



« 



veriii'tib^ir, vo |, tj la x,y iu derselben Beziehnng stehen v 
Diese Zerlcgbarkeit und Umformbarkeit des Integrales 
lieber Integrale int stets im Auge zu behalten. Sie ist 
achten, falls man die im Satxo (9.) Ober die Sletigkeit vo 
Behauptung wirklich beweisen will. 



auf pg. 389. 

9.) und ahn- 
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§ 2- 

Aufstellung einer gewissen Fundamentalaufgabe. Begriff der 

Fundamentalfunctionen. 

Die Function i/ == U{Xj y) sei a%if irgend einem Theil @ einer 

(11.) Riemann'sclien Kugelfläche eindeutig und stetig, und innerhalb © 

harmonisch. Wir stellen uns die Aufgabe, diese Function U näher 

zu untersuchen, und namentlich den Punkt näher zu bestimmen, in 

welchem sie auf © den grössten Werth hat. 

Bemerkung. — Wir unteracbeidun hier und im Folgenden zwischen 
auf und innerhalb. Unter den auf © gelegenen Punkten Terbtehen wir 
nUmlich alle Punkte der Fläche @, inclusive ihrer Rand punkte, unter den 
innerhdlb S befindlichen Punkten hingegen alle Punkte der Fläche S, ex- 
clusive ihrer Bandpnnkte. Und in analoger Weise benutzen wir die Worte 
auf und innerhM auch bei Angabe irgend welcher Eigenschaften einer 
auf @ ausgebreiteten Function. 

Uebrigens werden wir statt „au/* ©'* zuweilen auch mit schärferer 
Accentuirung sagen: „tn Erstreckwhg vmi ©** oder „tn ganzer Erstreckung 
von ©'*. 

Da die Function TJ nach unserer Voraussetzung auf © eindeu- 
tig und stetig sein soll, so unterliegt es zuvörderst keinem Zweifel, 
dass sie auf © in irgend einem Punkte einen Maximalwerth erreicht. 
Dieser Punkt soll näher bestimmt werden. 

Zu diesem Zweck markiren wir irgendwo innerJialb @ einen 
Punkt c. Gleichzeitig construiren wir das Bereich U (c, z) oder 
% (y, 5) dieses Punktes, und zwar in solcher Weise, dass einerseits 
U völlig innerliaXb © liegt, und dass andererseits St eine um y (als 
Centrum) beschriebene Kreisfläche vorstellt. Alsdann ist U in ganzer 
Erstreckung von U oder % eindeutig, stetig und harmonisch. Zu- 
folge (10.) existirt daher eine monogene Function 

ü+iV, 

welche auf U oder % eindeutig und stetig ist. Diese letztere aber 
wird im Centrum y der Kreisfläche % einen Werth haben, der nach 
dem Cauchy'schen Satz [pg. 21] folgendermassen darstellbar ist: 






31 i 

Setzt mau nun hier in bekannter Weise 

g — y = Q&^y mithin . _ = i dd", 
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wo Q den von y nach 5 gehenden Radius^ und d" das Azimuih des- 
selben vorstellt, so erhält man: 



und folglich: 
(1^) Uy = „-- r Ud» und V, = ^ C Vd». 

' 2ji«' ' 2%»/ 

U 

Die orKte dieser beiden Formeln nimmt, falls man das Randelement 
der Fläche 31 mit rftf, und den in da vorhandenen Werth U mit 
Uo bezeichnet, die Gestalt an: 

(i;i.) y _ jXf^ 

und sagt also aus, dass der Centrahcerth Uy identisch ist mit deni 
arithmetischen Mittel der j)eri2}lurischen Wertlic Ua- 

Nun sind otfenbar nur zwei Fälle denkbar. Enttceder die Ua 
sind constant, d. h. alle von einerlei Grosse. Alsdann wird ihr 
ariihnieiischos Mittel d. i. Uy ebendieselbe Grösse haben. Oder 
alnr die //„ sind nicht alle von einerlei Grösse. Alsdann wird ihr 
aritlnuotischos Mittel d. i. Uy zwischen den Uo eine mittlere Rang- 
stufe einnehmen, indem es einige derselben an Grösse übertriffl, 
(14.) anderen nachsteht. XienMis also tcird Uy die sämmtUchen Ua an 
(inisac iil)ertrcffen könnm. 

Dieser Satz führt zu wichtigen Folgerungen. Bezeichnet man 
nämlich alle Werthe, die U in Erstreckung der Fläche © besitzt, 
mit /'g, so dass also z. B. Vy und ebenso auch die U„ nur Indi- 
viduen aus dem System der V^ vorstellen, so ergiebt sich aus (14.) 
0'*^'^ sofort, dass ji'nrs Vy ahnnkflich alle übrigen üs «» Grösse überragen 
kann. Denn wäre dies der Fall, so müsste jenes Uy z. B. auch 
alle r,. an Grösse übertreffen; was dem Satze (14.) widerspricht. 

Nun war aber c ein inntrhalb S beliebig markirter Punkt, und 
jenes l\ ist identisch mit /\. d. h. mit demjenigen Werth, den U 
im Punkte c besitzt. Demgemäss kaim der Satz 1,15.) auch so aus- 
gesprochen werden: Markirt Man injendico innerhalb @ einen Punkt 
(U>.^ (\ A> icini der dasellist vorhandene Werth Uc unmöglich grösser sein 
A'öiiikfi als alle übri^/t^n V^, 

Existirt also überhaupt imter den Werthen ( e einer, der alle 
übrigen au lm>sse überragt, — und das wird stets der Fall sein, 
wenn V auf £ ineonsiiwt ist, — so kann dieser Werth niemals 
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innerhalb @, folglich 7iur am Rande von @ anzutreffen sein. Oder 
kürzer aasgedröckt: Ist die Fundion U auf @ inconstant, so wird 
ihr grösster Werth niemals innerJialb ©, sondern nur am Rande 
von © anmtreffen sein. 

Sollte andererseits die Function U auf @ constatU sein, so 
würde ihr grassier Werth allenthalben^ sowohl innerhalb @ une auch 
am Rande von @ sich vorfinden. Beide Fälle zusammengefasst, 
gelangt man also zu folgendem Resultat: 

Erster Satz. — Es sei © irgend ein TJieil einer Rieniann' selben 
Kugelflädie^ femer U = U(x,y) eine Function j die auf @ eindeutig 
(17.) und stetig, und innerhalb © liarmonisch ist. 

Alsdann unrd der grösste Werth von U unter allen Um- 
ständen, einerlei ob U auf © constant oder Inconstant ist, am Rande 
von © anzutreffen sein, Ist aber U auf © inconstant, so tvird 
dieser grösste Werth nur am Rande, und niemals innerhalb © an- 
zutreffen sein. 

Analoges gilt offenbar andererseits auch für den kleinsten Werth 
von U. 

Betrachtet man also die Randwerthe einer solchen Function U, 
und bezeichnet man den kleinsten und grössten dieser Randwerthe 
respective mit K und G, so werden die Werthe, welche U inner- 
halb © besitzt, ebenfalls sämmtlich zwischen K und G liegen, 
folglich constant sein, falls iC = 6r ist Somit ergiebt sich folgender 

Zweiter Satz, — Ist die Function U = U {x, y) auf © eindeur 
(18.) tig und stetig, ferner innerhalb © Iiartnonisch, und setzt man voraus, 
dieselbe sei längs des Randes von @ constant, so unrd sie auf © 
allenthalben constant sein. 

Hieraus folgt sofort, dass eine Function, die auf © eindeutig 
und stetig, und innerhalb © harmonisch sein soll, durch blosse An- 
gabe ihrer Randwerthe vollständig bestimmt ist. Denn existirten 
zwei solche Functionen U und U', beide mit denselben Randwerthen, 
so würde offenbar ihre Differenz U — U' eine Function sein , die 
auf © eindeutig und stetig, innerhalb © harmonisch, und am Rande 
von © überall = ist. Zufolge des Satzes (18.) würde daher diese 
Differenz U — U' auch innerJialb © überall = sein. — Q. e. d. 

Es ergiebt sich in dieser Weise also folgender 

Dritter Satz. — Soll eine Function U = U(x, y) auf irgend 
(19.) einem Theil © einer Riemann'scfien Kugelfläche eindeutig und stetig, 
und innerhalb © harmoniscli sein, so unrd sie vollkommen bestimnU 
sein durch blosse Angabe ihrer Randwerthe, 
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ÄL diesen Satz scliliesät sich von selber die Aufgabe an, eiue 
mit den geuaimteii Eigenschaften versehene Fiiuction wirklich zu 
couatruireii, falls ihre Raadwerthe irgendwie vorgeschrieben sind. 
Diese Aufgabe bildet den eigentlichen Angelpunkt unserer weitereu 
Betrachtungen. Sie mag demgeuiäas die Fundamental aufgäbe ge- 
nunnt, und Borgfältiger [ormulirt werden. 

Die Fundamentalanfgabe. - Man denke sich läiii/s des liandcs 
is der Fläche S irgend welche reellen Werlhe Z /« willkürlicher 
(20.) Weise vorgeschrieben, jedoch so, dass dieselben längs a stetig 
sind. Es iinrd die CortstrucHon einer Function U ^ V i^^} v) ver- 
langt, die folgende Eigciisdiaßcn hesitzt: 

I. U soll auf © eindeuiig »ml stetig, tmd innerhalb © liar- 
mmisch sein. 

II. U soll am Bande von © Werthc hesüsen, die mit jenen cor- 
ffeschriebciien Z's identisdi sind. 

Diese der Fläche @ zugehörigen Functionen U mögen kurzweg 
(20a.)die Fundamenlaiftmclionen (kr Fläche © heissen. Auch mögen die- 
selben als bekannt oder eonsirttirbar bezeichnet werden, sobald irgend 
welche Methode gefunden ist, mittelst deren man dieselben fQr be- 
licbig vorgeschriebene, jedoch stetige Randwerthe Z wirklich auf- 
zustellen vermag. 

Es handelt sieh dabei namentlich um die Frage, ob derartige 
Functionen U tcirklieh ezistiren, also um die Frage, ob jene Fun- 
damentalaufgabe für eine beliebig gegebene Fläche © und beliebig 
vorgeschriebene stetige Randwerthe Z tcirliich lösbar ist. Wir 
werden im Folgende» zeigen, dass diese Frage fiir solche Flachen 
©, die von lauter Kreislinien begrenzt sind, bejahend zu beantworten 
ist, nämlich zeigen, dass die fundamentalen Functionen U einer von 
lauter Kreisen begrenzten Flüche © wirklich constmirbar sind. 

Der Definition (20 a.) entsprechend werden unter den Funda- 
mentalfunctionen einer ffeschlossenen Fläche solche zu verstehen sein, 
die auf dieser Fläcfie allenthalben eindeutig, stetig und karmoitiseh 
sind. Hieraus aber ergiebt sich leicht, dass die Fundamental, 
functiouen einer ein- oder mehrblättrigen Riemaun'schen Kugelfläche 
(20b,)iH ohne Weiteres angebbar, nämlich Constanten sind. Dass jede 
Constante die iu Rede stehenden Eigenscliaften besitzt, unterliegt 
keinem Zweifel. Leicht aber lilsst eich auch zeigen, dass jede Fun- 
damen talfunction der Fläche 9t nothwendiger Weise eine Üonstant« 
sein mtiss. 
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Erlänternng. — Ist nämlich irgend eine Function ü auf 9i eindentig, 
stetig und harmonisch, so wird dieselbe [nach Satz (10 a.)] der reelle Theil 
einer monogenen Function 

U+iV 

sein, welche auf 9t, mit Ausnahme der Curven a^, 6^, c^, eindeutig und 
stetig , in jeder solchen Curve aber mit einer constanten rein imaginären 
Differenz behaftet ist. Hieraus aber folgt sofort [Tgl. die Betrachtungen 
pg. 23Ö, 236« namentlich den dortigen Satz (R.)] , dass U -{- iV eine Con- 
stante ist. Q. e. d. 

Bemerkung. — Die Betrachtangen dieses Paragraph s sind, ihrem 
eigentlichen Kern nach, bereits früher von mir dargelegt worden« im Jahre 
1870, in zwei AufHätzen über das Logarithraische und Newton^sche Potential 
in den Math. Annalen, Bd. 3, Seite 326 -349 und 424— 434. 

§3. 

Einige Eigensohaften der Fundamentalfanctionen. 

Es bezeichne © irgend eine specieU gegebene Flache. Wir 
nehmen an^ dass die Fundamentalfanctionen U dieser speciellen 
Fläche @ wirklich construirhar seien, für beliebig vorgeschriebene 
stetige Randwerthe Z, und bezeichnen die diesen Randwerthen Z zuge- 
hörige Function TJ mit 

(1.) U^, oder besser mit f/^» ^, 

wo 6 den Rand der Fläche @ vorstellen soll. Absichtlich setzen 
wir dabei im Exponenten 6, Z statt des blossen Z, um anzudeuten^ 
dass jene Werthe Z längs 6 ausgebreitet zu denken sind. 

Sind die Z's gegeben, so ist dadurch die Function (1.) voll- 
ständig und eindeutig bestimmt] zufolge des Satzes (19.) pg. 395. 
Sind insbesondere die Z^s längs ö cofistant, etwa = 1, so wird jene 
Function, zufolge des Satzes (18.) pg. 395, auf © allenthdlhen = 1 
sein; was angedeutet werden kann durch die Formel: 

(2.) f^"' ' = 1. 

Ebenso ergiebt sich allgemein: 

(3.) r/^» ^ = ^, 

falls nämlich A eine beliebig gegebene Constante vorstellt. 

Die Fundamentalfunction (1.) ist, nach ihrer Definition [(20a.) 
pg. 396], in ganzer Erstreckung der Fläche @ eindeutig und stetig. 
Sie wird daher irgendwo auf der Fläche © einen grössten Werth 
annehmen. Dieser grösste Werth ist aber, nach Satz (17.) pg. 395, 
unter allen Umständen am Hände von © anzutreffen. Er wird 
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<iah«fr, wi9il «lin Itandwerthe der in Rede stehenden Function (1.) 
diinfli di(* £*M selber dargeisiiellt sind^ identisch sein mit Max Z, d. i. 
njii (Iviu Muxiiiiulwi^rth der Z's. Und demgemäss entsprechen also 
mmmilirhr WiTthe, welche die Function (1.) auf © besitzt^ der 
Korinrl: 

Oonkt ituiti HU'h al3o a. B. auf @ irgend eine Curve £ gegeben, 
iUv oiiu.oluou INmkto dieser Curve ebenfalls mit ^ benannt, und 
di«> Woi'llio ilvr b'uiictiuu (L^ in diesen Punkten ^ mit 

ItoAouluiot, ^o oiii»pr«vUou all* diese Werthe (5.) der Formel: 
OU /•;"—< Max I. 

I ^MMIgOIIUWiH lx( ;lls^> d« H. 

ti^lU luau uAmlu U uutvc Ma.\ T/' *" den grossten derjenigen Werthe 

vokHU'h^s \Wi\ au» KuuviuHi (":** ^ *uf der Cnne 5 besitzt 

\u%Uuv4mU» ^tut au' FuucüoQ v.!."^ offenbar ii^endwo auf der 
h'\M \w ^;^ ouwu Vü *iii<t^ ^^ «cili annehmen. Hieraus ergeben sich 
«MitvUv^v Kouuottu N\» da^j^ nida di;$<\ Alles zusammengefasst, folgen- 
de' u >v;4U 0lha;I 

Kt^Ur :^U. t^^v .><^ <^ ^m ,f\m Mkbig viden Bandcttrren 

Nyj.v«^;«« ^ iHk«^ «>jm> JiVii«««mm ,^^aivi« Kmfdfiätie^ Am Bande ö der 
hiiUih, CT .Nii.>» .^y^sM «««^"^ «««N^ # JüTWw ircTüA« Z rorgeschrUiett . 






A^s/ w^4% s>,s* » ,11« n y» >.- ; . inmß tier FIä<it€ S irgend eine 
1 «' . . ; .svnA*^ »^i -^r. ^•♦..■c^'v^ i\flitfsr «&:srr Cnrvc ebenfalls mi4 
; .\. ...**•„, w s'i/i t. iJ, ,J'i<^ iV^fciar J die Formd siat^nden: 

Vax i;*-- ^MixI. 

t L » M»\ l / - M.a t ;•- - ^ M»x Z - Min Z. 

.WitM <»***K MM.I Kkttwi»!»«!, AM Uutf Sfiäc dieser letskn Formel 
<i/a iiu S. i^M i>Mit«iMy <«'<• ^VwiiV^« 7^ ^ «uj der Cww i, und d t emao 



EinführuDg der Fuodamentalfanctionen. 899 

die rechte Seite als die Schwankung der Function Z auf ö bezeich- 
nen. Denigemäss kann man diese Formel, falls die Schwankung einer 
Function durch die Charakteristik D angedeutet wird, audi so schreiben: 

(Ib.) D U^^y ^ < DI. 

Schliesslich kann noch folgende Formel hinzugefügt werden: 
(Ic.) Max abs £/;^' ^ ^ Max abs I, 

die aus (I.) sich leicht ergiebt 

Erläntemng zu (Ic). — Liegen^ wie durch (I.) constaiirt ist, sämmt- 

liche Werthe einer Function F^ zwischen zwei festen Schranken A und B, 

und bezeichnet man den absolut grössten Betrag dieser beiden Quantitäten 

A und B mit 3f , so wird ofiPenbar abs F^ stets <C M, mithin auch 

. Max abs F^ <C M sein. Q. e. d. 

Bemerkung. — In den Formeln des vorstehenden Satzes würde die 
Ersetzung des Zeichens ;^ durch <^ selbst dann nicht gestattet sein, wenn 
die Curve i völlig innerhalb @ liegen sollte. Denn es könnte z. B. I 
auf constaut sein. Und alsdann würde in jenen Formeln das in Rede 
stehende Zeichen durch = zu ersetzen sein; wie sich solches aus dem 
Satze (18.) pg. 896 sofort ergiebt. 

Wir wollen jetzt annehmen , die Randcurvenanzahl der gege- 
benen Fläche © sei > 1, etwa = 2. Die beiden Randcunren mögen 
6^ und 6^ heissen. Sind nun am Rande 6 der Fläche ©^ d. i. auf 
tfj und (Jg, irgend welche stetige Werthe Z vorgeschrieben, so wird 
die diesen Z's zugehörige Fundamentalfunction der Fläcbe @ nach 
wie vor mit 
(1.) 17^'^ oder ü^^i + <^».^ 

zu bezeichnen sein. Gleichzeitig aber mag unter 

(2.) rr^'i » ^ 

diejenige Fundamentalfunction verstanden werden, deren Randwerthe 
nur auf 6^ mit jenen Z's identisch, auf 6^ hingegen Null sind, und 
ebenso mag umgekehrt 

(3.) J7^*'^ 

diejenige Fundamentalfunction vorstellen, deren Randwerthe auf 0^ 
mit jenen Z's identisch, auf 0^ aber Null sind. Das Aggregat 

repräsentirt daher eine Fundamentalfunction, deren Randwerthe 
durchweg (auf o^ wie auf c^ identisch mit den Z's sind, d. h. eine 
Fundamentalfunction, deren Randwerthe identisch mit denen der 
Function (1.) sind. Besitzen aber zwei Fundamentalfunctionen einerlei 
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Randwerthe, so sind sie, nach Satz (19.) pg. 395, unter einander 
identisch. Somit folgt also: 
(4.) . jja,,T _^ ua,,T ^ ljö,Z 

Ist insbesondere Z constant, etwa durchweg = 1 (auf 6^ wie auf tfg)? 
so nimmt die Formel (4.) die Gestalt an: 

Die rechte Seite dieser Gleichung aber repräsentirt, nach Satz (18.) 
pg. 395, eine Fundamentalfunction, die auf der gegebenen Fläche @ 
all^nÜiallen = 1 ist. Somit folgt: 

(5.) ?/^i'i + J7^2,i= 1. 

Wir wollen jetzt insbesondere die Function (2.), oder vielmehr 
zunächst die etwas spcdellere Function 

(6.) J7^^'^ 

in Betracht ziehen. Diese ist auf (^j überall = 1, auf 6^ überall 
= 0, also auf © inconstant Ihr grassier Werth auf © wird daher, 
nach Satz (17.) pg. 395, niemals innerhalb ©, sondern immer nur 
am Rande von © anzutreflFen sein. Er wird somit, weil die Rand- 
werthe der Function theils =1, theils =0 sind, noth wendiger 
Weise durch 1 dargestellt sein. 

Um die Hauptsache zusammenzufassen: Jener grösste Werth 
ist =1, und niemals innerhalb ©, sondern nur am Bande von © 
anzutreffen. Markirt man also irgend einen Punkt j innerJuilb ©, 
so wird der daselbst vorhandene Functionswerth 

Uj^^ > ^ noth wendig < 1 (niemals =1) 

sein. Und denkt man sich ferner völlig innerhalb © irgend 
eine Curve 5 gegeben, und die einzelnen Punkte dieser Curve eben- 
falls mit 5 bezeichnet, so wird für alF diese Punkte J die Formel 
stattfinden : 

lU<^x » 1 < 1 (niemals = 1). 

Diese Formel kann schliesslich, durch eine analoge Betrachtung 
über den Ideinsten Werth der Function (6.), leicht vervollständigt 
werden; so dass man erhält: 

(7.) 0<i7;^i'^< 1, 

die Zeichen genommen in sensu rigoroso. 

Nun ist die Function (6.) auf ©, mithin z. B. auch auf J; ein- 
deutig und stetig. Unter den Werthen, die sie auf 5 besitzt, muss 
also ein bestimmter kleinster, und ebenso auch ein bestimmter ^Sssler 
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Werth sich vorfinden. Diese beiden besonderen Werthe — sie 
mögen x und l heissen — müssen der allgemeinen Formel (7.) sich 
ebenfalls subordiniren. Und demgemäss erhält man: 

(8.) 0<x< r/:^i'i<A<L 

Die Grössen x und A sind also jiositive Camtanten, beide > 0, und 
beide < 1. Auch werden die Werthe dieser beiden Constanten 
X, A, wie aus ihrer Definition folgt, lediglich abhängen von den 
durch die Fläche © und die Curve f gegebenen (/eofuetrischen Ver- 
hältnissen; so dass sie etwa bezeichnet werden können als die 
Situationsconstanten von t, in Bezug auf @. 

Dies vorausgeschickt, gehen wir über zur Betrachtung der all- 
gemeineren Function (2.): 

(9.) f7^« > \ 

Bezeichnet man den absolut grössten Werth von Z auf 6^ mit Jfj, 
was angedeutet sein mag durch die Formel: 

(10-) 3fi = Maxabs I«,, 

so sind Jfcfi + ^ und Jf ^ — - Z auf 6^ überall > 0. Demgemäss be- 
sitzen also die Functionen 

Bandwerthey die auf ö^ überall > 0, und auf 6^ überall = sind*). 
Ihre Bandwerthe sind mithin durchweg positiv. Und hieraus folgt, 
mittelst des Satzes (17.) pg. 395, dass ihre Werthe auf der Fläche 
© (ülenthalhen positiv sind. Somit ergeben sich für jedweden Punkt 
der Fläche © die Formeln: 

(«.) f7^i»^i+^>0, 

Formeln, die man auch so schreiben kann**): 

(*•) V^ » -^1 — £^^1 ' ^ > 0, 

oder auch so: 



*) Vgl. die in (2.) pg. :J99 gegebene Definition. 

**) Dass z. B. in (a.) nnd (y.) die linken Seiten unter einander identisch 
Bind, ergiebt sich in ähnlicher Weise, wie vorhin die Richtigkeit der Formel 
(4.) dargethan wurde. 

Neumaiiu, AbbVaohe Integrale. 2. Anfl. 26 
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Ist aber ( — Ä)< B^(-{- Ä), so wird offenbar abs B ^ abs A 
sein. Somit folgt: 
(11.) abs r^t' ^ < abs T^i ' ^> , 

oder, weil T^» - ^' = 3f^ T*^' ' ^ ist*), und die Werthe Ton Jf, nnd 
?7^»' ^ s/^ positiv sind: 

(12.) absr*^>'^^3f,r*^>'^ 

Air diese Formeln gelten für jedweden Punkt der Fläche ©. 
Bringt man nun die letzte auf irgend einen Punkt der Torhin be- 
trachteten Curve i in Anwendung, so erlmlt man: 

abs Cr,*i'^< Jf.fV'i'S 
also mit Rücksicht auf (8.): 

(13.) abs r,*^t'^< JfjA, 

mithin z. B. auch: 

(14.) Max abs T;*^« ' ^ £ M^L 

Substituirt man schliesslich für M^ seine eigentliche Bedeutung (10.), 
so gelangt man zu folgendem Satz: 

Zweiter Satz. — Es sei © ein von etrei Randcurven 6^ und ö^ 
hegrenzter Theil einer Biemann sehen Kugel fläche. Femer beliehne 

diejenige Fundanientalfunction der FJäche @, welche längs tf, beliebig 
vorgesd^riebene stetige IVerthe Z besitzt , andererseits aber längs 6^ durchs 
weg = ist. 

Denkt man sich nun völlig innerhalb © eine Curve J gegebenj 
und die einzelnen Punkte dieser Curve ebenfalls mit 5 beseidmetj so 
wird für diese Funkte f die Formel stattfinden: 

(U.) Max abs Uf^ ' ^ < (Max abs I^.) iL 

Dabei bezeichnet X eine positive Constante, die < 1 ist, und deren 
Werth lediglieh abhängt von den durch die Fläche © und die Curve 
5 gegd)enen geometrischen Verhältnissen. Man kann k etwa die 
Situationsconstante der Curve 5 in Bezug auf © ne$inen. 

*) Die Richtigkeit dieser Gleichung ergiebt sich in ähnlicher Weise, wie 
vorhin die Richtigkeit der Formel (4.) dargethan wurde. 
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Nähere Untersuchdiig der Fundamentalfanctionen der Kreisfläche. 

§ 1. 

Die Fundamentalfanctionen der Kreisfläche. 

Denkt man sich irgendwo in der je:-Ebene eine Kreisfläche ge- 
geben, und den Rand derselben mit 6 bezeichnet, so ist unter der 
Fandamental Function der Kreisfläche diejenige Function U = U(x, y) 
zu verstehen, welche auf der Kreisfläche eindeutig und stetig ist, welche 
femer innerhalb der Kreisfläche harmonisch ist, [d, h. den Be- 
dingungen 

du du . dnr d^u _ ^ 
dx' d^ ^^^^' dx^'^'d^ — ^ 

entsprechend], und icekhe endlich am Rande beliebig vorgescimebene 
Wertlie Z besitzt; wobei vorausgesetzt sein soll, duss diese Z's längs 6 
stetig sind. 

Wir werden im Folgenden, nach mancherlei mühsamen und 
weitläufigen Betrachtungen, schliesslich zu einer Formel gelangen, 
mittelst deren man diese Function U, falls die Z's gegeben sind, 
jederzeit auszudrücken vermag. 

Es sei d0 das Element der gegebenen Kreisperipherie*), ferner 
V die auf d6 errichtete innere Normale, endlich E die Entfernung 
des Elementes do von einem beliebig gegebenen Punkte x. Als- 
dann kann das über die ganze Peripherie erstreckte Integral: 

auch so geschrieben werden: 

wo %• den Winkel vorstellt, unter welchem die Linie E {dö «^ x) 

*) In Dachstehender Figur ist das Element de mit aß bezeichnet. 

26* 
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COS & 

gegen v geneigt ist. Nun ist aber — ^— dö gleich dem Winkel axß 

(wo a und ß die beiden Endpunkte des Elementes dö vorstellen)^ 

also gleich der scheinbaren Grösse des Elementes dö für einen in x 

befindlichen Beobachter, vorausgesetzt, dass der Punkt z innerhalb 

resp. auf der Peripherie liegt. 

Sollte nämlich x ausserhalb der Peripherie liegen, so könnte cos ^ 
unter Umständen negativ werden. Dann aber würde die scheinbare Grösse 
des Elementes do für einen in x befindlichen Beobachter nicht dorch 

\-\ ^r- d tf j sondern durch I - 



—^ dc\ dargestellt sein. 



Aceeptirt man also die genannte Voraussetzung , und bezeichnet 
man zugleich jene scheinbare Grosse mit {dc)x, so wird: 

( 1.) «;, =/^ (log ^) rftf = f^-^^- d6 ^f{d6),. 

Wir werden im Folgenden nicht nur dieses Integral, sondern nament- 
lich auch das allgemeinere Integral 

(2.) W, ^f§-^ (log l)zd6 =ß^Td0 =/z(rf«), 

näher zu untersuchen haben, wo Z die längs des Randes ö vor- 
geschriebenen Werthe repräsentiren soll. 

Eine sehr merkwürdige 
Eigenschaft dieser Functio- 
nen to und W^ besteht darin, 
dass jede derselben längs der 
gegebenen Peripherie con- 
siani ist Lässt man nämlich 
in der beistehenden Figur 
den Punkt x nach der Peri- 
pherie rücken, so wird das 
von den Punkten ar, a und c 
(dem Mittelpunkt der Peripherie) gebildete Dreieck ein glekhsdienk- 
liges. Und aus diesem Dreieck ergiebt sich alsdann sofort die Rela- 
tion: E = 2R cos ^, wo iJ den Radius der Peripherie vorstellt. 
Durch Substitution dieses Wert h es Ton E nehmen aber die Formeln 

(1.)» (2.): 




IT 



.= / 



*COS_^ 



dö, 



«.-.1 






Zdö 
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folgende Gestalt an: 

Jdö 

Wx = yt 2~R~Z ^^ ^9 [vorausgesetzt, dass 
(3.) ^ X am Rande der 

w _ ^ /^^^ _ ^M Kreisfläche liegt], 

wo M das arithmetische Mittel derjenigen Werthe vorstellt, welche 
die Function Z längs des Randes besitzt. W. z. z. w. 

Der in (1.), (2.) enthaltene log ^ drückt sich durch die Coor- 

dinaten x, y des Punktes x und durch die Goordinaten a, h des 
Elementes d6 folgendermassen aus: 

log i = - [ log [{x - a)» + (y - Vf], 

und genügt also der Differentialgleichung -g— j + -^ = 0. Dem- 

gemäss folgt aus (1.), (2.), dass die Functionen w und W eben- 
falls dieser Differentialgleichung Genüge leisten. Ud)€rhawpt erkennt 
(4.) man aus jenen Formeln (1.), (2.) sofort, dass die Functionen w und 
W innerhalb der gegebenen Kreisfläche eindeutig, stetig und har- 
monisch sind. Man könnte vielleicht vermuthen, dass w und W 
nicht nur innerhalb^ sondern in ganzer Erstreckung der Kreisfläche 
eindeutig und stetig seien. Das aber ist nicht der Fall. In der 
That ergiebt sich z. B. aus (1.), dass Wx = 2x oder = x ist, je 
nachdem der Punkt x innerhalb der Kreisfläche oder an ihrem Rande 

liegt. 

Es ist nämlich nach (1.): tc^ z=s f(da)^; und hieraus folgt, mittelst 
der geometrischen Bedeutung von (c^ff)^, sofort, dass to^ =a 2« ist, sobald 
der Punkt x innerhalb der Kreisfläche liegt. Befindet sich andrerseits der 
Punkt X am Bande dieser Fläche , so wird nach (3.) : ti;^ =» «. 

Diese Function Wx hat somit im Innern der Fläche einen con- 
stanten Werth 2n, der jedoch beim Uebergange zum Rande plötz- 
lich sinkt von 2n: auf tc. Wir können diese Yerhältnisse, falls wir 
die innem Punkte mit j, und die iJatM^punkte mit s bezeichnen^ 
durch die Formeln andeuten: 

{Wj = 2ä, 
w, = jr. 

Gonstruirt man also eine in den Punkten j und s resp. den Formeln 

^ '^ \ts = w, + n 

entsprechende Function i^^j so wird diese letztere ßr die ganze ge- 
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(6a.) 



('•) 



(»■) 



(9.) 
(10.) 



(U.) 



i/cheve Kreisßkhc, ihren Band mit eingeschlossen, eonsfant, nämlicA 
= 2n sein. D, h. sie wird eonsfant sein in ifanzer Erstreckung 
dar KrcisfläcJie. 

Einiger masseu analoge Verhältuisse sind zu erwarten bei der 
ul Ig ein einem Function (2.): 

W, =fZ(dO).. 
^n der That wird es, ebenso wie för w das ip eingeführt wurde, 
ebenso auch hier zweckmäasig sein, an Stelle von W eine neue 
FiinctioH M* einzuführen mittelst der Formeln: 

[% = w. + «I.. 
alsdann aber wird sich zeigen, dass diese neue Function V^ eindattig 
und stetig ist in ganzer Erstreckung der gegebenen Kreisfläche. 

Um näher hierauf einzugehen, markireu wir irgendwo am Rande 
der KreisHäche einen festen Punkt a, bezeichnen den in a vorhan- 
denen Werth Z„ der Kürze willen mit A, und eubtrahiren von der 
Formel (7.) die mit A multiplicirte Formel (1.): 

A»'^ = AJV«V, 
wodurch eich ergiebt: 

m - Ak'. =/(I - A)frfffj., 

Sundern wir nun, mittelst eines kleinen um a a\a Mittelpunkt 

beschriebenen HUlt'skreises S(, sümmtltche Elemente da in solche 

Elemente da', die innerhalb ?I, und in solche Elemente da", die 

ausserhalb % liegen, «o können wir die Formel .(10.) so schreiben: 

IV; - A«v =f(^~^){^ + /(I-A)(rfO„ 

das eine Integral Qber die da', das andere über die da" blnerstreckt. 
Da wir unter x immer nur solche Punkte verstehen, die innerhalb 
oder am Rande der gegebenen Kreisfläche liegen, so sind die {ßa)i, 
(da')x, {da")!, ihrer geometrischen Bedeutung zufolge, sämmtUcb 
positiv. Auch ist das über den ganzen Hand jener Fläche erstreckte 
Integral /"(rfojj stets < 2;r; um so mehr also auch f{da')i<27t. 
Denn dieses letztere Integral soll sich selbstverständlich unr über 
die Elemente da', also nur über diejenigen der Elemente da er- 
strecken, welche innerhalb des kleineu llülfskreises S liegen. Be- 
achtet man diese Bemerkungen, und bezeichnet mau ausserdem den 
absolut grössten Werth der Function (Z — A') innerhalb des Erei- 
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ses % mit M, so ergiebt sich aus (IL): 

(12.) abs CT, ^/[abs (Z — A)] (d6% £ Mf(d6% <M'2ie, 

welche Lage der Punkt x innerhalb oder am Rande der gegebenen 
Kreisfläche auch besitzen mag. 

Nach unserer Voraussetzung ist nun Z längs des Kreisrandes 
6 stetig. Gleiches gilt daher auch von der Function: 

(13.) Z - A = Z, — A = I, - Z„. 

Auch wird diese letztere Function = werden, sobald mau den 
variablen Randpunkt s nach a rücken lässt. Folglich wird man 
das in (12.) enthaltene M, d. i. den absolut grössten Werth der 
Function (Z — A) innerhalb des Hülfskreises $1, durch Verkleinerung 
dieses Hülfskreises beliebig klein machen können. Und dies über- 
trägt sich, vermöge jener Formel (12.), auf das abs Ux. Bezeich- 
net also £ einen ad libitum gegebenen Kleinheitsgrad, so kann man 
das abs Ux durch gehörige Verkleinerung des um den festen Punkt 
a beschriebenen Hülfskreises % z. B. kleiner als ^£ machen; wobei 
die augenblickliche Lage des Punktes x (innerhalb oder am Rande 
der gegebenen Kreisfläche) völlig gleichgültig bleibt. 

Solches ausgeführt gedacht, beschreiben wir um a einen zwei- 
ten noch kleinem Hülfskreis a, und lassen denselben so klein wer- 
den, dass für alle von ihm umschlossenen Punkte x die Schwankung 

der Function Vx ebenfalls < ^ £ ist. 

Dass solches ausführbar ist, unterliegt keinem Zweifel. Denn das in 
(11.) mit V^ bezeichnete Integral erstreckt sich nur über die Elemente 
da*\ d. i. nur über denjenigen Theil der gegebenen Peripherie, welcher 
ausserhM des Hülfskreises 9( liegt. Folglich ist dieses V^ für die inner- 
halb 91 liegenden Punkte x durchweg stetig. 

Solches ausgeführt, sind alsdann offenbar die Schwankungen 
der Function {Ux'\-Vx) für alle innerhalb a befindlichen Punkte x 
kleiner als b. Gleiches gilt daher auch von der mit {Ux -{- Vx) 
identischen Function (TT* — Am^,), vgl. (11.). 

Wir wollen sofort noch einen Schritt weiter gehen, nämlich 
um den festen Punkt a einen neuen noch kleineren Hülfskreis a® 
beschreiben, und denselben so klein uns denken, dass die (stetige 
und in a verschwindende) Function ä(Z — A) ihrem absoluten Be- 
trage nach innerhalb a^ überall kleiner als jenes e ist. 

Alsdann werden also, um die Hauptsache zusammenzufassen, 
innerhalb des um a bescfiriebenefi Hülfskreises a® einerseits die Schwan- 
kungen der Function 
(14.) Fx= Wx-PiWx, 






408 Siebzehntes Capitel. 

und andererseits die absoluten Werthe der Function 

(if).) /; = <z,-A) 

durchiveff kleiner als e seiUy tvo e den zu Anfang ad libitum gewähUen 
Kleinheitsffrad vorstellt. Dabei ist, was die Formel (14.) betrifft;, wohl 
im Auge zu behalten, dass x als Gollectivbezeichnung dient fQr edle 
I^inite dir geffi'benen Krcisflädie, iiiren Band mit eingesdüossen j also 
als Collectivbezeichnung für sammtliche Punkte j, s. 

Dies constatirt, wollen wir nun statt der Functionen W, w die 
ihnen adjungirten Functionen T, ^ in den Vordergrund treten lassen. 
Nach ((5.) und (8.) ist: 

rv = w 

y,= w.-\-xZ„ U-. = «-. + «, 

und folglich: 

% - A^, - ( TT, - A«>), 
Iv. — At, = (»r. - Alf.) + «(Z. - A), 
füso mit RQcksicht auf die in (14.), (15.) eingef&hrteii Bezeichnungen: 

oder« weil t* [^^J^l* (^^^J ^^^ ^^^ ganien Kreisflache, ihren Rand 
mit eingi^schlocSj^en« cnrnstani,, nämlich = 2s ist: 

\y, = 2»a + f, + /;. 

Aus diessen Formeln \^ld.^ aber folgt mit Rücksicht auf die Ergeb- 
nisse i,14.\ i^lö^V dass die Schwankungen der Fancti<m Y, innerhalb 

des um «: beschriebenen HüICskreises q*^ überall kleiner als 3f sind. 
Auf dii» Gi^&kr hia« tu w«illäci^ i« we idc m. will kii da« eben Ge> 
«^f^ BOtdb eia wiemi^ wctiier eriäatcsm. Said j^ J^ irftmd xvet PoBkto 
iftBiinrküb der g ey^ beaen Ereiäiädkev «ad «, «^ iifCöd zw«i Ponkte aa 
ütcvoi Kutde« io äind die SckvmakaBgva der Faaeboa T ^la.) tbeili tob 
der F«Nrm: 

^frnl» Tm der Font: 

./^ ▼, - ▼. - r, - vr. + ^v . 

tb^rtb eodltck TOA der Fora: 



(UV> 



f. — f 



$ 



K 



.r, ^ O - if\ -i- Q 




S>} kn^ düSnr 7« ^^ itad j^» f^ ianerkalb die« £xme» d* ViabiA, 

dXfemrr AttädnLckt» v«.>. {J.\ y.>. nS^Iip* der SlSw ,14.X JV, 

:f«^««ea Bii^ni^ os^ck küeoMr ak ;(«» aamlkk dar albvolm» W«^ T«a («l) 

klttiiMr ala «. der iva ^^ klp«uwr ala :i<. aiai ^fer i«s 'j.> kDenaer ak a«. 



(18.) 
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Innerhalb des um den Randpankt a beschriebenen Hülfskreises 
a^ sind also die Schwankungen der Function ¥ kleiner als Sc, wo 
das £ einen zu Anfang ad libitum gewählten Kleinheitsgrad vor- 
stellt. Mit andern Worten: Die Function Y ist in jenetn Punkte a 
stetig. Und solches gilt offenbar für jeden beliebigen Randpunkt; 
denn a war ja zu Anfang auf dem Rande der gegebenen Ejreisfiäche 
ganz beliebig gewählt Dass andererseits die Function H' auch ste- 
tig ist für jeden innem Punkt j, bedarf keiner Erläuterung, folgt 
nämlich unmittelbar aus der für V gegebenen Definition (8.). Wir 
gelangen somit zu folgendem Resultat: 

Es seien am Hände 6 der gegebenen Kreisfläche irgend wddie 
längs 6 stetige Werthe Z vorgeschrieben. Setzt man alsdann: 

(17.) W, »JA (log i) I d0 =/^* I do ^fi. (da),, 

und construirt man femer die den Formeln: 

entdeckende Function V, so wird diese letztere au f der ganzen Kreis- 
flächCy ihren Rand mit eingeschlossen, eindeutig und stetig sein. 
Oder kürzer ausgedrückt: Sie wird eindeutig und stetig sein in ganzer 
ErstrecJcung der Kreisfläche, [Vgl. die Bemerkung pg. 393.] 

InnerlwUb der Kreisfläche ist diese Function V, nach (18.), iden- 
tisch mit Wy mithin, ebenso wie W selber [vergl. (4.)], harmonisch. 
Beachtet man ausserdem, dass das in (18.) enthaltene W^ constant, 
nämlich = xtA ist [vgl. (3.)], so kann man den soeben ausgespro- 
chenen Satz folgendermassen vervollständigen: 

Die in (17.) genannte Function W besitzt am Bande der Kreis- 
fläche einen constanten Werth %tA. Setzt man nun 

so wird die durch diese beiden Formeln definirte Function Y in ganzer 
Erstreckung der Kreisfläche eindeutig und stetig, überdies aber inner- 
halb der Kreisfläche harmonisch sein. 

Genau dieselben Eigenschaften besitzt offenbar, falls man unter 
H, K beliebige Constanten versteht, auch die Function -ffY + K, 
also z. B. die Function: 

(20.) U=^^f-'tA. 



(19.) 



n 
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Die analytischen Ausdrücke dieser letztern Function sind für alle 
Punkte j^ s sofort angebbar. Es ist nämlich nach (20.): 



also nach (19.): 



(21.) 






i7. = l>r,-M, 



l u, = z.. 



Diese Function U ist also nicht nur in Erstreckung der Kreisfläche 
eindeutig und stetig, und innerhalb derselben harmonisch , sondern 
überdies auch am Rande derselben [wie aus (21.) folgt] identisch 
mit den vorgeschriebenen Z's. Es wird mithin diese Function U die 
den vorgeschriebenen Z's entsprechende Fundamentalfunction der 
Kreisfläche sein [vgl. die Definition (20a.) pg. 396]. Demgemäss 
gelangt man auf Grund der Formeln (21.)^ indem man daselbst für 
Wj und M ihre aus (17.) und (3.) ersichtlichen Werthe substituirt^ 
zu folgendem Satz: 

Das Krelstheorem. — Sind am Bande 6 einer gegebenen Kreis- 
fläche irgend tjoelckc längs a stetige Werthe T vorgeschrieben, so ist die 
diesen WertJien Z zugehörige Fundamentalfunction U sofort an- 
gebbar. Einerseits nämlidi wird dieselbe in den Eandpunkten mit 
jenen I.'s identisch sein; und andererseits wird dieselbe in allen innern 
Punkten j darstellbar sein durch die Formel: 

(22.) Uj = ^f[l{\ogl)-^lid.. 

Diese Formel kann man auch so schreiben: 

(22a.) U,^if[^l'-,'^Td., 

oder auch so: 
(22b.) Uj=^lfz{d,)j-^fzd0, 

oder endlich auch so: 
(22c.) Uj = lfz{dc)j - -f^dis).. 

Dabei bezeidmet 6 den Rand, c das Centrum und R den Radius 
der KreisfläcJw. Ferner bezeichnen {d6)j und {d6)c die scheinbaren 
Grössen irgend eines Randelementes da für einen in j respcdive in c 
befindlichen Beobachter, Ausserdem bezeichnet v die innere Normale 
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des Elementes da, E die Entfernung des Punktes j vom Element d6, 

und d" den von v und E gebildeten Winkel [vgl. die Figur pg. 404]. 

Bemerkung. — Setzt man Z == Const., z. B. =» 1, so rnnss [nach 
Satz (18.) pg. 395] das zugehörige U ebenfalls = 1 sein, fflr sämmtliche 
Punkte der betrachteten Fläche. Hiermit aber sind die vorstehenden For- 
meln in Einklang. So z. B. geht die rechte Seite der Formel (22 b.) für 
Z =3 1 über in: 

d. i. in 

• 2« — - — ^ 2nR = 1. Q. e. d. 

Der gegenwärtige Paragraph repräsentirt, seinem ganzen Inhalt 
nach, nur einen speciellen Fall meiner MetJhode des arithmetischen 
Mittels. Diese Methode ist von mir theils in den Berichten der Kgl. 
Sachs. Ges. d. Wiss. vom April und October 1870, theils auch in 
den Math. Annalen (Bd. 11 pg. .558) exponirt worden. In mehr 
ausführlicher Gestalt findet man dieselbe dargestellt in meinem Werke 
über das Logarithmische ufid Netvton'sd^e Potential (Leipzig, bei Teub- 
ner, 1877), über welches referirt ist in den Math. Annalen (Bd. 13, 
pg. 255). 

Uebrigens ist der in diesem Paragraph behandelte Gegenstand 
derselbe, mit dem auch Schwarz (XV. Jahrgang der Vierteljahrs- 
schrift der Naturforsch. Gesellschaft in Zürich, 1870 und Crelle's 
Journal Bd. 74, pg. 218) und Prym (Crelle's Journal Bd. 73, pg. 340) 
sich beschäftigt haben; wobei bemerkt sein mag, dass der Schwarz- 
sehe Aufsatz einige Bemerkungen über meine Schriften enthält, die 
entweder irrthümlich sind, oder wenigstens leicht zu irrthümlichen 

Auffassungen Veranlassung geben können. 

Man findet solche Bemerkungen in dem genannten Aufsatz (Crelle's 
Journal Bd. 74) z. B. auf Seite 220 und 240. Wollte irgend ein Autor 
den Satz drucken lassen: Wenn in einem rechtwinkligen Parallelepipedum 
alle Kanten von gleicher Länge sifid^ so ist das Parallelepipedum ein Wür- 
fel; 80 wurde es für den Recensenten doch wohl wenig angemessen sein 
zu bemerken, jener Autor ^/ordere^^ die Gleichheit aller Kanten, und habe 
also die für den Satz nothwendigen Bedingungen nicht auf das geringste 
Maass reducirt. — Gewiss habe ich in meinen Schriften sehr häufig Sätze 
ausgesprochen, ohne in ihnen die Bedingungen auf das geringste Maass zu 
reduciren. Aber ich habe in solchen Fällen eine derartige Reduction auch 
niemals beabsichtigt gehabt, — geschweige denn behauptet, dass in den 
betrefi'enden Sätzen eine derartige Reduction von mir bewerkstelligt sei. 
Wenn Schwarz oder irgend ein anderer Mathematiker eine solche (in vie- 
len Fällen recht schwierige) Heduction der Bedingungen auf ihr geringstes 
Maass ausführt, oder auch nur Schritte thut, um einer solchen sich zu 
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näbern, eo halte ich das Bicberticb für sehr Terdienstlicb. Aber man ämd 
mir doch keineo Vorwurf daraus machen, daea bei lueiaeD UnterBUchungeo 
noch Fragen offm bleiben, mit deni'n Andere sich beechäftigea heimen. 
Die genannten beiden Autoreu, Schmarz und Prym, Itaben in 
ihren Aufsätzen auf mehrere meiner Schriften Bezug genommen; 
aber merkwürdiger Weise haben nie dabei meinen Aufsatz über die 
Mtlhode lies arithmctisdien Mittels, der hier vorzugsweise in Betracht 
zu ziehen gewesen wäre, völlig unbeachtet gelassen. Doch wörde 
ea Unrecht sein, denselben hieraus einen Vorwurf zu machen. Denn 
meine Methode des arithiuetischeu Mittels war zu jener Zeit, als 
Prjm und Schwarz ihre Aufsätze im Borchardt'Echen Journal drucken 
lieasen, allerdings schon publicirt, aber nur in ihren Haupt umrissen, 
fast mit blosser Angabe der sich ergebenden Resultate, und mit 
Uebergehung vieler aur festen Begründung erforderlicher Betrach- 
tungen. Erst viel später habe ich Zeit gefunden, jene Uuterauchungen 
in ausführlicher Weise darzulegen, in dem schon citirten Werk über 
das Logarith mische und Newton'sche Potential (Teubner 1877J. 

Jedenfalls dfirfte meine Methode des arithmetiscJim Mittels gegen- 
über den Methoden der Herren Schwärs und Vrym den Vorzug ver- 
dienen, nicht nur wegen ihrer groasern Einfachheit, sondern nament- 
lich auch wegen ihrer grossem AUgemeinticit, indem sie nicht nur 
auf den Kreis, sondern auf eine sehr grosse Anzahl von Curven in 
der Ebene und von Flächen im Eautne, und nicht nur auf die inner- 
halb dieser Curven oder Flüchen, sondern ebenso auch auf die atisscr- 
haU> derselben liegenden Gebiete anwendbar ist. 



Sich ansohliesBeode Betrachtungen über die Kreisfläche. 

Wir construiren innerhalb a eine eoncentrisehe Peripherie r, 
und stellen uns die Aufgabe, den grössten Werth näher zu unter- 
suchen, deu die Differenz 
(1.) V, - V, 

anzunehmen vermag, falls j und j, zwei Punkte vorstellen, die längs 
jener Peripherie r in beliebiger Bewegung begriffen sind. 

Nach {22b.) pg.410 ist: 



(2.) 



Lr = l/r(rf«),-^-|^Ji 



da. 



woraus z. B. [vgl. die Bemerkung pg. 411] für X = 
mel folgt; 
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i-'ifid'^)j-^ljjd^. 
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Multiplicirt man aber diese letzte Formel mit einer wilUcürlichen 
Constanten A, und subtrahirt man sie sodann Ton (2.), so folgt: 

(3.) Uj-A= l /(I - A) (d4 - ^ /(Z - A) d^. 

Vertauscht man hier J mit j,, und bringt man die so entstehende 
neue Formel von (3.) in Abzug, so erhält man: 

(4.) U, - r/}. = 1/(1 - A) [(d<r), - (rf«),.], 

T\ -X- C 

oder, falls man die willkürlich zu wählende Constante A = — ^— 



setzt: 



(5.) 



^^ - ^J- = i /(^ - ^'1 -) K'''*)^ - ('^*)-'.l- 



Dabei mag unter K und G das Minimum und Maximum der am 
Rande 6 vorgeschriebenen Werthe Z verstanden werden: 

(6.) ü:=MinZ, ö = MaxZ. 

Construirt man nun [vgl. die Figur] zwei vom Anfangspunkt 
des Elementes da nach j' und ^\ laufende Linien E und JE^|, und 
bezeichnet man die Neigungswinkel dieser beiden Linien gegen die 







Gerade j^jk mit o und coi, andererseits aber den Neigungswinkel 
von E und JB, gegen einander mit iy, so ist offenbar: 



(«.) 



rj = (o — cj 



1* 
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Femer ergiebt sich aus der Figur sofort: 

(dtf)j = da, 
^^'^ {dil\=dm,, 

falls man nämlich unter da und d(o^ die dem Element dö corre- 
spondirenden Zuwüchse der Winkel to und ©,, d. i. diejenigen Zu- 
wüchse versteht^ welche o und o^ annehmen, sobald die Spitze des 
Winkels 17 das Element d6 von rechts nach links durchwandert. 
Aus den Formeln («.), {ß.) folgt sofort: 

(y.) {d6)j — (df<y)y^ = d{ci - Ol) «= rfi?; 

so dass also die Gleichung (5.) die Gestalt erhält: 

(7.) £7,_£7,= l/(z-^?)rf^. 

Der Rand 6 der gegebenen Kreisfläche zerfällt durch die ver- 
längerte Linie jj^ und durch ein in der Mitte von jj^ au{ jj^ er- 
richtetes Perpendikel in vier Theile: 

OP, PQ, QR, RO. 

Bezeichnet man die entsprechenden Theile des Integrals (7.) re- 

spective mit 

[OP], [PQ], [QB], [RO], 
SO wird 

(8.) U, - Uj, = l ([OP] + \PQ] + \QR] + [BO]^ , 

mithin: 
(9.) abs {Uj — Uj^) < l (abs [OP] -f abs [PQ] + abs [QR] + abs [R0]\ 

Dabei ist also z. B. 

[OP] =/(i - ^^) dn, 

und folglich: ,. 

abs [OP] < /'abs (z — ^^^ • abs (rfij). 



f» 



Nun liegen aber [vgl. (0.)] summtliche Werthe Z, ihrer Grosse nach, 
zwischen Ä^ und Gj mithin sämmtliche Werthe des Ausdruckes 

(Z — T / zwischen — -- ' und ' ^ • Es ist also durchweg: 
abs (z - ^' + ^ < -^ — . Somit folgt: 

abs [OP] ^ - "" ^^ J'abs (dij). 
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Beachtet man nun, dass 17 zwischen und P beständig im Wachsen 
begriffen, mithin dri beständig positiv, folglich abs (di]) beständig 
«= dfi ist^ so ergiebt sich für das in der letzten Formel vorhandene 
Integral der Werth (rjp — tj^), d. i. der Werth (a — 0). Denn iy 
hat in P den Werth a, und in den Werth [vgl. die Figur], 
Man erhält also die erste Formel des folgenden Systems: 

abs [OP] ^ ^^P-^ , abs [P «] ^ ^^'- , 

abs [QB] ^ ^^^^, abs [RO] < ^^^^, 

dessen drei übrige Formeln sich in analoger Weise ergeben. Dabei 
bezeichnen a und ß die in der Figur bei P und R markirten Win- 
kel. — Somit folgt aus (9.): 

10.) abs(tr,_cr,.)<(^-^](«±». 

Nun ist [was die in d^r Figur mit a, ß, y, d, A bezeichneten Win- 
kel betrifft] offenbar: a -\- ß = 2y, ferner y < *, und tf = A, mithin: 

a + ß=2y<2d = 2A, 
und folglich: 
11.) abs(?7,-?7,.)<: (^— ;)-'^ . 

Dabei bezeichnet A [vgl. die Figur] die scheinbare Grosse des (mit 
jji parallelen) Durchmessers yy^ für einen in B befindlichen Be- 
obachter, oder, besser ausgedrückt, denjenigen Maximal werth , den 
die scheinbare Grosse des Durchmessers yy^ für einen längs des 
Kreisrandes ö fortschreitenden Beobachter anzunehmen im Stande 

ist. Setzt man ~ ~ = x, so gelangt man zu folgendem Resultat: 

vir 

Erster Zusatz zum Kreistheorem. — Es sei 6 der Rand einer 
gegebenen Kreisfläche, ferner x eine kleinere und zu 6 concentrische 
Kreisperipherie. Die Radien von 6 und x mögen respeetive R und r 
heissen; mithin R> r. 

Versteht man nun unter U irgend eine Fundamental function 
der gegebenen Kreisfläche [d. i. eine Function, die auf dieser Fläche 
eindeutig und stetig, und innerhalb derselben harmonisch ist], und 
versteht man femer unter K und G das Minimum und Maximum der 
Randwerthe von TJ, so unrd für zwei längs x in beliebiger Bewegung 
begriffene Punkte j und j^ fortdauernd die Formel gelten: 

12.) •absCCT^- Uj,)^(G^K)x. 
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(13.) 



Dabei ieeeichnet x eine positive Conslante, die < 1 ist, und ä 
Werth lediglich abfiängt von den beiden Badien R, r. 

Construirt man nämlich irgend einen Durclintesser der Pertphaia 
T, und versteht man unter A den Maximalwerth der scheinbaren Grösse 
dieses Durchmesserfi für einen längs a fortsdireitenden Beobachter [vgl. 
die Figur pg. 413], so ist: 

X ^ ■ , also stets < 1. 

Hieraus folgt übrigens sofort, dass x auch so darstellbar ist: 



(14 



: Arclg 



R ' 



(16.) 



(IC.) 



(17.) 



WO Arctg z den kleinsten Winkel i'orstdlt, dessen Tangente ^ x ist. 
Es sei jetzt innerhalb ff irgand eine Curve 5 gegeben, und die 
einzelnen Punkte dieser Curve seien ebenfalls mit ^ bezeichnet. Als- 
dann finden l'Qr diese Punkte £, zufolge des Satzes (I.), (Ib.J pg. 398, 
die Formeln statt: 

K<U^<G, 

DU:<G~ E, 
wo K und G die schon genannten Bedeutungen haben. 

Die Function U wird aber, weil sie eine Fundamentalfunction 
der von a begrenzten Kreisfläche ist, eo ipso auch eine Fundamen- 
talfunction der kleineren von i begrenzten Ereisflüche sein. Liegt 
daher die Curve ^, wie wir annehmen wollen, nicht nur innerhalb 
ff, sondern aucli innerhalb t, so ergeben sich, zufolge des citirten 
Satzes, für diese kleinere EreisSäche die mit (15.) analogen Formeln: 
k£U:^g, 
DU;<g-k; 
dabei bezeichnen k und g das Minimum und Maximum derjenigen 
Werthe, welche V längs r besitzt. Nach (12.) ist aber 

ff — k-^(ß — K)x, 
wodurch die letzte der Formeln (IG.) Öbergeht in: 
DU:<:(G-K)x. 
Bezeichnet man schliesslich die Werthe von U am Rande g 
der ursprßnglich gegebenen Kreisfläche, ebenso wie früher, mit Z, 
so ist offenbar K =^ Min Z, ferner G = MaxZ, endlich G^K='I)X\ 
80 dass also die Konntiln (lü.), (17.) auch so darstellbar sind: 
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Minl< C/:<MaxI, 
8.) DU^<I)Z, 

Demgemass gelangt man zu folgendem Resultat: 

Der erste Zusatz zum Kreistheorem^ in etwas anderer Gestalt. 
Am Hände ö einer gegebenen Kreisfläche seien irgend welclie längs 
6 stetige Werthe Z vorgesdirieben. Femer sei gebildet die diesen T's 
entsprecfiende Fundamental function: 

Denkt man sich nun innerhalb der Kreisflädie eine mit 6 conccn- 
irische Peripherie r, und innerhalb r irgend eine Curve ^ gegeben, und 
die einzelnen Punkte dieser Curve ebenfcdU mit g bezeidmet, so gelten 
folgende Formeln: 

Minl< U^'^ <MaxZ, 

n.) " ^ 

DU^'^ <(2)I)x. 

Dotbei bezeichnet x eine positive Constante, die < 1 ist, ufid deren 
Werth lediglich abhängt von den Madien B und r der beiden Kreise 
6 und r. Es besitzt nämlich diese Constante x den in (13.), (14.) ge- 
nannten Werth, 

§3. 

Weitere Betrachtungen über die Kreisfläche. 

Sind am Rande a der gegebenen Kreisfläche irgend welche 
längs 6 stetige Werthe Z in beliebiger Weise vorgeschrieben, so 
liefert die Formel (22 c.) pg. 410 

1.) Uj = ^fz[{d6)j^i,(d6).] 

eine Function U, welche auf der Kreisfläche eindeutig und stetig, 
innerhalb derselben harmonisch, und am Rande derselben identisch 
mit jenen Z's ist. Doch liefert die Formel [wie an der citirten 
Stelle ausdrücklich hervorgehoben wurde] nur diejenigen Werthe, 
welche U innerhalb der Kreisfläche besitzt Demgemass wird bei 
den jetzt folgenden, auf der Formel (1.) basirenden Betrachtungen, 
2.) beständig im Auge zu behalten sein, dass daselbst unter j nur in- 
nere Punkte zu verstehen sind. [Eine besondere Formel für die Hand- 
werthe von U ist nicht weiter nothig, weil diese identisch mit den 

Kenmftnn, Aberuhe Integrale. 9. Anfl. 27 
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gegebenen Z's sind.] Der in (1.) in der eckigen Klammer enthal- 
tene Ausdruck: 

(3.) (d6)j-^ide). 

ist, wie man leicht erkennt [vgl. die Erläuterung auf pg. 419], 
stets positiv. Demgemäss folgt aus (1.) sofort: 

(4.) abs üj < ^/(abs I) \{(la)j — ^ {d6)c]. 

Wir wollen jetzt die Randfunction Z uns der Art gegeben den- 
ken, dass sie auf a längs einzelner Strecken d', 8'\ ö"' ... ver- 
sdiwindet, dagegen längs der nach Absonderung von d', 8'\ d"' . . . 
noch übrig bleibenden Strecken ß\ ß'\ ß'" . . . irgend welche Wertlie 
besitzt. Dabei soll Z, nach wie vor, längs des ganzen Randes 6 ste- 
tig sein. Es soll also angenommen werden, dass Z in den End- 
punkten der Segmente ß\ ß'\ ß"' . . . verschwindet, zugleich aber 
längs jedes einzelnen solchen Segmentes stetig ist. 

Solches festgesetzt, reducirt sich das Integral (4.) auf die ein- 
zelnen Strecken ß\ ß'\ ß"\ . . . Man erhält daher: 

abs Uj<l [/^, (abs Z) [(rftf), - ^(dtf),] + 

+ /p„ (abs Z) [(d0)j - i (rftf)e] + •••], 

(5.) oder, falls man den absolut grössten Werth von Z für sämmtliche 
Segmente ß\ ß'\ /3'", . . . mit M bezeichnet: 

abs Uj < ?[/^. [('^^ - ■Krf<^)c] +/^„ [{d<y)j- i(rftf)J +••■], 

oder, einfacher geschrieben: 

(6.) abs Uj < f [[(^'); - Kßy] + [(ß")j - i(/3")c] + •••], 

WO unter den {ß)j und {ß)c die scheinbaren Grossen der Segmente ß 
zu verstehen sind für einen in j respective im Centrum c befind- 
lichen Beobachter. Aus dieser Bedeutung der (ß)j und (ß)e ergiebt 
sich leicht, dass für jedwedes Segment ß die Formel stattfindet: 

(7.) (ß)j-Uß)c=='-bj, 

WO hj denjenigen Winkel repräsentirt, unter welchem der Bogen ß 
gegen einen confinen und durch j gehenden Kreisbogen geneigt ist 
Dabei sind unter zwei confinen Kreisbogen solche zu verstehen, 
deren Endpunkte coincidiren. 
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(f) 



(g) 




Erläntenmg. — In beistehender Fignr ist die gegebene, um das Cen- 
tram c beschriebene Peripherie a durch ii'gend zwei Punkte g, h in einen 
untern Theil (3, und einen obern 
Theil ß^ zerlegt. Markirt man nun 
irgendwo innerhalb a einen Punkt j, 
und bezeichnet man mit C das Cen- 
trum des zu ß confinen und durch 
j gehenden Kreisbogens JB, so ist 
offenbar: 

iß). ^ Winkel (gjh), 
(p),=-Wiükel((7CÄ), 

oder, was dasselbe ist: 

{ß)j^ Winkel (</ Cm), 
i((5)c= Winkel (5f c w). 

Hieraus aber folgt, durch Subtrac- 

tion und mit Hinblick auf das in der Figur gezeichnete Dreieck gcC: 

{ß)j'-i(ß),'=^ Winkel (cgC). 

Dieser Winkel {c g C) ist aber offenbar identisch mit demjenigen Winkel 
b^y unter welchem der Kreisbogen B gegen ß^ geneigt ist. Man erhält also: 

wo b^ die schon genannte Bedeutung besitzt, während b den supplemen- 
tären Winkel, d. i. denjenigen vorstellt, unter welchem der Bogeo B gegen 
ß geneigt ist. 

Diese Gleichung (f.), welche in analoger Weise für jedwede andere 
Lage des Innern Punktes j ableitbar ist, repräsentirt aber die zu beweisende 
Formel (7.). Nur ist dort statt b die genauere Bezeichnungsweise bj an- 
gewendet. 

Die mit b und 5° bezeichneten Neigungswinkel (Bß^) und (Bß) wer- 
den, falls man dem innern Punkte j andere und andere Lagen zuertheilt, 
offenbar stets zwischen und n bleiben. Somit folgt aus (f.), dass der 
Werth des Ausdrucks 

ebenfalls stets zwischen imd n bleibt, also stets positiv ist. Und dies 
wird offenbar auch dann z. B. stattfinden, wenn man den Bogen ß durch 
ein unendlich kleines Bogenelement da ersetzt; womit die oben über den 
Ausdruck (3.) gemachte Behauptung bewiesen ist. 

Die Formel (6.) nimmt nmi mit Rücksicht auf (7.) die ein- 
fachere Gestalt an: 

(8.) abs Uj < f [(« - bj') + (a - hj") + ...], 

WO allgemein 6/"^ den Winkel vorstellt, unter welchem ein zu ß^*^ 

27* 
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confiner und durch j gehender Kreisbogen gegen ß^ geneigt ist. 
I>er hier auftretende Ausdrock 

(9.) Wj = [(x - 6,0 + (a - VO + . • 1 

ist stets positiv und stets < :r. wie sogleich erläutert werden soll. 

Alle Bogen ^, ß>\ und d' d"^ ... zusammengenommen re- 

präsentiren die ganze Peripherie 6. Folglich ist für jedwede Lage 
des innem Punktes j 

[«'/;», + (Hi + •■■] + [(n + inj +■••] = 2», 

mithin z. B. auch: 

[(ßT), + (rh + . . -1 + f(d'), + (*"), + -..] = 2«. 

Multiplicirt man aber diese beiden Tileichungen respective mit 1 
und — — • und addirt, so ergiebt sich mit Rucksicht auf (7.): 

(10.) [,> - b/) + (« - b/') + ■ ■] + [ ;« - dj-) + (» - rf/') +-] = «, 

falls man nämlich den d/*^ hinsichtlich der Bogen d *' dieselbe Be- 
deutung zuertheDty welche die 6/"^ hinsichtlich der ß*^ besitzen. 

Die Winkel fc/"> und d/* liegen ihrer Natur nach stets zwischen 
und St. Folglich sind die Differenzen :r — 6/"* und st — d/*^ stets 
positiv. Die linke Seite der Formel (10.) wird daher verkleinert 
werden, falls man einen Theil dieser positiven Differenzen daselbst 
unterdrückt Man erhält also z. B.: 

ff« - V) + t> - hj") + •••] + («- <//) < «, 
oder, was dasselbe ist: 

[(« - bf) + (, _ 6,") + - . .] < rf/, 
oder mit Rucksicht auf (9.): 

In analoger Weise ergiebt sich offenbar auch Wj < rf/', u. s. w.; so 
dass man folgendes Formelsjstem erhält: 

(11.) Wj < dj\ Wj < d;\ Wj < d"\ CtC. CtC 

Da nun die Winkel ft,^"^ und ö^^*>, wie bereits mehrfach bemerkt ist, 
ihrer Natur nach stets zwischen und n bleiben, so ergiebt sich 
aus (9.), dass Wj stets positiv ist, andererseits aus (11.); dass Wj 
stets <sc ist. Q. e. d. 

Dies Torangeschickt, stellen wir uns jetzt folgende Aufgabe: 
Auf der Kreisfläche sind irgend welche Curven ^, t'\ 5'", . . . gegeben, 

(\9\ ^^^ ^^' ^^^ ^'^ ^'^ 6«rflrfi Endpunkte des Bogens ß^"^ mit eincmder 

'^ verbindet, in diesen beiden Funkten aber die Peripherie 6 nicht tangirtj 

und überhaupt^ ausser diesen beiden Punkten, keinen weiteren Pwüct 
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mit getpiein JkjU. Es soll das Maximum derjenigen Wertlie unter- 
sudU u?erden, welche Wj annimmt^ falls der PunJit j sämmtUclie Curven 
ii £"j i'y • • • durchläuft. 

Zu diesem Zweck zerlegen wir jedwede Curve g^"^ in zwei Theile, 
etwa (um die Vorstellung zu fixiren) in zwei gleiche Theile, und 
nennen diese Theile die Halbcurven. Sodann construiren wir einen 
zu S" confinen Kreisbogen A' von 
solcher Lage, dass die beiden in den 
Endpunkten von d' anstossenden 
Halbcurven*) in Erstreckung des 
von d' und A' umschlossenen Ge- 
bietes (d" A') liegen, indem wir 
gleichzeitig dafür sorgen, dass der \r-^ 
Flächeninhalt dieses Gebietes mög- 
liehst klein wird. Alsdann ist offen- 
bar der gegenseitige Neigungswinkel 
Je der beiden Bogen d', A' stets 
< X (niemals = ;r); denn man hat 
zu beachten, dass jene beiden Halbcurven, ausser den beiden End- 
punkten des Bogens d', keine weiteren Punkte mit gemein haben. 
Für sämmtliche Punkte j des Gebietes (d'A') ist aber dj -^k'y also: 

dj ^ Aj' < Ä, 
folglich auch nach (11.)^ 
;i3a.) Wj^h'<n. 

Und diese Formel wird also z. B. auch stattfinden für alle Punkte j 
der in Kede stehenden beiden Halbcurven. 

Analoges gilt für d". Construirt man nämlich einen zu d" 
confinen Kreisbogen A" von solcher Lage, dass die beiden in den 
Endpunkten von ö" anstossenden Halbcurven in Erstreckung des 
Gebietes (d" A") liegen, und dass überdies der Flächeninhalt dieses 
Gebietes ein möglichst kleiner ist, so wird der gegenseitige Neigungs- 
winkel k" der beiden Bogen d", A" stets < n (niemals = n) sein. 
Und gleichzeitig wird für alle Punkte j jener beiden Halbcurven 

die Formel stattfinden: 
13b.) Wj<r <%. 

ü. s. w. U. s. w. 

Operirt man in analoger Weise bei sämmtlichen Bogen d', d", 

., und bezeichnet man den grössten der dabei zu construiren- 

. . mit K, so gelangt man also zu dem 



r// 



den Winkel k', Ä", k"', 



*) Nur diese BcUhcurven sind in der Figar angegeben. 
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Resultat; dass für sämmtliche Punkte j aUer HaJbcurvm gusamtnm' 
genofumen die Formel stattfindet: 

(14.) Wj<K<,t, u auf r, r, r, . . .], 

oder, etwas anders geschrieben: 

(15.) ^<^<h [j auf r, r, r, ...]. 

In dieser Formel (15.), die also gültig ist für sämmtliche Punkte j 

der gegebenen Curven g', g", g"', . . . , repräsentirt der Bruch — eine 

(loa.) . . * 

^ '"^von den geotnetrischen Verhältnissen abhängende positive Constante, 

deren Werth stets < 1 (niemals = 1) ist Zugleich repräsentiren 

die Formeln (14.), (15.) die Lösung der in (12.) proponirten Aufgabe. 

Wir kehren jetzt zurück zur Function U. Die nach (8.) und 

(9.) für jedweden Punkt j innerhalb geltende Formel 

(16.) abs Uj<M-l^ 

wird z. B. auch gültig sein für diejenigen Punkte j, welche auf den 
Curven ^, g", ^", . . . gelegen sind. Alsdann aber subordinirt sich 
die rechte Seite der Formel der in (15.) angegebenen Relation; so 
dass man erhält: 

(17.) abs Uj < M 5, [j auf r, T, T', • • •]• 

Wie zu Anfang dieses Paragraphs [in (2.)] betont ist, sind 
unter den Punkten j durchweg solche zu verstehen, die imierhalb 
der gegebenen Kreisfläche liegen. Demgemäss wird also z. B. die 
Formel (17.) gültig sein für solche Punkte j, die auf den Curven g', 
5", 5'", . . . , und zugleich innerhuJh der gegebenen Kreisfläche liegen. 

Hieraus aber folgt, weil TJ in ganzer Erstreckung der Kreis- 
fläche eindeutig und stetig ist, nach bekannter Schlussweise sofort, 
dass die Formel (17.) auch noch gültig ist für die am Bande der 
Kreisfläche befindlichen Endpunkte jeuer Curven. 

Wollte man nämlich das Gegentheil annehmen, also behaupten, das 

abs U sei in irgend einem dieser Endpunkte g um eine angebbare Quan- 

K 
tiUlt B grösser als M — ^ so müsste [weil U in ganzer Erstreckung der 

Kreisfläche eindeutig und stetig ist] auf der bei g mündenden Corve i in 
unmittelbarer Nähe von g ein Punkt j vorhanden sein, in welchem U um 

-g- grösser als M — ist; — was der schon constatirten Formel (17.) 
widerspricht. 



K 
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Bezeichnet man also sämmtlidie Punkte der Curven g', g", 5"', • • . 
(inclusive ihrer Endpunkte) kurzweg mit f, so ist ausnafimslos: 

[18.) absC/f<Jtf^, 

mithin z. 6. auch: 
[19.) Maxabs U^<:M-. 

oder, was dasselbe ist [vgl. (5.)]: 
:20.) Max abs t/f < (Max abs I,^) 

Bezeichnet man also die Constante - mit A, und beachtet man die 

in (15a.) über diese Constante gemachten Bemerk ungen, so gelangt 
man zu folgendem Satz: 

Zweiter Zusatz zum Ereistheorem. — Am Bande 6 der gegebenen 
Kreisfläche seien längs dieses Randes stetige Wertlie Z vorgesd^rieben, 
die nur in einzelnen Randsegmenten /S', /3", ^"; . . . von Null ver- 
schieden sind, in den daztvisclien liegenden Randsegnienten ä', d", d"', .. . 
aber verschwinden. Femer sei gebildet die diesen Z's entsprechende fun- 
damentale Function: 

Sind nun auf der Kreisfläclie irgend welche Curven g', g", g"', . . . ge- 
geben, und zwar der Art, dass g^") die beiden Endpunkte des Segmentes 
j5(*> verbindet, in jenen Endpunkten aber den Rand a nicht tangirt, 
und überhaupt, ausser diesen beiden Punkten, keine weiteren Punkte 
mit o getnein Jtat, so wird, falls man sämmtliche Punkte des Curven- 
Systems g', g", g"', . . . kurztveg mit g bezeichnet, die Formel gelten: 

KU.) Max abs U^^' ^ < (Max abs I^) L 

Dabei bezeichnet A eine positive Constante^ die <. 1 ist, und deren 
Werth lediglich ablmigt von den gegebenen geometrischen Verhält- 
nissen, d, i. von der Lage des Curvensystetns g', g", g"', . . . in Bezug 
auf die Kreisfläclie, 

§4. 
Betrachtungen über einen Kreisring. 

Die vorhergehenden Paragraphen enthalten gewisse für unsere 
eigentlichen Zwecke erforderlichen Hülfsätze. Ein weiterer solcher 
Satz betrifift den Kreisring, und lautet folgendermassen: 

Satz über den Kreisring. — Es sei gegeben eine von zwei concen- 
trischen Kreislinien a und ß begrenzte ringförmige Fläche ®afi, wwdf 
zwar sei, was die Radien betrifft: 
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(1.) Ra> jRfi. 

Ausserdem sei eine Fufwtion U= U{x,y) gegeben, welche aufsaß 
eindeutig und stetig, und innerhalb ©«^ hwmonisch ist. Denkt man 
sich alsdann eine mit a, ß concentrische Peripherie 6 construirt, deren 
Radius Ra der Formel entspricht: 

Ra>Ro>Rßj 

so tvird das über 6 erstrechte Integral 



(2.) 



(3.) 



/m^'y - If ^^) = ^«"'*- 



sein, nämlich ein und denselben Werth behalten, weldie Grösse man 
dem Radius Ra innerJialb des soeben festgesetzten Spielraumes (2.) 
auch zuertheilen tnag. 

Setzt man nun insbesondere voraus, der constante Werth des In- 
tegrales (3.) sei =0, es gelte also die Formel: 

(4.) //a^'^y - If'^^) = ^' 

SO wird stets aucfi folgende Formel gelten: 

(5.) a»(tg = aK(f/^). 

2). h.: Das arithmetische Mittel der längs a vorhandenen Werthe U 
wird alsdann ebensogross sein wie das arithmetiscJie Mittel derjenigen 
WertJie U, die längs ß sich vorfinden. 

Beweis. — Constmirt man zwischen a nnd ß irgend zwei inter- 
mediäre concentrische Peripherien a und r, entsprechend der Formel: 

80 ist ü [zufolge der gemachten Voraussetzungen] in ganzer Erstreckang 
der ringförmigen Fläche @^^ eindeutig, stetig und harmonisch. Demgemäss 

ist [zufolge des Satzes (8.) pg, 391]: 

r (du ^ dU .\ ^ 

oder, etwas anders geschrieben: 

die Integrationen über a und r in gleichem Sinne, d. i. in paralleler Rich- 
tung hinerstreckt gedacht. Hiemit ist die Behauptung (3.) bewiesen. 

Was nun ferner den Beweis der Formel (5.) betrifft, so denke man 
sich die Fläche ©^^ durch irgend einen von a nach ß gehenden Quer- 
schnitt q in eine einfach zusammenJiängende Fläche ©^^ verwandelt Als- 
dann wird [zufolge des Satzes (9.) pg. 392] durch die Formel 
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eine Function V = Vix^ y) definirt werden , die innerhalb ©^^ eindeutig 

und stetig, und längs g mit einer constanten Differenz behaftet ist. Diese 

Differenz aber ist =»0, zufolge unserer in (4.) gemachten Voraussetzung. 

Die Function V ist daher nicht nur innerhalb S^«^, sondern auch 

innerhalb @^o eindeutig und stetig. Und demgemäss wird [vgl. (10a.) pg. 
392] das Binom 

eine monogene Function von z =^ x -\- iy sein, die innerhalb @^^ eindeutig 

und stetig ist. Genau dasselbe gilt auch von , folglich auch von der 

Function 

m_ _ ü+iv 

z — c z — c ' 

falls man nämlich unter c r=* a -{• %h irgend einen festen und zwar aitsser- 
halb @^o gelegenen Punkt versteht. 

Da nun f{z) die Eigenschaften der Eindeutigkeit und Stetigkeit inner- 
halb 6^^, mithin in ganzer Erstreckung von @^^ besitzt, so folgt [mittelst 
des Cauchy^schen Satzes (9.) pg. 19]: 



r m dz ^ r f{z)dz 

J a Z — C J t Z — C' 



die Integrationen über a und r in parallelen Richtungen erstreckt. Nimmt 
man jetzt für c das gemeinschaftliche Centrum der Peripherien a, a, t, ß, 
so ergiebt sich [vgl. pg. 393, 394]: 

Sm de Sm dx 



die Integrationen binerstreckt über alle Elemente da und dt der Kreislinien 
a und T. Setzt man hier aber für f(z) seinen Werth U -\- iV, so ergeben 
sieh zwei Relationen, von denen die eine lautet: 

2nB^ "" 2nB^ 

Diese Formel ist, wie aus ihrer Ableitung hervorgeht, gültig für irgend 

zwei der Formel 

B„>R„>B,> B^ 

entsprechende Kreislinien 0, t. Folglich wird sie, weil [nach unserer 
Voraussetzung] U in ganzer Erstreckung von S^,^ eindeutig und stetig ist, 
auch dann noch gültig bleiben, wenn man a mit a, und t mit ß zusammen- 
faXUn lässt; so dass man also erhält: 

2nE^ 2nR^ ' 

oder einfacher geschrieben: 



a»(i/„) = aJKf^). Q. e. d. 
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§5. 
Die FandAmentalfanctionen der Normalcalotte. 

Definition. — Eine sphärisch gekrümmte m -blättrige Windungs- 
fläche, deren Rand durch eine nach m Umläufen in sidi eurüddieh' 
(A.) rende Kreislinie dargestellt ist, soll in Zukunft ^ einerlei ob das 
sphärische Centrum dieser Linie im WindungspunkU der Fläche liegt 
oder nicht, eine Normalcalotte heissen. Für den Fall m = 1 ver- 
wandelt sich also die Normalcalotte in diejenige Fläche, welche 
schlechtweg als Calotte bezeichnet wird. 

Definition. — Denkt man sich eine m-blättrige Normalcalotte 
mittelst eines den Windungspunkt umlaufenden und nach m Umgängen 
(B.) in sidh zurückkehrenden kreisförmigen Schnittes in sxcei Theile zer- 
legt, so wird der eine Theil wiederum eine Normalcalotte sein. Der 
andere mag eine Normalzone genannt werden. Eine solche Normal- 
zone ist also^ stets von zwei Kreislinien begrenzt Ob die sphärischen 
Centra dieser beiden Kreislinien mit einander coincidiren oder nicht, 
bleibt dabei völlig dahingestellt. 

Dies vorangeschickt, beginnen wir zunächst mit einigen ein- 
fachen Betrachtungen über die gewöhnliche einblättrige Kugelfläche. 
Auf dieser Kugelfläche seien irgend zwei Punkte c, c markirt, 
gleichzeitig mag die Sehne cc oder vielmehr die durch Verlängerung 
dieser »Sehne entstehende Secante mit L bezeichnet sein. Denkt 
man sich durch L*) irgend eine Ebene gelegt, und den Kreis, in 
welchem die Kugelfläche von dieser Ebene geschnitten wird, mit 
s bezeichnet, so entstehen, falls man jene Ebene um L in Rotation 
versetzt, unendlich viele solche Kreise 5, die sämmtlich in c ein- 
ander schneiden, ebenso in c\ Markirt man nun auf L, und zwar 
ausserhalb der Kugelfläche, irgend einen Punkt A, und legt man 
von A aus Tangenten t an sämmtliche Kreise s, so werden air diese 
^8 zusammen genommen nichts Anderes sein, als der von A an die 
Kugelfläche gelegte Tangentialkegel. Demgemäss wird die Gesammtheit 
der Punkte (s, t), in denen die einzelnen s von den zugehörigen fs 
berührt werden, die Contactcurve jenes Tangentialkegels repräsentiren. 

Die Punkte {s, t) sind daher als solche zu bezeichnen, die vom 
gemeinschaftlichen Ausgangspunkte der ^s, d. i. von A gleich weit 
entfernt sind. Hieraus folgt, dass jedwede Tangente t, mithin auch 
jedweder Kreis s senkrecht geschnitten wird von der durch die Ge- 
sammtheit der Punkte (s, t) gebildeten Contactcurve. 



*) d. i. durch die Punkte c und c . 
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Sind also auf der Kugelfläche zwei feste Punkte c und c gegeben, 
und denkt man sich alle auf der Kugelflächc liegenden und durch c 
(1.) ujid c gellenden Kreise mit s bezeichnet, so werden die zu diesen Kreisen 
$ orthogonalen Kreise nidits Anderes sein als die Contactcurven 
derjenigen TangentiaTkegd, deren Spitzen in der durch c, c gehenden 
geraden Linie liegen. 

Denkt man sich nun einen der Kreise gegeben, und überdies 
den Punkt c gegeben, so kann man die übrigen Kreise 0, ferner 
die Kreise s, und namentlich auch den Punkt c leicht construiren^ 
in folgender Weise: 

Man construire zuvorderst denjenigen Tangentialkegel, der den 
gegebenen Kreis zur Contactcurve hat. Der Punkt, in welchem 
eine durch die Spitze A dieses Kegels und den gegebenen Punkt c 
gehende gerade Linie L die Kugelfl'ache zum zweiten Male schneidet, 
ist alsdann der gesuchte Punkt c\ Nachdem in solcher Weise c 
gefunden ist, ergeben sich sofort sämmtliche Kreise s. Und gleich- 
zeitig ergeben sich die übrigen Kreise a dadurch, dass man die 
Spitze jenes Tangentialkegels «längs L fortschreiten lässt, und dabei 
von Augenblick zu Augenblick die Contactcurve des Kegels con- 
struirt. Man gelangt so z. B. zu folgendem Satz: 

Sind auf der Kugelfläche irgend ein Kreis und irgend ein Funkt 
c gegeben^ so lassen sich auf der KugelfläcJie unendlich viele Kreise 
construiren, die zu o orthogonal sind, und sämmtlich durdi c gelten. 
(2.) AW diese unendlich vielen Kreise schneiden sich, ausser in c, noch in 
einem zweiten Punkte c , der hinfort der zu c in Bezug auf con- 
jugirte Funkt Iwissen mag. 

Dieser conjugirte Punkt c kann, falls c und gegeben sind, mit 
/Q\ Leichtigkeit gefunden werden. Denn die gerade Linie cc muss stets 
durdi die Spitze desjenigen TangentialkegeU gelten, der den Kreis 
zur Contactcurve hat. 

Sind auf der Kugelfläche irgend welche Kreise gegeben, so 
werden dieselben, bei Ausführung einer stereographischeti Projection, 
bekanntlich Kreise bleiben. Und sind zwei der ursprünglich ge- 
gebenen Kreise z\i einander orthogonal, so werden sie, bei Aus- 
führung dieser Projection, orthogonal bleiben. Demgemäss ergiebt 
sich aus der in (2.) gegebenen Definition sofort folgender Satz: 

Sind auf der Kugelflüehe irgend ein Kreis und zwei in Bezug 

auf zu einander conjugirte Punkte c und c gegeben, so wird diese 

^ V gegenseitige Beziehung zwischen 0, c, c auch dann noch fortbestehen, 

wenn man 0, c, c' irgend welcher stereographischen Projection unter- 
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wirft; also z, B. fortbestelien, wenn man 0, c, c [vgl. die Figur pg. 53] 
von 0' atis auf die Horizonialehene MN, oder von aus auf die 
Antipodenebene M' N' projicirt. 

Denkt man sich also in solcher Weise (?, c, c' in eine Ebene 
versetzt, so wird c' nach wie vor der zweite Durchschnittspunkt 
derjenigen unendlich vielen Kreise sein, welche durch c gehen und 
zu ö orthogonal sind. Bezeichnet man daher, hier in der Ebetie, die 
Abstände irgend eines auf 6 liegenden Punktes z von c und c re- 

(5.) spective mit r, r', so wird der Quotient — r, nach bekannten Sätzen, 

constant bleiben^ falls man jenen Punkt z längs o fortschreiten lässt. 
Denkt man sich also z. B., um die Vorstellung zu fixiren, jene 
Projection auf die Horizontalebene ausgeführt, und die den Punkten 
c, c\ z mit Bezug auf das Coordinatensystem dieser Ebene zukom- 
menden Symbole a + i6, a + ib\ x + iy gleichfalls mit c, c\ z 
bezeichnet, und überdies 

gesetzt, wo g ein Punkt in einer neuen Ebene, in der ^-Ebene 
sein soll, so wird, falls man z längs a fortschreiten lässt, gleich- 
zeitig dieser neue Punkt g in der g- Ebene eine Kreisperipherie 
durchwandern, deren Centrum im Anfangspunkte der J-Ebene liegt. 
Setzt man nämlich, was jene Horizontalebene, d. i. die jgr-Ebene 
betriflft: 

z — e =^re , 



. c ==r i 
und was die g- Ebene betriflft: 



z — e ==r e , 



so geht die Formel (6.) über in: 

(7.) ^ yc^ ^=Qe ; 

woraus folgt: 

(8.) f = P. 

Lässt man nun aber den Punkt z längs ö fortschreiten, so bleibt 
-T [nach (5.)] constant, also [nach (8.)] auch p constant, Q. e. d. 

Aus diesen einfachen Betrachtungen ergiebt sich nun, wie leicht 
zu übersehen ist, folgender 

Satz. — Auf der gcwöhnlicJien einblättrigen KugelflücJie sei irgend 
eine Calotte abgegrenzt, und ihr kreisförmiger Band mit 6 bezeidmet. 
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(9.) Ferner sei innerhalb der Cahtte irgend ein Punkt c gegeben, und der 
in Bezug auf ö zu c conjiigirte [also ausserhalb der Calotte liegende | 
Punkt mit c bezeichnet. Alsdann werden sidi durch die Substitution 

z — c . 

sämmtliche Punkte z der Calotte in eine auf der ^-Ebetie liegende 
Kreis flädie verwandeln, deren Centrum im Anfangspunkte der t,- Ebene 
d. i. in t = liegt. 

Selbstverständlich ist dieser Satz auch dann noch anwendbar, 
wenn die Calotte auf einer mehrblättrigen Kiemann'schen Kugel- 
fläche 91 abgegrenzt ist; vorausgesetzt, dass diese Calotte durchweg 
aus einem Blatt besteht, also z. 6. frei von Windnngspunkten ist 
Aber auch für melirblätterige Calotten existirt unter Umständen ein 
analoger Satz, der aus den bereits angestellten Betrachtungen mit 
Leichtigkeit sich ergiebt. Derselbe lautet: 

Satz. — Es sei ^ eine n -blättrige Riemann'sclie Kugel fläche, und 
[10.) CMf 9i sei irgend eine m-blättrige Normalcalotte abgegrenzt*), deren 
Windungspunkt c, und deren Band 6 heissen mag [vgl. die Definition 
(A.) pg. 426]. 

Ferner sei c der in Bezug auf 6 zu c conjugirte [also ausser- 
halb der Calott« liegende] Punkt Alsdann werden sich mittelst der 
Substitution 



m 



sämmtlicJte Punkte z der m-blättrigen Calotte in eine auf der ^-Ebene 
liegende einblättrige Kreisflädie verwandeln, deren Centrum im Anfangs- 
punkte der t,- Ebene liegt. 

Bemerknng. — Bei Ableitnng der Sätze (9.), (10.) ist die Projection 
auf die Horizonidlehene benutzt worden. Bedient man sieb, statt dieser, 
der Projection aaf die Antipodenebene, so gelangt man za analogen Sätzen, 
die von jenen nur dadurch abweichen, dass in den betreffenden Sub- 
stitutionsformeln : 

I _2. 

— - an Stelle von — 7 

II z — c 

z c 

auftritt. Diese beiden Ausdrücke unterscheiden sich aber von einander 
nur durch einen constanten Factor. Demgemäss sind also die in Rede 
stehenden neuen Sätze mit den schon ausgesprochenen Sätzen (9.), (10.) 
nicht nur aualog, sondern geradezu identisdt. 



♦) Es ist mithin m ^ n. 
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Bezeichnet man eine der in (9.), (10.) genannten Calotten mit 
©, und denkt man sieh ferner am Rande 6 der Fläche © irgend 
welche (jedoch stetige) Werthe Z in beliebiger Weise vorgeschrieben, 
so wird die diesen Werthen Z entsprechende Fundamentalfunction 
U der Fläche ©, wie leicht zu übersehen ist, ein und dieselbe 
bleiben, einerlei ob man die Fläche © in ihrem ursprünglicJien Zu- 
stande verharren, oder ob man sie, mittelst der angegebenen Sub- 
stitutionen, in die Gestalt einer Kreis flädie übergehen lässt. Für 
diesen letzteren Zustand ist aber jene Function U sofort angebbar, 
nach dem Theorem pg. 410. Folglich ist sie es auch für den erstem. 

In ähnlicher Weise lässt sich der erste die Kreisfläche betreffende 
Zusatz [pg. 417] auf die Calotte © übertragen, und ebenso auch 
der zweite [pg. 423], so dass man also zu folgenden Resultaten 
gelangt: 

Satz über die Normalcalotte. — Sind am Rande 6 einer Nor- 
malcalotte [vgl. die Definition pg. 426] irgend welche längs dieses 
Bartes stetige Werthe Z vorgeschrieben , so wird die diesen Z'5 zu- 
geluyrige Fundamentalfunction der Calotte stets construirbar sein, 
D. h, es ivird stets eine Function construirbar sein, welche auf der 
Calotte eindeutig und stetig; innerhalb derselben liarfnonisch, wnd am 
Bande derselben identisch mit jenem J.'s ist. 

Erster Zusatz. — Bezeichnet man diese Function mit 

und denkt man sich völlig innerhalb der Calotte eine Curve 5 ge- 

geben, so gelten für sämmtlielie Werthey weldie U ' auf g besitzt, die 
Formeln: 

Min Z < U:""' ^ £ Max Z, 

Dabei bezeicJinet x eine positive Constante, die stets < 1 isty und deren 
Werth lexliglich von den gegebenen geometrischen Verlulltnissen ab- 
lulngt. Mayi kann x etwa bezeictmen als die Situationsconstante 
der Curve g in Bezug auf die gegebene Calotte, 

Zweiter Zusatz. — Sind die vorgeschriebenen Z's nur längs ein- 
zelner Bandsegmente ß, /3", /J"', ... von Null verschieden, längs 
der dazwisdien befindliclien Segmente aber versdiwindend, und sind 
überdies auf der Calotte irgend welche Curven ^, ^', g"', . . . gegeben, 
und zwar d(r Art gegeben, dass ^"^ die beiden Endpunkte von /S^*^ ver- 
bindet, in diesen beidcfi Punkten aber den Calottenrand 6 nicht tangirt, 
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und überhaupt ausser diesen beiden Punkten Iceinen weiteren Ptinlt mit 
6 geniein hat, so wird die jenen Z s zugehörige Fundamentdlfunction 

der Formel ent^edicn: 

(NIL) Max abs U^^' ^'< (Max abs I^) A, 

wo der Ausdruch linker Hand den absolut grössten Werth vorstellt, 

den die Function U in sämmtlichen Punkten t des Curvensystems 

^y i'j £"'; • • • besitzt 

Dabei bezeichnet l eine positive Constante, die < \ist, und deren 
Werth lediglich abhängt von den gegebenen geometrischen Verhält- 
nissen, Man kann k etwa bezeichnen als die Situationsconstante 
des Curvensystems ^, ^', ^", ... in Bezug auf die gegebene Calotte, 



Achtzehntes Oapitel. 
Beweis der Riemann'schen Existenztheoreme. 

§ 1. 

Aufstellung eines gewissen Convergenztheorems. 

Es sei ©* ein beliebiger Theil einer Riemann'sehen Eugelfläche. 
Und es mögen unendlich viele Fundamentalfonctionen dieser Fläche©: 

(1.) f7W=f7(-)(a;,y), n = 1, 2, 3, . . .00, 

gegeben sein, also Functionen, die auf @ eindeutig und stetig, und 
innerhalb @ harmonisch sind. Wir wollen nun den Kand von © 
[welcher im Allgemeinen aus mehreren Curven bestehen wird] mit 
6, die Randwerthe der Functionen ?7^"^ mit W"^ bezeichnen , und 
voraussetzen, dass diese Randwerthe der Formel entsprechen: 

(2.) abs W^<rfi% 

wo r, (i zwei gegebene positive Constanten sind, und f* < 1 ist 

Aus der Voraussetzung (2.) folgt mit Rücksicht auf den Satz 
(17.) pg. 395, dass für alle innerhalb @ befindlichen Punkte j die 
analoge Formel gilt: 

(3J abs U/^^<rii\ 

Aus (2.), (3.) folgt nun aber weiter, dass die Reihe 

(4) r = ?7(i) + ü'(«) + f7(») + ... in inf. 

für jedweden Punkt der Fläche © convergirt, einerlei ob derselbe 
innerhalb © oder am Rande von © liegt; so dass also dieses durch 
(4.) definirte V für jedweden Punkt der Fläche © einen 6c- 
stimmten endlichen Werth besitzt 

Für die zwischen V und dem endlichen Polynom: 
(5.) F^») = f7(i) + 17(2) _ ^ uin) 

vorhandene Differenz V — F^*^ gilt, nach (2.), (3.), die Formel: 

abs (F - FC)) ^ r (fi«+i + f*»+^ + fi-+» + ... in inf.), 
d. i. die Formel: 
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(6.) ab8(F-FC')<[-':[.'^^; 

und zwar gilt diese Formel simultan für sämmtlicfie Punkte der 
ganzen Fläche @. 

Nach unserer Voraussetzung sind aber U^^\ U^^\ U^^\ . . . 
auf @ eindeutig und stetig. Gleiches gilt daher von dem Polynom 
V^^\ (5.), und folglich auch von V selber, wie solches mittelst der 
Formel (6.) leicht zu beweisen ist 

Erläntenmg. — Zufolge (6.) kann man, falls irgend ein Eleinheits- 
grad B gegeben ist, die Zahl n so gross machen, dass ^multan für sämmt- 
Uche Punkte der Fläche @ die Formel stattfindet: 

(«•) abs(F— V^^^Xis. 

Solches ausgeführt gedacht markire man jetzt auf S einen beliebigen 
Punkt X (einerlei ob innerhalb © oder am Rande von @), und beschreibe 
um X, als Centrum, eine kleine Kreislinie. Diese letztere vrird, je nach- 
dem X ein gewöhnb'cher Punkt oder ein Windungspunkt ist, entweder 
eine gewöhnliche Kreislinie oder aber eine solche sein, die erst nach 
mehreren Umläufen in sich zurückkehrt. 

Da nun das Polynom T^**^ auf ö überall eindeutig und stetig ist, 
so kann man sämmtliche Differenzen, welche V'^^^ auf (9 innerhalb dieser 
Kreislinie besitzt, durch Verkleinerung des Kreisradius unter s hinab- 
drücken. Mit andern Worten: Man kann den Radius so klein machen, 
dass für zwei auf @ innerhalb des Kreises in beliebiger Bewegung be- 
griffene Punkte x^ und x^ fortdauernd die Formel stattfindet 

Hier aber kann man, zufolge (a.), T^"^ mit V vertauschen, ohne dabei einen 
Fehler von mehr als 2e hineinzubringen, und erhält also: 

(r.) a*>« (F,_ - F,; < 3*. 

DemgemäsB ist V im Punkte x stetig zu nennen, also, weil x auf be- 
liebig gewählt war, stetig zu nennen in jedwedem Punkte der Fläche @. 
Q. e. d. 

Die durch (4.) definirte Function V ist also auf @ eindeutig 
(7.) und stetig, mithin z. B. auch integrirhar'^ wovon weiterhin Gebrauch 
zu machen ist. Wir werden jetzt schliesslich noch nachweisen, dass 
Y innerhalb © harmonisch ist. 

Zu diesem Zweck markiren wir innerhalb © einen beliebigen 
Punkt c, bezeichnen das Bereich des Punktes c in seinem ursprüng- 
lichen und natürlichen Zustande respective mit U (c, z) und Ä (y, ?;), 
und denken uns diese Bereiche in solcher Weise umgrenzt, dass 81 
eine Kreisfläche vorstellt, deren Centrum in y liegt. Nach unserer 
Voraussetzung sind die Functioneu U^^^, U^'\ U^^\ . . . auf © ein- 

Nenmann, Abersche Integrale. 2. Aufl. 28 
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deutig und stetig, und innerhalb @ harmonisch. Folglich sind die- 
selben auf der innerhalb @ liegenden Fläche U, mithin auch auf 
ebenfalls mit diesen drei Eigenschaften behaftet Gleiches gilt 
daher z. B. auch von F^**), (5.). Demgemäss wird der Werth von 
F^*») in jedwedem innerhalb Ä liegendem Punkte j darstellbar sein 
durch die Formel (22 a.) pg. 410: 

(8.) ^/"' = i/«[^-Ä]^«-''«. 

die Integration hinerstreckt gedacht über alle Randelemente da der 
Kreisfläche ?l. Dabei bezeichnet F«^*) den Werth von F^"^ im Ele- 
mente da, ferner E den Abstand des Punktes j vom Element da, 
ferner d* den Winkel, unter welchem E gegen die auf da errichtete 
innere Normale geneigt ist, endlich R den Radius von 91. Die 
Formel (8.) gilt, wie schon gesagt, für alle Punkte j innerhalb fL 
Sie gilt also für alle Punkte j in ganzer Erstreckung von SÜ^, falls 
man unter ^q eine mit % concentrische Kreisfläche versteht, deren 
Radius JB^ < B ist. 

Fraglich aber ist, ob die Formel auf %^ noch gültig bleibt, 
wenn man in ihr F^*) durch F ersetzt. Bezeichnet man vorläufig 
den durch diese Substitution entstehenden Fehler mit A, schreibt 
man also: 

(9.) ^+r,_i/J-»_^^]r..., 

SO ergiebt sich aus (8.) und (9.) durch Subtraction: 
(10.) A + (F, - F/-)) = i /^ [^* - ^-^ (F„ - F«(-)) da. 

Denkt man sich diese Formel (10.) der Reihe nach für irgend welche 
Zahlen n < w' < w" < . . . hingeschrieben, so wird dabei das A stets 
denselben Werth behalten. Denn A repräsentirt die durch (9.) de- 
finirte feste^ von n unabhängige Grosse. Und dieses feste A muss 
also, zufolge (10.), weil F} — F/"^ und F« — F«^*) bei wachsendem 
n gegen convergiren, nothwendig = sein. 

Genaueres. -— In den Formeln (8.), (9.), (10.) repr&sentirt j irgend 
einen auf ^ (Radius jß^) gelegenen Punkt; während die dortigen Inte- 
grationen Aber den Band von % selber (Kadiua B) fortlaufen. Demgemäss 
ist also das dortige E^ R — R^^, mithin 



und folglich: 



E^ Ä — Ä 
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Mit Rücksicht hierauf, sowie mit Rücksicht auf die in (6.) gefundene 
Formel : 

(y.) abs (V - r(">) < [1^^ 

folgt nun aus (10.) sofort: 

Da nun n ein positiver ächtxir Bruch, mithin die rechte Seite dieser Formel 
durch Vergrösserung von n unter jeden beliebigen Kleinbeitsgrad e hinab- 
drückbar ist, so muss die feste (von n unabhängigp) Grösse abs A kleiner 
sein als jedwedes noch so kleine e. Folglich ist sie »> o. Q. e. d. 

Da nun A = ist, so geht die Formel (9.) über in: 

Hieraus aber folgt, falls man die Coordinaten des auf 9^ liegenden 
Punktes j mit |, i} bezeichnet, sofort, dass Vj auf %q den Formeln 
entspricht: 

(12.) ^^ ,; stetig, -^ + -^^.> = 0, 

dass also F} auf ^q, mithin auch auf Uq luirmonisch zu nennen ist. 
Dabei bezeichnet Uq den mit Äq correspondirenden Theil von U, 
also ein kleines den Punkt c umgebendes FläcbenstOck, oder (kürzer 
ausgedrückt) das Bereich von c. 

Die Function V ist also harmonisch im Bereich eines jedweden 
innerhalb @ gelegenen Punktes c. Mit andern Worten: Sie ist 
innerhalb @ überall luirmonisch. Alles zusammengefasst, gelangt man 
daher zu folgendem Resultat: 

Convergenztheorem. — Es sei © ein beliebiger Theil einer 
Riemann' sehen Kugelfläche. Und es mögen unendlich viele Functionen 

(13.) C7(»> = C7(») (a:, y), n = 1, 2, 3, . . . oo, 

gegeben seht, die auf © eindeutig und stetig, und innerhalb © har- 
monisch sind. Ueberdies sei bekannt, dass die Bandwerthe UJ^^^ dieser 
Functionen U^^> der Formel entsprechen: 

(14.) abs £/;,(«) < Tfi«, 

«?o r, fi zu^i gegebene positive Constanten vorstellen, von denen die 
letztere < 1 ist. 

Setzt man alsdann 

(16.) F= m^ + trw + C^(s) + ... in inf., 

28* 
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SO wird dieses V nicht nur für jedweden Punikt der Fläche © con- 
vergenty d. i, von bestimmtem endlichen Werthe sein, sondern zu- 
gleich eine Function vorstellen , die auf @ eindeutig und stetig^ und 
innerhalb @ harmonisdi ist. 
Setzt man femer 
(16.) >r=Um,=oo D^(*>, 

so unrd dieses W für jedweden Pu$ikt der Fläche © verschwinden; 
[wie solches aus den Formeln (2.)^ (3.) unmittelbar folgt]. 

§2. 

Darlegnng einer diejnnotiven Methode sur Bfldnng der 

Fnndamentalfanctionen, 

Wird irgendwo aus dem Innern einer gegebenen Fläche ein 
kreisförmiges Stück herausgenommen, so entsteht eine neue Fläche, 
deren Randcurvenanzahl um 1 grösser ist, als die der ursprüng- 
lichen Fläche. Ich werde nun zeigen, dass man in vielen (noch 
näher anzugebenden) Fällen die Fundamentalaufgabe (20.) pg. 396 
fQr diese neue Fläche zu losen vermag, falls man nur im Besitz 
irgend einer Methode ist zur Losung derselben fOr die ursprünglidie 
Fläche. 

Es sei gegeben ein von beliebig vielen Randcurven «4, a^, 
«3, . . . «A begrenzter Theil der einblättrigen Kugelfläche, derselbe sei 
dementsprechend bezeichnet mit 

(1.) ^a,a^a^...af^ odcr kürzcr mit ©«. 

Aus dem Innern dieser Fläche (1.) sei ein kreisßnniges Stück, d. i. 
eine Calotte herausgenommen, und das alsdann noch übrig bleibende 
Flächenstück mit 

(2.) ©a. «.«,... a^,* oder kürzer mit ©«^ 

bezeichnet. Dabei soll ß den Rand jener herausgenommenen (dis- 
jungirten) Calotte vorstellen; so dass also die Fläche (2.) im Ganzen 
(/i -{- 1) Randcurven: a^y a^y (t^f > - > cck, ß besitzt, von denen die letzte 
(3.) ein Kreis ist Es sei nun, wie wir express voraussetzen, irgend 
eine Methode bekannt zur Losging der Fundamentala%rfgabe (20.) 
pg. 396 für die ursprünglich gegebene Flädie ©« (1.)- -Es soU 
untersiu^t werden, ob man akdann diese Aufgabe vielleicht auch für 
die neue Fläche ©«.^ (2.) zu löseti vermag. Es soll also eine Fun- 
damentalfunction der neuen Fläche ©u,^ zu construiren versucht werden, 
icelche am Räude derselben d. 1. in deti Curten a^, a^, . . . Uk, ß belie- 
big vorgesc/iritiene stetige Werthe Z besitzt. 
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BtmeTkimg. — Als IlülfmtUUl bei dieser UntersuckuDg werden iidb 
diojeoigea bejden Ctüotten 

(4.) . e/ und e^ 

dienen, in welche die ganie uoTeraehrtt] EagelSäche darch den Kreis ß 
«erfällt Die ^in beistehender Fignr») ichrafBrte] Üalotte 6^° soll jene ab- 




gelrenttie (di^imgirU) Calotte TOrstetlen; während andereraeita S^die lup- 

plementare Catotte, d. b. die ganze Tolle Kngelfläcbe, mit alleiniger Ads- 

piibme TOD @^°, Tepr&aenliTt. 

DemgemäBs steht S^. in gleichartiger Betichung ta @^ wie eu S^, 

Denn @„^ ist offenbar ein Tkeil von @„, ebenso aber andererseits auch 

ein Thtil von ®^. 

Die FandamentalfunctioneD der Flächen ©„ und @«, welche 
reupective TJ und V heissen mügen, sind ohne Weiteres constnärhar, 
die ersteren zufolge unserer Voraussetzung (3.), die letztern zufolge 
des Satzes pg, 430. Von den vot^eschriebenen Z's ausgehend, kann 
man daher der Reihe nach folgende FunctioDfU tp, tp, tp", 9'",.. 
cooatmiren: 



. -u-'-^, 


v' 


-rft», 


," _ (/«. »■, 


•p" 


' = r^' '*' 


,iv _ (/«, f"\ 


V' 


=. fP- ''' 


ete. 




ete. 



(6.) 



gleichzeitig werde gesetzt: 
(6.) Z = (V - V') + (9" - 9") • ■ ■ + (y""' - ?><**+") + ... in inf. 
Es bezeichnet hier z. B. ip diejenige Fundauientalfunction ü der 
Flache @a, welche am Rande von @„ d. i. in den Curven a die 
vorgeschriebenen Werthe £ besitzt^ Sodann bezeichnet <p' diejenige 
Fundamentalfunction V der Fläche @4, welche am Rande von @^ 
<i. i. auf der Kreislinie ß identisch mit dem (schon construirten) ip 

*) Die Zahl A ist in dieser Figar =• 4 genommen, 
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ist Sodann bezeichnet femer fp' diejenige Fundamentalfanction TJ 
der Fläche @a; welche in den Curven a identisch mit dem (schon 
construirten) Kp ist U. s. w. U. s. w. Die geraden ^>% sind also 
Fundamentalfunctionen von ©a^ andererseits die ungeraden 97's Fnn- 
damentalfunctionen von @^. Hieraus aber folgt, dass sämmtliche 
(7.) q)'s, die geraden wie die ungeraden, FundamenUüfunctiotien der Fläche 
©«/* vorstellen; denn ©«/* ist [vgl. die vorhergehende Bemerkung] 
ein Theil von ©«, und ebenso auch ein Theil von @^^. 

Das in (6.) eingeführte % ist vorläufig noch bedeutungslos] denn 
es ist vorläufig noch unbekannt, ob die daselbst für x gegebene 
Reihe convergirt oder divergirt. Um näher hierauf einzugehen, sind 
zuvörderst gewisse Eigenschaften der 9>'s darzulegen. Aus (5.) folgt: 

q>a^ = q>a", 9>/ = 9ß^7 

etc. etc. 

Femer folgt aus der ersten Zeile von (5.): 

(p.) 9fi = U^"' ^ 9a' = F„<». V ; 

hieraus aber folgt weiter: 

Min Za 5^ 9/^ <^ Max Z«, jMin g>^ ^ tpa ^ Max 9)^, 

und zwar ergeben sich die Formeln links mittelst des Satzes (I.), 
(Ib.) pg. 398, die Formeln rechts mittelst des Satzes (NI.) pg. 430. 
Dabei bezeichnet x eine positive Constante, die < 1 ist, die Si- 
tuationsconstante des Curvensjstemes a in Bezug auf die Calotte 
@^. Aus den vier Formeln (q.) folgt nun weiter durch Elimination 
von q>^i respective Dtpi^: 

Min Ta < q>a ^ Max Z«, 
Dipa<(DJ:a)x. 

Ebenso wie diese Formeln (r.) aus der ersten Zeile von (5.) 
sich ergeben haben, ebenso werden entsprechende Formeln aus den 
folgenden Zeilen von (5.) resultiren; so dass man, Alles zusammen- 
gefasst, folgende Tabelle erhält: 

Min Zo < (pa :$ Max Z«, D^a < (-DZ«) x, 

(9.) Min g>a' ^ 9>a'" ^ Max «p«', D(pa'" ^ (D^a ) « ^ (-DZ«) x*. 

Min (pa" ^ 9a^' ^ Max tpa", D^a^ ^ {Dfpd") X ^ (-DZa) x*, 

etc. etc. 



(q-) 



(r.) 
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Aus diesen Formeln (9.) folgt sofort: 
(10.) lim, = , 9„<»»+i) = a, 

wo a eine besHtnmte, und zwar der Formel 

(10a.) Min I.a<a< Max Z„ 

entsprechende Constante vorstelli 

Erläuterung. — Will man die in (9.) 
genannten Minimal- und Maximalwerthe 
auf einer gegebenen geraden Linie, etwa 
auf der vertikalen ^-Aze eines recht- 
winkligen Coordinatensystems 3£, ^ cü^ 
Abscissen auftragen, so hat man zuvör- 
derst auf dieser J)-Axe zwei Punkte p 
und q zu markiren, der Art, dass die 
Abscissen (op) und {oq) respective die 
Werthe von Min Z^ und Max Z^^ vor- 
stellen. Da nun nach der ersten Formel 
(9.) zwischen Min Z^ und Max Z^ sämnU- 
liehe Werthe von tpj also z. B. auch 
Min (p^' und Max «p^' gelegen sind, so 
werden Min q>^/ und Max <p^' durch zwei 
Punkte p, und q^ dargestellt sein, die 
beide zwischen p und q liegen. In ana- 
loger Weise folgt aus der zweiten Formel 
(9.), dass Min q>J" und Max <p^"' durch 
zwei Punkte p^ und g, dargestellt sind, 
die beide zwischen p^ und g, liegen. In 
solcher Weise ergiebt sich eine von p aus 
aufsteigende Punktreihe: 

(A.) PfPtiPsiPbf ' • 'Pin+l • • • 

und andererseits ein von q aus absteigende 
Reihe: 



V 



(B.) 



(C.) 



3- 


- (Max Z J 


3i ■ 


- (Max q,;) 


?3 ■ 


■ (Max q)/') 


9- 






• 


Pn- 


. (Min 9,;") 


Pi ■ 


" (Min g)„') 





. (Miü Z„) 



2t (Zi I 33» (Zsi • • • 92»-|-i • • • 
Zufolge der Formeln (9.) rechter Hand ist aber 

oder ausführlicher geschrieben: 

Max ^a^^'^^^ — Min 9«^**"*"^^ < (Max Z„ - Min ZJ x''+'^ , 
oder, in die geometrische Vorstellungs weise übersetzt: 

WO die eingeklammerten Grössen die gegenseitigen Abstände der betreffen- 
den Punkte vorstellen. Und diese Formel (C), in welcher % einen positiven 
ächten Bruch vorstellt, zeigt, dass jene beiden Punktrcihen (A.) und (B.) 
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sich gegenseitig ins Unendliche nähern. In der That wird man, zufolge 
(C), die Zahl n so gross machen köanen, dass der Abstand (p^, i | 92i»+i) 
kleiner wird als jedwedes noch so kleine b. 

Beachtet man dies, nnd beachtet man femer, dass die eine Reihe 
beständig aufsteigt ^ die andere beständig absteigt^ so erkennt man «ofort, 
dass beide Beiben von verscl)iedenen Seiten her gegen einen gemeinschaft- 
lichen und völlig bestimmten Grenzpunkt convergiren, welcher g heissen mag. 

Solches constatirt, ist also 

(D.) lim,^. Min <pf'+'^ - (og), 

nnd ebenso auch: 

(E) liin,^. Max 9)J*-+» - {og), 

wo (og) die Abscisse jenes Grenzpanktes g vorstellt. Aus diesen beiden 
Formeln (D.), (E.) folgt aber sofort, dass sämmtliclie Werthe der Function 

9^^""^^^ bei wachsendem n, gegen {pg) convergiren. Es ergiebt sich 
also die Formel: 

Hiermit sind, falls man {og) ^=:s a setzt, die Formeln (10.), (10a.) be¥rie8en. 

um zum Ziele zu gelangen, sind nun schliesslich an die For- 
meln (9.) noch einige einfache Bemerkungen anzuknüpfen. Nach 
der zweiten Zeile' von (9.) ist: 

Min q>a < g?«"' < Max g?«'. 

Selbstverständlich ist aber auch: 

Min q>d <^ q>d ;^ Max (pd. 

Aus diesen beiden Formeln zusammengenommen folgt sofort, dass 
die Differenz 

ihrem absoluten Betrage nach stets ^ (Max <pd — Min tpd) d. i. 
stets ;^ Bffa' ist. So ergiebt sich also die Formel: 

abs {tpd — q>J") < Dq>a\ 
und in analoger Weise die allgemeinere Formel: 

abs (g)a(2»-^» — 9>«(*»+^)) < D(pd^''-^\ 
oder mit Rücksicht auf (9.): 

Nach (8.) ist aber q)^^'^'^ = g)a<^">. Somit folgt: 
(11.) abs (<pa<«-) - <)Pa<2«+l)) < (DZ„) x\ 

Andererseits ist nach (8.): g>/**^ = 9/*""^^^ folglich: 
(12.) abs (9^(»») - y/^+i)) = 0, mithin z. B. £ (DZ«)«». 
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Solches constatirt ist jetzt das allgemeine Convergenztheorem 
(pg. 435) unmittelbar anwendbar auf die zu untersuchende Reihe: 

(13.) j^ = {tp — q>') + (<p" — 9?'") . . . + (g?(«») — 9(2«+!)) + ... in inf. 

Das allgemeine Glied dieser Reihe 

ist nämlich; nach (7.), eine Fundamentalfunction der Fläche @a^f; 
also auf @a/j eindeutig und stetig, und innerhalb Qaß harmonisch. 
Ausserdem besitzt dieses allgemeine Glied am Bande von @a/9 Werthe, 
die, zufolge (11.), (12.), dem absoluten Betrage nach^ durchweg 

<: (Dia) X- 
sind, wo 2>Za und x zwei gegebene positive Constanten vorstellen 
und X < 1 ist Zufolge jenes Convergenztheorems wird daher % nicht 
nur in jedwedem Punkte der Fläche @a/9 convergenty sondern zugleich 
auch eine Fundamentalfunction der Fläche ©a/f, d. h. eine Function 
sein, die auf ®aß eindeutig und stetig, und innerhalb @a/^ harmo- 
nisch ist Es bleibt noch übrig, die Werthe dieser Function % am 
Bande von @a/9 zu untersuchen. 

Man kann die Formel (13.), da ihre Congruenz erwiesen ist, 
auch so schreiben: 

(14.) X = lim,= . r(9) - 9') + (9" - V") ■• + (9''*"' - 9^"'+'% 
Hieraus folgt, was den Rand a, respective den Rand ß betrifft: 

\X^ = lim_« [(9,, - <p/) + (g)/' - <p/") . . . + (9)^(2«) - q>fl^'^'% 
also mit Rücksicht auf (8.): 

X„ = lim,=. [Z„ - „.«•+n ^1^^ ^^^ (10.): (^- = ^ - '^' 
Z^ = lim.=, [0], ^ ^ \Zfi = 0. 

Die von tins construirte Function % ist also eine Fundamental- 
function der Fläche ©«/*, die am Bande dieser Flädw die Werthe 
besitzt: 
(15.) Xa = ^« - «; ^wd x^ = 0. 

Dabei bezeichnet a die durch die Formel (10.) definirte Constante, 
also eine Constante, deren Werthj nach (10a.), der Formel entspricht: 

(16.) MinI,<;a<MaxZ«. 

Bemerkung. — Man kann die hier dargelegte CoDstructiongmethode 
der Function x 2. B. auf den specieVen Fall anwenden, dass die aof a vor- 
geschriebenen Werthe I^ canstant^ etwa sämmtlich »= 1 sind. Bezeichnet 
man die für diesen speciellen Fall sich ergebende Function % mit x\ 80 
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tvird dieses % eine Fundamentalfunction der Fläche ®^^ sein, welche cun 
Bande von 6„o die Werihe hat: 

äff 

(S.) Za' == 1 — a', ^nd tß — 0. 

Dahei bezeichnet alsdann a' eine Constante^ die, zufolge (16.), der Formel 
entspricht: ^ <^ ' < 1 

also eine Constante, deren Werth nothwendig = 1 ist. Solches constatiri, 
gehen aber die Formeln (£.) über in 

(f.) Xa '^^y and z^ = 0; 

woraus, mit Rücksicht auf den Satz (18.) jtg. 395, sofort folgt, dasa die 
Function %* ^"^ ^aß ^^^^^^^^^^^ =* ist. 

Will man also eine Fundamentalfunction der Fläche @^^ haben, 
welche am llande a einen von verschiedenen constanten Werth, anderer- 
seits am Rande ß den Werth hat, so wird ein anderes Verfahren ein- 
zuschlagen sein. Und dieses soll zunächst jetzt dargelegt werden. 

Markirt man auf der gegebenen Kugelfläcbe zwei feste Punkte 
c und Ci, so kann die monogene Function 

, e — c 
log 

in solcher Weise festgesetzt gedacht werden, dass sie auf der ganzen 
Kugelfläche eindeutig und stetig ist, mit Ausnahme der Punkte c, Ci und 
einer von c nach c^ gehenden Linie [vgl. pg. 229, 230]. Setzt man also: 

jSf — c = re*^ und z — Ci = r^e^^^, 
mithin log ^£J-^^ = (log ^) + i (0- — O-J, 

80 wird der reelle Theil dieser Function, d. i. log - auf der ganzen 

Kugelfläche eindeutig, stetig und harmonisch sein, mit alleiniger 
Ausnahme der Punkte c und c^ [Satz (7.), pg. 390J. 

Denkt man sich also c und o^ ausserlmlb @„^ gelegen, und 
zwar c innerhalb der abgesonderten (disjungirten) Calotte ©^®, und 
denkt man sich überdies um c^ (als Centrum) eine unendlich kleine 
Kreisperipherie /3, beschrieben [vgl. die folgende Figur J, und den 
von ß und ß^ begrenzten Theil der Kugelfläche mit @^^, bezeichnet^ 
so wird der in Rede stehende reelle Theil 

(17.) i = log ^ 

auf @^^^, ausnahmslos eindeutig, stetig und harmonisch sein. Aehn- 
liebes gilt daher für die Function: 

(18.) F=L-V?'''*) 

Es wird nämlich F auf ®fiß^ eindeutig und stetig, und innerhalb 

*) DieBes V »oll die auf pg. 437 festgesetzte Bedentang haben. 
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©^^, harmonisch sein. Gleichzeitig wird diese Function F am 
Bande von @^^^ die Werthe besitzen: 

(x.) Ffi = 0, Fß, durchweg > 0. 

Denn F ist (ebenso wie L) im Punkte c^ positiv unendlich^ folglich 
auf der um c^ beschriebenen kleinen Kreisperipherie ß^ von äusserst 
grossem^ und zwar positiven^ Werth. 

Aus diesen Eigenschaften der Function F folgt nach bekann- 
tem Satz [(17.) pg. 395], dass dieselbe auf dem innerhalb ©^^^ be- 
findlichem Curvensjstem a (d. i. «j, «2» • • • ^a) durchweg > ist*); 
was angedeutet sein mag durch die Formel: 

(y.) Fa durchweg > 0. 

Die hier von uns construirte Function F ist, wie aus den an- 
gegebenen Eigenschaften folgt, eine Fundamentalfunction der Fläche 
®ii fiif wiithin (weil ©«/* ein Theü von ©^^^ ist) auch eine Funda- 
mentalfunction der Fläche ©«^. Und zuHir besitzt sie am Bande 
von ©„^ [zufolge (x.), (y.)] Wertliej die den Formeln entsprechen: 

(19.) Fa durchweg > 0, und F^ = 0. 

Denkt man sich jetzt, auf Grund der Rand werthe Fa, Functionen 
0, 0', 0", ... X genau in derselben Weise gebildet, wie früher, 
auf Grund der Randwerthe Z«, die Functionen 9?, tp\ g>", . . . % 
construirt wurden, so wird das so resultirende X eine neue Fun- 
damentalfunction der Fläche ©„^ sein, mit den Randwerthen: 

X« = F„ — A, und X^ = 0, [vgl. (15.)], 

*) In der Figur ist die Zahl h wieder «^ 4 gesetzt. 
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wo A eine der Formel 

MiD Fa<A£ Max Fa, [vgl. (16.)], 

entsprechende Constante vorstellt. Aus dieser letzten Formel folgt 

mit Rücksicht auf (19.) sofort, dass -4 > (niemals = 0) ist. 

Subtrahiren wir nun die Function X von Fy so erhalten wir 

eine Fimdainentalfunction F — X der Fläche @a^, mit den Band- 

werthen: 
(20.) Fa'-y^a = Ä>0, und F^ — X^ = 0. 

Addiren wir jetzt endlich die mit -r multiplicirte Function F — X 

hinzu zu der früheren Function % (^5.), so erhalten wir eine neue 
Fundamentalfunction der Fläche @a^: 

(21-) H'=z + J(F-X) 

mit den Bandwerthen: 
(22.) V« = Z«, und V^ = 0. 

Hiemit aber sind wir, was die Beantwortung der ursprünglich 
vorgelegten Frage (3.) betrifft, zu folgendem Satz gelangt: 

Sind am Bande a der Fläche ©«^ irgend welche {stetigen) Werthe 
Ha in belitbiger Weise vorgeschrieben, so lässt sich, falls die in (3.) 
genannte Voraussetzung erfüllt gedacht wird, stets eine Fundamental 
(23.) function V der Fläche ©«^ construiren, welche an jenem Bande a die 
daselbst vorgeschriebenen Werthe Z« besitz, andererseits aber am Bande 
ß durdiweg = ist. 

In ganz analoger Weise wird sich nun offenbar eine zweite 
Fundamentalfunction V der Fläche ©«^ construiren lassen, welche 
umgekehrt am Rande a durchweg <» ist, andererseits aber am 
Rande ß beliebig vorgeschriebene (stetige) Werthe Z^^ besitzt. 
Demgemäss wird alsdann 

(24.) Q = V + V 

eine Fundamentalfunction der Fläche ©a/9 sein, mit den Rand werthen: 
(25.) Qa = Za, und Q^ = Z^, 

so dass man also zu folgendem Resultat gelangt: 

Resultat. — Es sei @ irgend ein von beli^ig vielen Curven be- 
grenzter T)ml der gewöhnlichen einblättrigen Kugelfläche. Irgendwo 
im Innern von © werde eine Calotte aus der Fläche © Jierausgenommen, 
(26.) und die so entstehende neue Flädie mit % bezeichnet. Alsdann wird 
fnaUj falls irgend welche Methode zur Lösung der Fundamentaluufgabe 
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(20.) pg. 396 für die ursprüngliche Fläche © bekannt ist, diese 
Fundamentalaufgdbe stets auch fiir die neue Fläche % zu lösen im 
Stande sein. Dabei sind @ und % respective substituirt an Stelle 
der bisherigen umständlicheren Bezeichnungen @a nnd ®aß» 

Jene Fundamentalaufgabe ist nun aber [Satz pg. 430] lös- 
bar für jedwede Catotte der Kugelfläche. Durch successive Anwen- 
dung des soeben gefundenen Satzes (26.) ergiebt sich daher ^ dass 
sie auch losbar ist für einen von 2 oder 3 u. s. w. Kreisen be- 
grenzten Theil der Kugelfläche. Also der 

Satz. — Die Fundamentalaufgabe (20.) pg. 396 ist lösbar für 
(27.) einen von beliebig vielen Kreisen begrenzten Theü der einblättrigen 
Kugelfläche. 

Mit andern Worten: Für jeden soldien Theil sind die Funda- 
mentalfunctionen construirba/r für beliebig vorgescfiriebene {stetige) Band- 
werthe. 

Es sei jetzt eine w- blättrige Normalzone mit den Randcurven 
a und ß gegeben [vgl. die Definition pg. 426]. Construirt man 
diejenigen beiden Tangentialkegel der Kugelfläche, deren Contact- 
curven respective mit a und ß zusammenfallen, und bezeichnet man 
mit c und c diejenigen beiden Punkte, in denen die Kugelfläche 
von einer durch die Spitzen der beiden Kegel gelegten geraden 
Linie geschnitten wird, so kann offenbar jene Normalzone mittelst 
der Substitution: 

umgewandelt werden in eine in der $- Ebene liegende, von zwei 
concentrischen Kreisen begrenzte einblättrige Fläche [vgl. die Betrach- 
tungen pg. 428, 429]. 

Denkt man sich nun am Rande der Normalzone d. i. längs a 
und ß irgend welche (längs « und ß stetige) Werthe Z vorgeschrie- 
ben, so wird die diesen Z's entsprechende Fundamentalfunction U 
der Zone ein und dieselbe sein, einerlei ob man die Zone in ihrem 
ursprünglichen Zustande verharren, oder ob man sie, mittelst der 
angegebenen Substitution, in jenen einfacheren einblättrigen Zustand 
übergehen lässt. Für den letztem Zustand ist aber die Fundamen- 
talfunction U wirklich construirbar zufolge des Satzes (27.). Gleiches 
gilt daher auch für den erstem. Man gelangt somit zu folgen- 
dem Satz. 
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Satz Über die Normalzone. — Sind an den Rändern a und ß 
einer Normalzone [vgl. die Definition pg. 426] irgend tvelcfie längs 
a und ß stetige Werthe Z vorgeschrieben , so wird die diesen Z's zu- 
(28.) geiwrige Fundamentalfunction der Zone stets construirbar sein. 

Mit andern Worten: Es wird stets eine Function construirbar 
sein, weldie auf der Zone eindeutig und stetig, innerhalb derselben 
harmonisch, und am Rande derselben identisch mit jenen H's ist, 

% 3. 
Adjnnctive oder combinatorische Methoden zur Bildung der 

Fundamentalfunotionen. 

Man kann zwei gegebene Flächen 9 und 93 so aufeinander legen, 
dass theilweise Deckung stattfindet. Man kann sodann die sich 
deckenden Flächentheile mit einander verschmelzen lassen, und hier- 
durch jene Flächen ?l und 33 in eine einzige Fläche verwandeln. 
Diese letztere Fläche mag die aus % und 93 combinirte Fläche ge- 
nannt, und mit (81, 33) bezeichnet werden. Ich werde nun im Fol- 
genden zeigen, dass in vielen (noch näher anzugebenden) Fällen die 
Fundamentalaufgabe (20.) pg. 396 für die combinirte Fläche («, SS) 
stets lösbar ist, falls man nur in Besitz irgend welcher Methode 
ist zur Losung derselben für die einzelnen Flächen Ä und 33. 

Zwei Kreisflächen ?l und 33 können der Art zur theilweisen 
Deckung gebracht werden, dass ihre Randcurven einaiidcr schneiden. 
Alsdann repräsentirt das Deckungsgebiet einen ÄbscJmitt (Segment) von 
81 , und ebenso auch einen Abschnitt der Fläche 33. Analoges ist 
zu bemerken über zwei Calotten ?l und 33, vorausgesetzt, dass sie 
von einerlei Krümmung, dass sie also Theile von Kugelflächen sind, 
die detiselben Radius besitzen. Die aus den beiden Kreisflächen re- 
spective aus den beiden Calotten combinirte Fläche {H, 93) wird 
alsdann offenbar eine einzige in sich zurücklaufende Randcurve be- 
sitzen, die zusammengesetzt ist aus einem Theil des Randes von 9[ 
und aus einem Theil des Randes von 33. — Andererseits aber kann 
man zwei solche Calotten 9 und 33, falls die Summe ihrer sphä- 
rischen Radien > 180® ist, auch der Art zur theilweisen Deckung 
bringen, dass ihre Randcurven einander nicht schneiden. Alsdann 
repräsentirt das Deckungsgebiet einen Gürtel (Zone) von Ä, und 
ebenso auch einen Grürtel der Fläche S. Und gleichzeitig wird 
alsdann die combinirte Fläche (9, 33) nichts Anderes sein, als die 
ganze volle Kugelfläche. — Diesen Beispielen entsprechend sind 
also zwei Fälle zu unterscheiden: 
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Erster Fall: Die Ver Schmelzung zweier Flächen ?l und 35 
(A.) findet in solcher Weise statt, dass das Verschmelmngsgebiet durch irgend 
welche Abschnitte der Flädie Sl, und ebenso auch durch irgend welche 
Abschnitte*) der FVidie 95 dargestellt ist Alsdann mag die Ver- 
schmelzung selber eine abschnittförmige heissen. 

Bei Behandlung dieses Falles werde ich stets voraussetzen^ dass 
(A •) die Randeurveu von 9 mit denen von 95 nirgends in Berührung 
sind, dass vielmehr diese Curven in jedem Punkte, den sie mit ein- 
ander gemein haben, einander schneiden; so dass also in jedem 
solchen Punkte die von den Curven gebildeten Winkel von ver- 
sdiieden sind. 

Zweiter Fall: Die Verschmelzung zweier Flächen Ä und 95 findet 
in solcher Weise statte dass das Verschmelzungsgebiet einen Gürtel 
(B.) der Fläclie 8[, und ebenso audi einen Gürtel der Fläche 95 repräsen- 
tirt. Alsdann mag die Verschmelzung selber eine gürtelförmige ge- 
nannt u^erden. 

§ 4. 
Erste combinatorische Methode, (absehnittförmige 

Verschmelzung). 

Es sei ?l irgend ein Theil der gewöhnlichen einblättrigen Kugel- 
fläche, doch mag (der Einfachheit willen) diese Fläche 91 nur eine 
Bandcurve besitzen. Mit dieser Fläche 9 mag irgend eine einblättrige 
(Motte 95 abschuittförmig verschmolzen, und die so entstehende neue 
Fläche mit (Ä, 95) bezeichnet sein. Es sei nun, w^ie wir express 
voraussetzen, irgend eine Methode bekannt zur Lösung der Funda- 
(1.) menUüaufgabe (20.) pg. 396 für die ursprünglich gegebene Fläche ?l. 
Es soll untersucht tverden, ob man alsdann diese Aufgabe vielleicht 
auch für die combinirte Flädie (21, 95) zu lösen im Stande ist. Es 
soll also eine Fundamentalfunction der neuen Fläche (21, 95) zu con- 
struiren versucht werden, die am Rande dieser Fläclte beliebig vor- 
geschriebene stetige Waihe Z besitzt. 

Die Theile, in welche die Randcurven von 21 und 95 einander 
gegenseitig zerschneiden, mögen a, ß, y, d heissen, der Art, dass 
die Randsegmente der Fläche 21 mit a, y, die der Fläche 95 mit 
/5, d, endlich die Randsegmente des Verschmelzungsgebietes mit 
a, ß benannt werden; wie solches deutlicher angegeben ist in den 
folgenden Zeichnungen: 

*) Die AmaM dieser Abschnitte ist z. B. =» 1 in der Figur pg. 448 linker 
fiand. Hingegen ist dieselbe ^^^ 2 in der Figur rechter Hand. 
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(2.) 





Diese Figuren, in denen die Verschmelzungsgebiete durch Schraffi- 
rung hervorgehoben sind, beziehen sich auf den Fall, dass die 
llandcurven von ^ und f& einander 2 mal oder 4 mal schneiden"^). 
Analoge Figuren kann man sich leicht vorstellen für den Fall einer 
6 maligen, 8 maligen u. s. w. Durchschneidung. Den Randsegmenten 
a, /3, y, d entsprechend kann man die Flächen Sl, 95 und (Ä, 95) 
folgendermassen benennen : 

(3.) a = ©ay, 95 = ®^.c), («,95) = @,d, 

während gleichzeitig das [in der Figur schraffirte und im Allge- 
meinen aus mehreren Stücken bestehende] Verschmelzungsgebiet 
mit @a^ zu bezeichnen ist. 

Die vorgeschriebenen Z's befinden sich am Rande der combinirten 
Fläche (8[, 95) «=* @y<r, d. i. in den Curven y, d; so dass also z. B. 
die Curven a, ß von diesen Z's völlig frei sind. Wir wollen nun 
aber diese Curven a, ß ebenfalls mit solchen Werthen versehen, 
dieselben ganz willkürlich wählen, und ebenfalls mit Z bezeichnen. 
Nur mag dabei dafür Sorge getragen werden, dass diese den Curven 
a, ß zuertheilten auxüiären Z's in stetigem Zusammenhang sind so- 
wohl untereinander wie auch mit jenen vorgeschriebenen Z's der 
Curven y, d] so dass also Z z. 6. eindeutig ist in jedem der Schnitt- 
punkte g [vgl. (2.)]. 

Die Fundamentalfunctionen {"^und V der Flächen 31 ^^ ©«^ und 

*) Die beiden Schnittpunkte sind in der Figur Unker Hand mit g bezeich- 
net. Deagleiohen mögen die vier Schnittpunkte in der Figur rechts ebenfalls 
mit g beieichnet gedacht werden. 
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95 = @^d sind ohne Weiteres comtniirbar [die einen auf Grund der 
Voraussetzung (1.), die andern zufolge des Satzes pg. 430]. Dem- 
gemass kann man also der Reihe nach folgende Functionen q), i^, 
q>\ if/, g?", i/', . . . construiren: 

(4.) gj' = g) -f. fj«. V-*^, ^' = ^ -f ]''''. y-V, 

g?" = tp' + U^' V'-y, ^"= ^' 4- F.^'^'— /'', 

etc. etc. 

Zugleich werde gesetzt: 

(o = q) — tif y 

(5.) (o\ =9?'' — ^', 

etc. 

Bemerkung. — Hier ist z. B. unter T^' ^'~'*'' diejenige Fundamental- 
Function der Fläche 91 zu verstehen, welche anf a die Werthe ip — tp be- 
sitzt, andererseits aber auf y überall b» ist. Demgemäss könnte der 
Einwand gemacht werden, dass dies keine eigentliche Fundamentalfiinction 
sei, da bei einer solchen die vorgeschriebenen Kand werthe immer stetig 
sein müssten; was hier nicht der Fall sei. 

Dieser Einwand verschwindet offenbar, sobald wir zeigen können^ 
dass ^ — 9 in den zwischen a und y vorhandenen Grenzpunkten g ver- 
schwindet. — Nun ist nach der ersten Zeile der Formeln (4.): 9„ = J^^, 
ebenso V'« = ^«i mithin ip — <p == 0. Q. e. d. 

Aus den Formeln (4.) ergeben sich ohne Mühe folgende Rela- 
tionen: 

9?„ = Za, q>y = Zy, ^^ = Zrf, ^c) = Z,r, 



(6.) 9^«' = *Vo 



9y = 9^/ = ^)'7 ^[i = 9>i^; ^«) = ^<J = ^rf» 

9/' = 9r' = ^y» ^/ = 9/7 *<j"= */= Z,r, 

etc. I etc. etc. etc. 

Ferner ergiebt sich aus der zweiten Zeile von (4.): 

also, weil nach (6.) q>ß = ^/ und ^a = q>a istj 

alsO; mit Rücksicht auf (5.) 

(7.) 0/ ?//' -, Wa >V' ". 

Hieraus aber folgt mit Rücksicht auf die Sätze (Ic.) pg. 399 und 
(NU.) pg. 431: 

(8.) Max abs o^/ < Max abs Oa, Max abs cja 5^ (Max abs o^) A; 

Neumann, Aboriche Istegrale. 2. Aufl. 29 
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dabei bezeichnet A eine positive Constante, die < 1 ist, die Situa- 
tionsconstante des Curvensystems a in Bezug auf die Calotte 95 = @^j. 
Ebenso wie die Relationen (8.) aus der zweiten Zeile (4.) ent- 
standen sind, ebenso ergeben sieh analoge Relationen aus den fol- 
genden Zeilen (4.), so dass man, Alles zusammengenommen, und M 
zur Abkürzung für Max abs gesetzt, zu folgenden f^ormeln gelangt: 

(l) M(of < Mcja , 3f o„" £ {MiOß ) A, 

3fo/"< Jfco«", M(üa''£ (Jfo/') A, 

etc. etc. 

Hieraus folgt, indem man die Gleichungen von Neuem hinschrei- 
bend, die grössere der beiden Gonstanten Jfo«, Ma^ mit M be- 
zeichnet, und dabei jede Gleichung mit Rücksicht auf die vorher- 
gehenden umgestaltet: 

M(ü^" <tÄX, M(Oa' <MA, 

etc. etc. 

mithin allgemein: 

Jfo/29) ^MA^ Jtfoa^*») ^MA«, 

Jlf c/M-i) < M AS Jtf öi«(«?+i) < M AH-i . 

Diese vier letzten Forn\eln aber kann man, unter Verstärkung der 
darin enthaltenen Ungleichheiten, einfacher so schreiben: 

oder, ausführlicher dargestellt: « 

(9.) Max abs oi^(») £ M ()/Ä)""', Max abs o«^"^ .< M (]/Ä)"""' . 

Solches constatirt, bilden wir jetzt die Reihe: 

(10.) = 9 + (9' - 9) + (9" - 9') ... + (9(«+i) — 9(»)) + ... in inf., 

eine Reihe, auf welche das allgemeine Convergemstheorem [pg. 435] 
unmittelbar anwendbar ist. Das allgemeine Glied der Reihe: 

ist nämlich nach (4.) eine Fundamentalfunction der Fläche 9 «== @ary 
nnd besitzt am Rande derselben nach (6.) und (5.) die Werihe: 



{: 
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woraus mit Rücksicht auf (9.) folgt: 

JMax abs (q>a^^-^'^ - ^«^»O < ^^ (V~^T~' , 

\Max abs (9/»+!) — 9/»)) = 0, mithin z. B. ^ M(i/Ä)"~^ ; 

dabei bezeichnen M und Yx zwei gegebene positive Constanten, und 
zwar ist Yk < 1. 

Zufolge des genannten Theorems [pg. 435] wird daher das in 
(10.) angegebene nicht nur fiir jedweden Punkt der Fläche 5t con- 
vergent, sondern zugleich auch eine Fundamentalfunction dieser Fläche 
sein. Jenes aber kann, nachdem seine Convergcnz constatirt ist, 
offenbar auch so geschrieben werden: 

= lim,=3o [q> + (9' - 9) + (9" - 9') . • • + (9^""^'^ - ^^'•O], 
d. i. = limn=» (p^'*^^^ oder, was auf dasselbe hinauskommt: 
(IIa.) 0=« lim^^oo 9^"^ 

Hieraus folgt, weil, nach (6.), q)y = g>y = q)y' = . . . = Zy ist, sofort: 

(IIb.) ' 0y = ly. 

In analoger Weise lassen sich offenbar die Functionen ^, ^', ^", ... 
behandeln; so dass man also zu folgendem Resultat gelangt: Wird 

(12.) = lim„=oo 9^'*> und "¥ = lim,=« ^^»^ 

gesetzt, so repräsentirt eine Fundamentalfunction der Fläche Ä, 
andererseits V eine Fundamentalfunction der FläcJw S5. Und zwar 
entdecken diese Functionen den Formeln: 

(13.) ^Y = ^Y ^^ Vcr = Irf. 

und y sind daher z. B. auch Fundamentalfunctionen des- 
jenigen Gebietes ©a^*, in welchem ?l und 93 einander decken. Nun 
ist nach (12.) und mit Rücksicht auf (5.): 

(14.) — V = lim„=« co^''^ 

Die CO, o', o", . . . a)^^\ . . . aber sind Fundamentalfunctionen des 
Gebietes @a^, und entsprechen zugleich am Rande von ®a[i den 
Formeln (9.). Nach dem allgemeinen Convergenztheorem [(16.) 
pg. 436] wird daher lim«=ao o^"^ für jedweden Punkt der Fläche ®afl 
verschunnden. Die beiden Functionen 0, V sind demgemäss, nach 
(14.), auf der Fläche ®afi unter eincmder identisch, und repräsentiren 
also zusammengenommen eine einzige die ganze Fläche (9[, 93) oder 
©yj bedeckende Function Q. 
Die in solcher Weise 

f auf 81 durch Q = 0, 
auf 93 durch Q = V 

29* 



(15.) 
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definirte Function Q ist eine Fundamentalfunction der Fläche 
(Sl, 93) = @yj, und am Rande dieser Fläche identisch mit den da- 
selbst vorgeschriebenen Z's; wie solches aus dem Satze (12.), (13.) 
sofort folgt. Demgemüss repräsentirt also die Function Q die Lösung 
der zu Anfang dieses Paragraphs in (1.) gestellten Aufgabe. 

Die Voraussetzung, dass Sl nur eine Randcurve besitzt, ist nur 
der Bequeniliclikeit willen eingeführt. Man kann dieselbe ohne Wei- 
teres fallen lassen. Ebenso habe ich auch, nur der hequenieren An- 
scluiuung willen, im gegenwärtigen Paragraph auf einblättrige Flächen 
mich beschränkt. In der That sind alle Betrachtungen und For- 
meln dieses Paragraphs, wie man nachträglich leicht übersieht, ohne 
Weiteres auch anwendbar auf nielirhlättrige Flächen; so dass man 
also zu folgendem Resultat gelangt: 

Satz. — Fs sei ?l ein von beliebig vielen Bandcurven begrenzte 
Theil einer ein- oder niefirhlättrigefi Rieniann'sdien Kugelfläche, 

Denkt man sich nun diese Fläche 8 mit irgend^ einer Nomuü- 

(IG.) calotte 85 ahschnittförmig voschmohen [vgl. ^die Definition (A.), 

(A'.) pg. 447], so wird die Fundamentalaufgabe [pg. 396], .falls sie 

für die ursprüngliche Fläche ?l lösbar ist^ stets auch /ösfcar sein für 

die durch jene VerschmcUung entstehende neue Flädte (?t, 8)). 



07.) 



§ 5. 

Zweite oombinatorisohe Methode, (gürtelförmige Verschmelzung). 

Wir wollen auch hier mit mögliehst einfachen, anschaulichen 
Fällen beginnen. Es sei ?l ein von zwei Randcurven a und y be- 
grenzter Theil der einblättrigen Kugelfläche, ferner 95 eine einblätt- 
rige Calotte mit der Randcurve ß. Endlich sei (Ä, ^) diejenige 
neue Fläche, welche aus ?l und © durch gürtelfönnige Verschmelzung 
|vgl. die Definition (B.) pg. 447] entsteht; wie solches näher ange- 
geben ist in der folgenden Zeichnimg: 
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Demgemäss werden die Flächen Ä, 95 und (?l, 85) nach ihren Rand- 
corven folgendermassen zu bezeichnen sein: 

3.) a = @ay, 85 = ©^, (a,a5) = ©y, 

während gleichzeitig das [in der Figur schraffirte] Verschmelzungs- 
gebiet mit ®afi zu benennen ist. 

^5 sei nun, une unr voraussetzen, irgend welche Methode be- 
?.) kannt zur Lösting der Fundanientalaufgabe [pg. 396] für die ursprüng- 
liche Fläche 3(. Es soll untersucht werden, ob man alsdann diese 
Aufgabe auch für die neue Fläche (Ä, 95) zu lösen im Stande ist. 

Man kann hier Schritt für Schritt dieselben Betrachtungen und 
Formeln wie im vorhergehenden Paragraph von (4.) bis (7.) wieder- 
holen, wobei nur die Formeln mit dem Index 8 gegenwärtig zu 
unterdrücken sind. Auf die Formeln (7.) 

).) o/ = - Uß-' % «; = — rj'^ - 

ist aber gegenwärtig ein anderes Räsonnement anzuwenden, unter Be- 
nutzung der Sätze (Tl.) pg. 402 und (Ic.) pg. 399. Mittelst dieser 
Sätze erhält man: 

[.) Max abs cd^' <, (Max abs Oa) ^y Max abs o/ ^ Max abs mß ; 

dabei repräsentirt X eine positive Constante, die < 1 ist, die Situa- 
tionsconstante der Curve ß in Bezug auf die Fläche Ä = ©ay Be- 
handelt man diese Formeln (21.) ähnlich wie vorhin die Formeln 
(8.), so gelangt man zu ähnlichen Resultaten wie damals, nämlich 
zu den mit (9.) übereinstimmenden Formeln: 

?.) Max abs o)/») ^ M (l/Ä)""', Max abs (oj^) < M (l/Ä)*^' ; 

so dass man hierdurch von Neuem in das Geleise des vorhergehen- 
den Paragraphs hineingelangt. Demgemäss wird auch das Endresul- 
tat dem damaligen analog, nämlich durch folgenden Satz ausge- 
drückt sein: 

Satz. — Es sei Ä ein von beliebig vielen Randcurven begrenzter 
TheU einer ein- oder mehrblättrigen Riemann'schen Kugelfläche. 

Denkt man sich nun diese Fläche Ä mit irgend einer Normal- 
\,) calotte 95 gürtelförmig verschmölzen [vgl. die Definition (B.) pg. 447], 
so wird die Fundainentalaufgabe [pg. 396] , falls sie für die ursprüng- 
liche Fläche % lösbar ist, stets auch lösbar sein ßr die durch jene 
Verschmelzung entstehende neue Fläche {%, 95). 

Bemerkung. — Der Uebergang von (20.) zu (21.) stützt sich auf den 
Satz (II.) pg. 402; für die Anwendbarkeit dieses Satzes ist aber erforder- 
lich, dass die Fläche ^ mindestens zwei Randcurven besitzt. Demgemäss 
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scheint also der vorstehende Satz nur dann richtig zu sein, wenn 9( min- 
destens zwei RandcurTen hat. 

Trotzdem aber ist dieser Satz (23.), auch ohne eine derartige Re- 
striction, TÖUig correct. Denn wenn die Fläche 9( nur eine Randcnrve hat, 
so wird offenbar die combinirte Fläche (91, 9) eine geschlossene sein. Die 
Fundamentalfnnctionen einer gescfdossenen Fläche sind aber in der That 
construirbar, nämlich dargestellt durch lauter Constanten [vgl. (20 b.) 
pg. 396]. 

§ 6. 
Anwendung der Resultate der beiden vorhergehenden Faragrsphe. 

Es sei SR irgend eine Riemann'sche n-blättrige Kugelfläche mit 
beliebig vielen Windungspunkten und Uebergangslinien. Irgend einer 
dieser Windungspunkte mag c heissen und m- blättrig sein (also 
m <C n). Um c werden sich alsdann zwei nach m Umgängen in 
sich zurücklaufende Kreislinien a und ß beschreiben lassen, der Art^ 
dass der von a und ß begrenzte Flächentheil eine tii-blättrige Nor- 
malzone ^afi repräsentiri Dabei mag a die äussere und ß die tn- 
nere Randcurve dieser Zone vorstellen. Ueberdies mögen die beiden 
Theile, in welche SR selber durch ß zerlegt wird, mit SR^<*^^ und 91^ 
bezeichnet werden, der Art, dass SR^^^*^^ den Punkt c enthält. Die 
ganze Fläche SR^v kann alsdann angesehen werden als eine Ertoei- 
terung der Zone ©a^ üher a hinaus. Und zwar kann diese Erwei- 
terung dadurch bewerkstelligt werden, dass man @a,^ successive 
theils mit ein-, theils mit mehrblättrigen Normalcalotten verschmel- 
zen lässt. 

Für die Zone @a/? ist aber die Fundamentalaufgabe losbar 
[Satz pg. 446]. Lässt man also jene Verschmelzungen in solcher Weise 
stattfinden, dass sie durchweg theils cibschnittförmige, theils gürtel- 
förmige sind [vgl. die Definitionen (A.), (A'.), (B.) pg. 447], so wer- 
den die Sätze (16.) und (23.) von Augenblick zu Augenblick an- 
wendbar sein; woraus folgt, dass jene Fundamental aufgäbe fiir die 
durch diese Verschmelzungen schliesslich resultirende Fläche 91^ 
ebenfalls lösbar ist. 

Genau dieselben Betrachtungen sind natürlich auch dann an- 
wendbar, wenn man für c einen gewohnlichen Punkt nimmt (die Zahl 
m ist alsdann =1); so dass man also zu folgendem Satz gelangt: 

Satz. — Die Fundanientalaufgabe [pg. 396] ist losbar fiir jeden 

(24.) von einer Kreislinie begrenzten Theil einer Riemann'scJien Kugelfläche; 

wobei es gleicligüUig ist, ob diese Kreislinie eine gewöhnliche oder aber 

eine solcfie ist, die erst nach mehreren Umläufen in sich eurückkehrt. 

In analoger Weise ergiebt sich offenbar auch folgender 
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Allgemeinerer Satz. — Jene Fundamentalaufgabe ist lösbar fwr 
einen von beliebig vielen Kreislinien begrenzten Theil einer Biemann- 
ib) sehen Kugelflädie. 

Dies ist derselbe Satz, der speciell für die einblättrige Kugel- 
fläche schon früher gefunden wurde, in (27.) pg. 445. 

§ 7. 

neber die Construirbarkeit reeller Functionen mit 

vorgesohriebenen Unstetigkeiten. 

Auf einer Riemann'schen n-blättrigen Kugelfläche 9i sei irgend 
eine m-blättrigc Normälcalotte Ä abgegrenzt (mithin w ^ n); femer 
sei auf ?l eine monogene Function von z = x -{- iy gegeben: 

(1.) r w = F* + iG*, 

welche innerhalb % mit irgend welchen ünstetigkeitsstellenf) behaftet, 
hiervon abgesehen aber auf 3( eindeutig und stetig ist. 

Es ist wohl zu beachten f dass diese Function f*{2) lediglich auf % 
gegeben sein soll. Ihre sonstigen Werthe sind also als nicht vorhanden, 
respective als unbekannt zu betrachten. F* = F*{x^ y) soll den reellen^ 
und iG* ^= iG*{x^ y) den rein imaginären Theil der Function bezeichnen. 

Der Rand der Calotte Sl wird dargestellt sein durch eine nach 
m Umläufen in sich zurückkehrende Ej*eislinie a. Da nun die Un- 
Stetigkeitsstellen Yonf*(0) innerhalb^ liegen sollen^ so kann inner- 
halb % eine zweite nach m Umgängen in sich zurückkehrende Kreis- 
linie ß construirt werden, in solcher Weise, dass die durch a und 
ß begrenzte Normalzone @aß von jenen Unstetigkeitsstellen völlig 
frei ist. 

Solches ausgeführt gedacht, sind alsdann f*, F*, G* auf ©«^ 
(2.) eindeutig f stetig und harmonisch. Markirt man also z. B. innerhalb 
®a(i irgend zwei Punkte Zq und z^j so wird für die zugehörigen 
Werthe von G* die Formel gelten: 

«.* - «.• -/. (^ ^' + ^ "») . 

die Integration erstreckt über eine beliebige von z^ nach z^ gehende, 
jedoch innerhalb ©«^ bleibende Curve 6. Lässt man die Curve 6 
zwischen den beiden Rändern a und ß weiter und weiter fortlaufen, 
bis sie schliesslich nach m Umgängen in sich zurückkehrt, also z^ 
in Zq hineinfällt, so erhält man: 

t) Diese Unstetigkeitsstellen können theils Punkte theüs Linien sein. 



456 Achtzehntes Capitel. 

■wofür man mit Bficksicbt anf äie bekannten zwischen F* nnd G* 
stattfindenden Relationen auch schreiben kann: 

(3-) o=f.m^y-W'')- 

Dies vorausgeschickt, stellen wir uns jetzt folgende Aufgabe 
Es soll versucht werden, am reelle Function fl ^ Q (ar, ff) zu com 
stmiren, von solcher Beschaffenheit, dasit ß, abgesehen von jenen inner 
(4.) haU) 31 liegenden Unstetigkeitsstellen der FwncftoM F*, auf 9t eindea- 
tig, stetig und harmonvtdt ist, femer von solcher Besdia/fenhett, dass 
die genannten dret Eigcnschaßen tnnerhtüh 3 der Btfferene Q — F* 
anhaften 

Die Kreislinie a zerschneidet die ganze Flache ?{ in zwei Theile 
■ Von diesen beiden Theilen ist derjenige, welcher die Zone ©afi ent- 
hält, mit 'S. bezeichnet. Andererseits aber zerfallt die nnversehrte 
Fläche 9t durch die Kreislinie ß ebenfalls in zwei Theile, und von 
diesen mag der die Zone @d^ enthaltende mit S8 bezeichnet sein 
Die beiden Flächen S und Sd besitzen dann im Gebiete ©„^ eine 
gürtelförmige Deckung und liefern bei ihrer Verschmelzung die ganze 
Fläche 91, wie solches emigermasseu angedeutet ist durch die bei 
stehende Figur 

Ällerdinga kann diese Figur eine 

deutliche Vorstellmig der ffirkhchen 

Terbältnisae nnr für ienspendUnFall 

ffl ^ 1 liefern Denn es ist im Auge 

zu behalten dass die Curven a, a ^ 

im ÄUgemeitun mehrere nämlich m 

Umg&ge machen bevor aie in sich 

zurückkehre u 

Die Fundamentalfiinctionen U 
und V der Flächen $1 und £8 sind 
[zufolge der Satze pg 454 4')'i] ohne 
Weiteres construirbar, fdr beliebig 

vorgeschriebene Randwertbe. Hiervon Gebrauch machend, wollen 
wir nun, was die Lösung unserer Aufgabe (4.) betrifft, folgende 
Functionen construiren: 

(5.) g,^F*— U"-^', * = 0, 

femer folgende: 

'^ q>" = 5»' + ü"''*''-^', M>" = ^' + V^-f'—*', 

etc. etc. 




7.) 
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und überdies setzen: 

d = 9 — tp , 

(O = q) — tp 

etc. 

Aus (5.), (6.) ergiebt sich sofort: 

q>a =0, ^^ =0, 

8.) 9a = taj V = 9{i, 

etc. etc. 

Femer ergiebt sich ebenso wie* früher aus der ersten Zeile (6.): 

also, weil nach (8.) q)ß = ^/ und il^a = <Pa ist: 

also mit Rücksicht auf (7.): 

9.) (0/ = - ü-/' -, o«' ^ F/'«. 

Soweit ist das eingeschlagene Verfahren ziemlich ähnlich dem 
früheren auf pg. 449. Von hier ab tritt nun aber im Vergleich mit 
damals eine wesentliche Abweichung ein, die ihren Grund hat in den 
hier vorliegenden schwierigem Verhältnissen. Zuvörderst ergeben 
sich aus (9.) die Formeln: 

0.) DWß -^(JDiOa)^) DGia<iDuiß\ 

und zwar ergiebt sich die . Formel links mittelst des Satzes (N I.) 
pg. 430, die Formel rechts mittelst des Satzes (Ib.) pg. 399. Dabei 
bezeichnet x eine positive Constante, die < 1 ist, die Situationscon- 
stante der Curve ß in Bezug auf die Normalcalotte 9. 

Ebenso wie diese Formeln (10.) aus der ersten Zeile (6.) abge- 
leitet sind, ebenso ergeben sich analoge Formeln aus den folgenden 
Zeilen (6.); so dass man im Ganzen folgende Relationen erhält: 

1.) DoDß" < (Dc^a) ^, DodJ' ^D(Oß j 

etc. etc. 

Diese Formeln nun können genau ebenso behandelt werden, wie 
die Formeln (g.) pg. 450. Man erhält alsdann die mit (ij.) pg. 450 
analogen Formeln: 

2.) 2)a)^<») < A {VlcY-\ DaJ^) ^ A (]/i)'*"' ; 
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dabei ist unter A die grössere der beiden Consianten D(Oa und Dcd^ 
zu verstehen. 

Es lässt sich jetzt , wie sogleich erläutert werden soll^ fMch- 
weisen, dass unter den Werthen, die o^^^ längs der Kreislinie a be- 
sitzt, mindestens einer vorhanden sein wird, der = ist. Wenn 
(13a.)aber eine Function innerhalb eines gegebenen Spielraums irgendwo 
= ist, so wird oflfenbar ihr absolut grassier Werth innerhalb die- 
ses Spielraums stets Meiner sein als ihre Schtvankung innerhalb des 
genannten Spielraums, höchstens ebenso gross. Somit folgt also: 

Max abs coj''^ < Bda^'^K 

Ferner lässt sich, wie ebenfalls sogleich erläutert werden soll, mtch- 
(13b.)M;eisew, dass unter den Werthen, die o^"^ längs ß besitzt, mindestens 
einer = ist; woraus alsdann wiederum folgt: 

Max abs tOß^'^'^ ^ D(Oß^''\ 
Aus diesen beiden Formeln folgt aber mit Rücksicht auf (12.): 

(14.) Max abs co^^») < A (Vx)""^' , Max abs ©„(»> ^ A (V^)"~' . 

Erläuterung zu (18a.) nnd (18b.). — Die Functionen qp — F*, qp' — qp, 
ff" — qp', . . . sind nach (6.), (6.) lauter CT 's, d. i. lauter Fundamentalfunc- 
tionen der Fläche %. Desgleichen sind nach (6.), (6.) die Functionen ^, 
^' — V», ^" — ^\ . . . lauter F's, d. i. lauter Fundamentalfunctionen der 
Fläche S. Die einen sind also innerhalb 9(, die andern innerhalb 9 ein- 
deutig, stetig und harmonisch, und hieraus ergeben sich sofort [vgL 
(8.) pg. 391] die Formeln: 

etc. etc. 

wo a die schon früher besprochene, z. B. in der Formel (3.): 

auftretende Curyef) vorstellt. Aus den Formeln (A.) erhält man nun 
durch successives Addiren, und mit Rücksicht auf (B.): 



(C.) 



etc. etc. 



t) Auch in der Figur pg. 456 ist diese Corve a angedeutet. 



m 



(E.) 
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Dies vorangeschickt, wollen wir jetzt die die Corre a enthaltende 
m- blättrige Normalzone S^^ mittelst der Substitution 

z — c 

m 

in eine auf der S- Ebene liegende, von zwei cancentrischen Kreisen be- 
grenzte, einblättrige Fläche übergehen lassen. Zu diesem Zweck sind die 
Punkte c und c' respective auf 9( und S der Art zu wählen, dass sie in 
gerader Linie liegen mit den Spitzen derjenigen beiden Tangentialkegel, 
deren Gontactcurven durch a und ß dargestellt sind. 

Gleichzeitig wollen wir die arithmetischen Mittel derjenigen Werthe, 
welche <p, q>', 9", . . . und V', ^', V'", . . . auf dieser neuen einblättrigen 
Fläche S^^ längs a und ß besitzen, durch ein vorgesetztes 3R bezeichnen, 
so dass also z. B., zufolge (7.), die Gleichungen stattfinden: 

etc. etc. 

ferner zufolge (8.) auch folgende Gleichungen stattfinden: 
^ (I.) 9Ä(p„ = 0, 9Ä^. «0, 



3W9'„=a»t„, 


(11.) 3Rv-y=-f»<p^, 


(III.) 3R9„"= W*„'. 


fR^^"— a»9>/, 


a»,.;'- 3R<'. 


(IV.) fRi(,;'- a»,,;. 


etc. 


etc.; 



(F.) 



wobei die unterstrichenen Formeln mit (I.), (II.), (III.), (IV.), etc. bezeich- 
net sind. 

Auf diese arithmetischen Mittel 3R findet nun der früher bewiesene 
Hülfssatz (6.) pg. 424, weil 9, qp', q>", . . . und fpj^\ rp*\ . . . auf @^^ ein- 
deutig und stetig, und innerhalb S^^ harmonisch sind, unmittelbare An- 
wendung; wobei die Fläche ^^^ beständig in ihrer neuen einblättrigen 
Gestalt zu denken ist. Bezeichnet man nämlich die Formeln (C.) respec- 
tive mit (0.), (V.), (0'.), (V'.), etc., so kann man folgendermassen räson- 
niren: 

Nach (I.) ist 9J2 qp^ » 0. Hieraus aber und aus der Formel (0.) folgt 
nach jenem Hülfssatz, dass Tltpß ebenfalls =^ ist. Demgemäss ist nach 
(H.) auch 3ktpJ := 0. Hieraus aber und aus (¥'.) folgt nach jenem Hülfs- 
satz, dass Tlfp^' ebenfalls »» ist. Demgemäss ist nach (IH.) auch 
^(pj' » 0. Hieraus aber und aus {<t>/') folgt, dass ^q>J' ebenfalls » 
ist. Demgemäss ist nach (IV.) auch WitpJ" «s 0. U. s. w. U. s. w. 

In solcher Weise findet man, dass in den unterstrichenen Formeln (E.) 
die ^'a durchweg ==^ sind. Und in ähnlicher Weise ergiebt sich, dass 
Gleiches auch gilt für die WVs der nicht unterstrichenen Formeln. Man 
findet also allgemein: 

anqp^(n) = 0, 2Rqp^(«) = 0, 
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also nach (D.) auch: 
(G.) JUmjn) =» 0, «»y») = 0. 

Das arithmetische Mittel der längs a Torhandenen Werthe Ton 
to^"^ verschwindet also; und hieraas folgt sofort, dass mindestens einer Ton 
diesen Werthen => ist U. s. w. Q. e. d. 

Nach ConstatiruDg der Formeln (14.) betrachten wir jetzt die 
(vielleicht divergirende) Reihe: 

(15.; = (<p' _ y) + (9"— 9') . . . + (9(«+i) - y^»)) + . . . in inf. 

Die einzelnen Glieder (9' — 9), (9'' — 9'), . . . sind nach (6.) lauter 
U*Bf also lauter Fundamentalfunctionen der Fläche H, mithin auf 
9 eindeutig, stetig und innerhalb $( harmonisch. Was femer die 
Werthe des allgemeinen Gliedes 9^*+^^— 9^»^ am Rande a der Fläche 
Ä betrifft, so ergiebt sich nach (8.) und (7.): 

also nach (14.): 

Max abs (^a^'+i) - W^) < ^ (V^""' , 

wo A und X Constanten sind, und x < 1 ist. Zufolge des allge- 
meinen Convergenztheorems [pg. 435] ist daher die Reihe conver- 
gent, und selber eine Fundamentalfunction der Fläd^ 5Ä. Jenes 
lässt sich aber, nachdem seine Convergenz constatirt ist, offenbar 
auch so schreiben: 

= lim«=« [(9' - 9) + (9>" - 9') . • • + (SP^""^'^ - 9>^"0]> 
d. i. =s lim„=« [— 9> + 9^**"^*^], oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt: 
(16.) 9 + lim,=« yt»). 

Analoge Betrachtungen sind, wie leicht zu übersehen, anstell- 
bar hinsichtlich der Functionen ^, jI)\ ^'', . . . ; so dass man also 
zu folgendem Resultat gelangt: Wird 

(17.) = — g) -f- lim,=oc, 9^"^ und V = — ^ + lim,=oo ^<''> 

gesetMj so repräsentirt eine Fundamentalfunction der Fläche Ä, 
apidererseits V eine Fundamentalfunction der Fläche 85. 
Setzt man jetzt 

I für alle Punkte der Fläche «: Q = + 9, 

^ ^ ^-^ I andererseits für alle Punkte von 85 : Q = V + ^, 

80 sind die so definirten beiden Functionen Q auf dem Decknngs- 
gebiet Qaß unter einander identisch, wie sich leicht zeigen lässt. 
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Mit Rücksicht auf (17.) ist nämlich 

I auf «: Ö =. lini^«« V^"^ • 

(andererseits auf 83: Q = lim^_^ fp^^^ . 

Auf dem Gebiet @^,« ist daher die Differenz der beiden Functionen Q 



""»,=« («P^"* - *'"\ d- i- =• lim.= 



.«•'-'. 



also => 0, wie sich, auf Grund der Formeln (14.), durch Benutzung des 
Convergenz-Theorems [(16.) pg. 436] sofort ergiebt Q, e, d. 

Solches constatirt, ist also jetzt auf der ganzen Fläche 91 nur 
eine einzige Function Q ausgebreitet; und diese ist definirt durch die 
Formeln (18.); die mit Rücksicht auf (5.) auch so darstellbar sind: 



(19.) 



{ 



auf «: Q = <D + J'* — U"-^', 
auf 93: Q = V. 



• 

Nun ist O, nach (17.), eine Fundainentalfunction der Fläche %. Glei- 
ches gilt aber auch von f/"»*'*, und, abgesehen von den ünstetig- 
keitsstellen der Function j?'*, auch von F* selber. Andererseits 
ist, nach (17.), V eine FundamentcUfunction der FläcJw 93. Und mit 
Rücksicht auf diese Eigenschaften von 0, £7"'^*, F* und V, folgt 
aus (19.) sofort, dass die Function Q, abgesehen von den Unstetig- 
keitsstellen von F*y auf SR eindeutig, stetig und harmonisch ist, und 
dass femer innerhalb % die genannten drei Eigenschaften der Dif- 
ferenz Q — F* anhaften. Demge7)iäss repräsentirt also Q die Lösung 
der gestellten Aufgabe (4). — Man gelangt also zu folgendem 

Satz. — Auf einer Riemann'schen Kugdfläche SR sei irgend eine 
Normalcalotte % abgegrenzt Femer rep'äsentire f*{ß) eine nur auf 
Ä gegebene mofwgene Function, die innerlmlb Ä irgend welche Unstetig- 
keitsstellen besitzt, hiervon abgesehen aber auf % eindeutig und stetig 
ist. Endlich sei der reelle Theil von f*{z) mit F* bezeichnet: 

(20.) F* = Rthr(4 

Alsdann unrd-man stets eine reelle Function Q == Q(a;, y) zu con- 
struiren im Stande sein, von solcher Besdiaffenheit, dass Q, abgeseJien 
von jenen UnstetigJceitsstellen der Function F*, auf 9i eindeutig, 
stetig ufid harmonisch ist, femer von solcher Besdiaffenheit, dass 
die genannten drei Eigenschaften innerhalb Ä der Differenz Q — F* 
a^ihaften. 
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§ 8. 

Ueber die Construirbarkeit monogener Ponotionen mit 
vorgeschriebenen Unstetigkeiten. 

Nimmt man insbesondere für f*{z) eine Function, deren Un- 
stetigkeit innerhalb 21 auf irgend ein Linienelenient l sich beschränkt, 
und vertauscht man zugleich die Buchstaben Ä, F*, Q respective 
mit X, U*j Uy so gewinnt der vorhergehende Satz folgende Gestalt: 

Satz. — Auf einer Uiemann' selben Ktigdfläd^ 9i sei irgend eine 
Norfnakalotte % abgegrenzt Femer repräsentire 

(A.) r(/s) =U* + i F* 

^ne nur auf % gegebene Function, die in irgend einem innerhalb 
% liegenden Linienelement l unstetig, sonst aber auf % eindeutig 
und stetig ist 

Alsdann unrd stets eine redU Function 

U = Uix, y) 

construirbar sein, von solcher Beschaffenheit, dass U, abgesehen von l, 
auf SR eindeutig, stetig und harmonisch ist, femer von solcher 
Beschaffenheit, dass diese drei Eigenscliaften innerhalb % der Dif- 
ferenz ü — U* anhaften. 

NB. Das gegebene Linienelement l kann beliebig kurz, also z. B. 
auch ein Punk{ sein. 

Wir wollen jetzt die Function U als wirklich construirt be- 
trachten, und eine neue Function V zu bilden suchen, der Art, dass 
U -\- iV eine monogene Function von z ist. Dabei wird Gebrauch 
zu machen sein theils von den Flächen SR, ^atcy SRaAc/, ^aMmt theils 
von den Flächen % und %i. 

Wie gewöhnlich [vgl. die Bemerkung pg. 185] soll 9i^^ diejenige etfi- 

fcuih zusammenhängende Fläche sein, in welche 9i durch die bekannten Bie- 
mann*8chen Schnitte a^, b^, c^ übergeht. Dabei sollen aber diese Schnitte 

der Art construirt gedacht werden, dass die gegebene Calotte X von ihnen 
völlig verschont bleibt. Ferner soll ^abctm diejenige, ebenfalls einftich zu- 
sammenhängende Fläche sein, in welche 91^^ durch zwei Schnitte Z, m über- 
geht, von denen der erstere längs der gegebenen Linie l fortläuft, während 
der letztere eine Fortsetzung des erstem bis zum Rande von 9i^^ vorstellt, 
[ebenso wie früher, pg. 221]. 

Endlich sollen ^^^^ und X^ diejenigen Flächen sein, in welche Ä^^ 

und X durch einen einzigen längs l ausgeführten Schnitt sich verwandeln. 

Bei den folgenden, etwas complicirten Betrachtungen sind nun, 

was die Eigenschaften der gegebenen Function f*(z) = Z7* + t'F* 
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und der construirten Function U betrifft, namentlich drei Punhte 

im Auge zu behalten. 
(1.) Erstens: IHe monogene Function f*{0) = f7* + iV* ist, mit 

Ausnahme von l, auf % eindeutig und stetig. 
(2.) Zweitens: Die reelle Function U ist, mit AusnaJwte von l, auf 

der ganzen Fläche SR, mithin z. B. auch aufSRoMm eindeutig, stetig 

und harmonisch. 
(3.) Drittens: Die Differenz U— U* ist innerhalb % ausnahmslos 

eindeutig, stetig und harmonisch. 

Markirt man jetzt innerhalb %i irgend zwei Punkte Zq und z, 

so ist die Differenz der zugehörigen Werthe V*, nach (1.) darstell- 
bar durch die Formel: 

d. i. durch die Formel: 

(4.) r--r..-/(^.,-^.«), m. 

die Integration von Zq und z jedesmal hinerstreckt gedacht über 
eine innerhalb %i liegende Curve, wie solches angedeutet ist durch 
das beigesetzte [%] . Nimmt man also z. B. für die Integrations- 
curve irgend eine innerhalb % um l herum und in sich zurück- 
laufende Curye r, so erhält man: 

Andererseits aber folgt aus (3.), unter Anwendung eines früheren 
Satzes [(8.) pg. 391], sofort: 

also, falls man diese Formel zur vorhergehenden addirt: 

Der soeben citirte Satz [pg. 391] ist aber auch auf U selber 
anwendbar. Die Fläche %tMm ist nämlich einfach zusammenhängend, 
und« zerfällt also durch jedweden Rückkehrschnitt 6 in zwei ge- 
trennte Stücke, von denen eines blos von 6 selber begrenzt ist. 
Die Anwendung jenes Satzes auf dieses Stück liefert daher, falls 
man die in (2.) angegebenen Eigenschaften von U beachtet, die 
Formel: 
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Diese Formel ist also göltig für jedwede innerhalb ^aMm liegende 
geschlossene Curve <T; wie solches angedeutet sein soll durch das 
beigesetzte [SioAciw]- 

Jetzt fuhren wir eine nette Function V ein, indem wir setzen: 

z 
c 

wo c irgend ein fester Punkt sein soll. Alsdann ist offenbar 

dV du j ^^ du -xi • ?" I -Tr • T? 

ö - = — p— und ^ = ^.— , mithm c + i K eme monogene h une- 

tion von z = x -{- iy. Ferner ergiebt sich aus (2.) und (6.), dass 
V innerhalb Stawm eindeutig und stetig, und in dön Curveii a^, 6*, 
er«, m mit constanten Differenzen behaftet ist. Diese Differenzen 
sind übrigens in den Cunren Cg durchweg = 0^ wie man leicht 
übersieht [vgl. die Betrachtungen auf pg. 216]. Und die Differenz 
in der Curve m ist ebenfalls = 0, zufolge (5.). Demgemäss besitzt 
also V die Eigenschaften der Eindeutigkeit und Stetigkeit nicht nur 
innerhalb 9iaMm> sondern auch innerhalb ätuM- ^ W das JBifwm 
f'+ iV repräsentirt daher eine monoget^ Function von g, dw inner- 
(8.) halb %M eindeutig und stetig, überdies aber in dett Curven a,^ bg mit 
constanten rein imaginären Differenzen behaftet ist. Es bleibt noch 
übrig, das Verhalten dieser Function in der Linie 1, oder allgemeiner 
auf der Calotte X zu untersuchen; wobei zunächst bemerkt sein 
mag, dass in der Formel (7.) statt [9{<,'^/».l auch [Sta*^] geschrieben 
werden darf, weil V in den Curven Cg und 9h keine Differenzen also 
keine Stetigkeitsnnterbrechungen darbietet. Jene Formel (7. ) ist mit- 
hin ersetzbar durch die etwas einfachere: 

Nach (S.'i ist nun U — U* innerhalb X eindeutig, stetig und 
harmonisch. Gleiches aber gilt daselbst auch von ?" — F*. Markirt 
man nämlich innerhalb % zwei Punkte z^ und r, so ist die Differenz 
der zugehörigen Werthe T"* darstellbar durch die Formel (4^): 

andererseits aber die Differenz der zugehörigen Werthe F, zufolge 
(9.), darstellbar durch die analoge Formel: 
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die Integration jedesmal hinerstreckt über eine von 0q nach 
gehende und innerhalb %i bleibende Curve. Durch Subtraction der 
beiden letzten Formeln folgt: 

Nach (3.) ist aber U — U* innerhalb % ausnahmslos eindeutig, 
stetig und harmonisch. Somit folgt aus (10.), dass V — V* inner- 
halb % ausnahmslos eindeutig und stetig ist. Und demgemäss tvird 
also innerhalb % auch 

(11.) . (JJ + iV) — {U* + iV*) 

ausnahmslos eindeutig und stetig sein. Dies Ergebniss mit dem 
firüheren Resultat (8.) zus^mmengefasst, gelangt man zu folgendem 
Theorem. — Auf einer Biemann' sehen Kugelfläche 9t sei ein 
Liniensegment l gegeben^ welches beliebig Teure, also z. B. auch ein 
,^. Punlct sein Jcann. Jedenfalls aber sei l von solcher Lage und Grösse^ 
^ '^ dass auf SR eine Normalcalotte % angebbar ist, innerhalb deren l 
sich befindet. Ferner bezeichne f*{z) eine blos auf % gegebene mono- 
gene Function, die in l unstetig, sonst aber auf % eindeutig und stetig 
ist, — Alsdann wird stets eine monogene Function f{z) von folgenden 
Eigenschaften construirbar sein: 

I. f(z) ist, mit Ausnahme von l, a^, bn (x = 1, 2, • • • j>), auf SR 
eindeutig und stetig. 

II. f{z) ist im Bereich von l durch die Formel 

f{z) = f*(z) + [eindeut. stet. Funct.] 

darstellbar, überdies aber in den Curven a^, bn mit constanten rein 
imaginären Differenzen behaftet. 

Etwas einfacher gestaltet sich der Satz, wenn l ein Punkt ist. 
Denkt man sich z. B. auf SR irgend einen Punkt c markirt, das 
Bereich desselben mit Vi{c, z), respective Ä(y, 5) bezeichnet, und 

gesetzt, wo N irgend eine positive ganze Zahl sein soll, so ist offen- 
bar stets eine Normalcalotte angebbar, innerhalb deren c sich befindet. 
Denn man erhält eine derartige Calotte einfach dadurch, dass man 
den Rand des Bereiches Vi{c,z) in geeigneter Weise determinirt. 

Nouraann, Aberache lutogralo. 2. Aufl. 80 
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Man darf somit im vorhergehenden Theorem für l den Punkt c, 
und für f*(ß) die soeben genannte Function nehmen, und gelangt 
so zu folgendem 

Satz. — Markirt man auf einer Biemann'schen Kugelfläche 91 

irgend einen Punkt c, hezeidmet man femer das Bereich dieses Punktes 

(C.) mit U(c, jEf), respective 21 (y, 0? ^^ versteht man ausserdem unter N 

eine beliebig gegebene Zahl aus der Beilie 1, 2, 3, . . ., 50 unrd stets 

eine monogene Function f{z) von folgenden Eigenschaften construirbar sein : 

I. Sie ist, mit AusnaJime des Punktes c und der Linien ax, bx, 
auf 9t eindeutig und stetig. 

II. Sie ist im Bereich des Punktes c durch die Formel 

f(^) *= IT + [eind. stet. Funct.l 

darstellbar, daselbst also mit einem Pol N^^ Ordnung beJiaftct] und sie 
besitzt überdies in den Linien a^, bx constante rein imaginäre 
Differenzen. 

§9. 
Beweis der Biemann'sohen Existenztheoreme. 

Bezeichnet 91 eine Riemann'sche Kugelfläche, und c irgend einen 
auf 9t markirten Punkt, so wird sofort eine Function r{z) angebbar 
sein, die im Bereich von c eindeutig und stetig ist, und die über- 
dies in diesem Bereidi keinen NuUpunkt hat, ausser einem in c selber 
(1.) befindlichen Nullpunkt erster Ordnung. Auch übersieht man sofort, 
dass die Function r(z) durch diese Anforderungen noch keineswegs 
bestimmt ist, dass also unendlich viele derartige Functionen r(e) 
existiren. Sind r(z) und r'(z) irgend zwei derselben, so wird der 
Quotient 

(2.) 4^ 

eine Function sein, die im Bereich von c ausnahmslos eindeutig, 
stetig und nicfitverschwindend ist. 

Ich habe hier die Bezeichnung r oder r(z) genau in demselben 
Sinne gebraucht, wie es von Riemann geschehen ist [vgl. die Be- 
merkung pg. 200]. 

Dies vorangeschickt, mag nun, ebenso wie in (B.) pg. 465, auf 
91 irgend ein Liniensegment l von solcher Lage und Grösse gegeben 
sein, dass eine Normalcalotte % angebbar ist, innerhalb deren l 
sich befindet. Diese Calotte Z kann mittelst der Substitution 

(3-) Z--C- = 5'" 
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in eine in der g- Ebene liegende einblättrige Kreisfläche verwandelt wer- 
den. Dabei bezeichnet m die Blätteranzahl von %, ferner c den 
Windungspunkt von % (oder, falls m=l, einen beliebigen Punkt 
innerhalb %), endlich c' den in Bezug auf die Randcurve der Calotte 
zu c conjugirten Punkt. Bei dieser Umwandlung wird das innerlialh 
der Calotte % befindliche Liniensegment Z, dessen Endpunkte c^, c^ 
sein mögen, in ein innerhalb der Kreisfläche liegendes Liniensegment 
X übergehen, dessen Endpunkte y^, y^ heissen mögen. 
Die Function 

(4.) 9(0 = [-1- ;; 

ist alsdann auf jener Kreisfläche, mithin auch auf % selber regulär, 
und daselbst nur mit einem Pol und ebenso nur mit einem Null- 
punkt behaftet. Ersterer liegt in y^ respective c^, letzterer in y^ 
oder c^y und beide sind erster Ordnung. Definirt man also jetzt 
eine neue Function f*{ß) mittelst der Formel 

so wird dieselbe, bei geeigneter Einschränkung der lutegrations- 
curve, auf %, abgesehen von l, eindeutig und stetig, in l mit der 
(6.) Constanten Differenz 27ti behaftet, und in den Bereichen der Punkte 
c^ und c^ respective durch die Formeln 

f*{js) = — log (g — yj -|- [eind. stet. Funct.], 

f*(z) == + log (e — yjj) -f [eind. stet. Funct.] 

darstellbar sein, [wie solches aus dem Satz (F.) pg. 231 sofort folgt]. 
Absichtlich soll auch weiterhin irgend eine specielle Voraussetzung 
über die Lage der Linie l innerhalb % vermieden werden. Ob also 
irgend ein Punkt der Linie l, z. B. einer ihrer Endpunkte c^, c^ 
mit dem Windungspunkt c der Calotte % zusammenfällt, soll völlig in 
suspenso bleiben. Wie dem auch sei, jedenfalls wird die Function 
5 — ^1 (zufolge ihrer Definition) im Bereich des Punktes c^ ein- 
deutig und stetig sein, und daselbst keinen Nullpunkt haben, ab- 
gesehen von einem in c^ selber liegenden Nullpunkt erster Ordnung. 
Genau dieselben Eigenschaften besitzt aber nach (1.) auch r^(z), 
falls man nämlich unter r^{z) irgend eine beliebige unter den dem 
Punkte Cj zugehörigen Functionen r{z) versteht. Demgemäss ist also 

WO Ei(z) eine Function vorstellt, die im Bereich von Cj eindeutig, 

80* 



(7.) 
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stetig und nichtverschtcindend ist. Setzt man also dieser Formel ent- 
sprechend 

log (e — yi) = log r, (ss) + log E, (z), 

so werden sich dabei die Logarithmen in solcher Weise festsetzen 
lassen, dass log (f — yj mit dem in (7.) vorhandenen Logarithmus 
identisdi, und dass gleichzeitig log E^ (z) im Bereich von c^ eindeutig 
und stetig ist. Solches ausgeführt gedacht^ ist also: 

log iX — ' Vi) = log r^(ji) + [eind, stet. Funct.]. 
In analoger Weise erhält man offenbar: 

log (f — yjj) = log r^iz) + [eind. stet. Funct.]; 
und demgemäss kann man also die in (6.), (7.) gegebene Charak- 
teristik der Function f*{ß) gegenwärtig auch so aussprechen: 

Die Function /'*(^) ist, abgesehen von der Linie Z, auf der 
Calotte % eindeutig und stetig. Sie ist längs der von c^ nach c^ 
laufenden Linie l mit der constanten Differenz 2ni behaftet: 

(8.) längs h f*(X) — riif) = 27ti 

Und sie ist endlich in den Bereichen der Punkte c^ und Cg respec- 
tive durch die Formeln darstellbar: 

f*(js) = — log r^{z) + [eind. stet Funct.], 

f*{z) = + log r^{z) + [eind. stet. Funct.]. 

Auf diese Function f*(z) ist somit das Theorem (B.) pg. 465 
ohne Weiteres anwendbar, ebenso auch auf die Function Cf*(z)y 
falls nämlich C irgend welche Constante vorstellt. Man gelangt 
daher zu folgendem Resultat: 

Satz. — Auf einer Riemann'schen Kugelfläehe 91 sei ein Linien- 
Segment l mit den Endpu/nkten c^, c^ gegeben von solcher Lage und 
Grösse, dass auf 9t irgend eine Normalcalotte angehbar ist, innerhalb 
deren l sich befindet üeberdies sei gegeben eine beliebige Constante C. 
Alsdann wird stets eine monogene Function f{z) von folgenden Eigen- 
scJuiften construirbar sein: 

L Sie ist^ mit AusnaJime der Linien l und ax, bx, auf 9t ein- 
deutig und stetig. 

IL Sie ist in den Bereichen der Punkte c^ und c^ respective durch 
die Formeln 

f{z) = — C log r^ (js) + [eind. stet. Funct.] , 
f{z) = + Clog r^(0) + [eind. stet. Funct.] 
darstellbar^ und gleichzeitig in der von c^ nach c^ laufenden Linie l 



(9.) 



(D.) 



(E.) 
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mit der constanten Differenz C .27ti behaftet Ueberdies besitzt sie 
in den Curven a^, 6x constante rein imaginäre Differenzen. 

Dabei bezeichnen r^{z) und r^{z) die den Punkten c^ und c^ zu- 
gehörigen Biemann' sehen Functionen r(z); [vgl. (1.) pg. 466]. 

Stillschweigend haben wir bis jetzt stets vorausgesetzt, das 
Linienelement l solle die Curven a^, 6x weder schneiden noch be- 
rühren. Man übersieht aber leicht , dass die gefundenen Sätze fast 
genau in gleicher Weise auch dann noch ableitbar sind, wenn l 
seiner ganzen Länge nach in eine jener Curven hineinfällt. Man 
erhält alsdann z. B. an Stelle des letzten Satzes, indem man gleich- 
zeitig für C die Constante - — r eintreten lässt, folgenden Satz: 

Satz. — Irgend eine der 2p Curven a^, 6x möge mit s bezeichnet, 
und diese Curve s durdi zwei Punkte c^ und c^ in zwei Theik l und 
{s — l) zerlegt sein, und zwar in solcher Weise, dass auf 91 irgend eine 
Nornuilcalotte angebbar ist, innerhalb deren l sich befindet. Gleich- 
zeitig mögen jene Theilptinkte in solcher Auswahl mit c^, c^ bezeichnet 
sein, dass die Richtung c^ c^ des Segmentes l zusammenfällt mit der 
Richtung von s selber. Alsdann wird stets eine monogene Function f{z) 
von folgenden Eigenschaften construirbar sein: 

L Sie ist, mit Ausnahme der 2p Curven a«, b^, auf 91 ein- 
deutig und stetig, 

IL Sie ist in den Bereichen der Punkte q und Cg respective durch 
die Formeln: 

f{g) = — - — r log r^{z) + [eind. stet. Funct.], 
f{z) = + - — r log r^{z) + [eind. stet. Funct.]. 

A TL fr 

darstellbar, Sie besitzt femer in sämmtlichen Curven a^, &x, jedoch in 
s nur längs des Theiles (s —l) constante rein imaginäre Differenzen, 
längs l hingegen eine Differe^iz, die um 1 grösser ist als die längs {s — l). 

Bezeichnet man also die Differenz längs (s — l) etwa mit iA, 
wo A eine reelle Constante vorstellt, so wird die Differenz längs l 
den Werth 1 -}- iA haben. 

Aus den beiden letzten Sätzen sind jetzt weitere Consequenzen 
zu ziehen, zunächst aus dem Satze (D.). Sind auf 91 zwei ganz be- 
liebige Punkte Ci, Cg markirt, und denkt man sich die 2p Curven 
ax, bx der Art eingerichtet, dass keiner der beiden Punkte hart an 
einer dieser Curven liegt, so wird man stets auf 9i von c^ nach c^ 
eine die Curven ax, bx vermeidende Linie L ziehen können. Hier- 
auf aber wird man L in einzelne Segmente l zerlegen können, deren 



(F.) 
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jedes der in (D.) gestellten Anforderung entspricht Denkt man 
sich nun för jedes solches Segment l die im Satze (D.) angegebene 
Function f{z) construirt, und die Summe all' dieser Functionen f(z) 
mit jP(jsr) bezeichnet, so gelangt man [die in (D.) auftretende Con- 
stante (7=1 gesetzt] zu folgendem Resultat: 

Satz. — Sind auf 9i irgend ewei Funkte c^, c^ marJcirt, femer 
die Curven a^, 6x so eingerichtet, dass jene Punkte von diesen Cfurven 
durch irgend welche Zwisdtenräume getrennt sind, und ist endlich van 
Cj nach c^ auf St irgend eine die Curven ax, hx vermeidende Linie L 
gebogen, so wird stets eine monogene Function F(z) von folgenden 
Eigenschaften construirhar sein: 

I. Sie ist, abgesehen von den Linien l, Ox, &x, auf^ überall ein- 
deutig und stetig. 

IL Sie ist in den Bereichen der Funkte c^, Cg respedive durch 

die Formeln 

F{z) = — log r^iz) + [eind. stei Funci], 

F(z) = + log r^(0) + [eind. stet. Funct.] 

darstellbar j und gleichzeitig in der von c^ nach c^ geltenden Linie L 
mit der constanten Differenz 2%i behaftet. Ueberdies besitzt sie in den 
Curven ax, bx constante rein imaginäre Differenzen. 

In ganz analoger Weise führt endlich der Satz (E.), falls man 
die dortige Curve s ebenfalls in einzelne hinreichend kleine Segmente 
l zerlegt, für jedes solches Segment l die zugehörige Function f{z) 
construirt, und die Summe all' dieser Functionen f{z) mit F{z) be- 
zeichnet, zu folgendem Resultat: 

Satz. — Bezeichnet man irgend eine der Ctirven ax, bx mit 5, so 
(G.) wird stets eine monogene Function F(z) von folgenden Eigenschaften 
constmirbar sein: 

I. Sie ist, mit AusnaJime der Curven ax, bx, auf 91 überall ein- 
deutig und stetig. 

IL Sie ist in den Curven ax, bx mit constanten Differenzen be- 
haftet^ und zwar ist der reelle Theil der längs s vorJmndenen Differenz 
= 1; während die reellen Theile der Differenzen für die übrigen 
Curven ax, bx durchweg «= sind. 

Durch Superposition mehrerer derartiger Functionen F{z) ge- 
langt man alsdann sofort zu folgendem allgemeinem* Satz: 
/jj\ Satz. — Es wird stets eine fno7iogene Function <t>{z) von folgen- 

den Eigenschaften cmistruirbar sein: 

I. Sie ist, mit Ausnahme der 2p Curven ax, bx, auf 91 überall 
eindeutig und stetig. 
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IL Sie ist in den Gurven a», 6x wiY constanten Differenzen be- 
liaftet, deren reelle Theile beliebig vorgeschriebene WertJie besitzen. 

Dieser Satz (H.) ist aber nichts Anderes als das erste Existenz- 
theorem pg. 238. Femer ergiebt sich, durch Combination dieses 
Satzes (H.) mit dem früheren Satz (C.) pg. 466, die Richtigkeit des 
zweiten Eodstenztheorems pg. 239. Gombinirt man endlich den Satz 
(H.) mit (F.), und beachtet man dabei die hinsichtlich der Func- 
tionen r{z) auf pg. 466 gemachten Bemerkungen, so erhält man den 
Beweis für die Richtigkeit des dritten Existenztlieorems pg. 239, 
wenigstens innerhalb desjenigen Spielraumes, in welchem dieses 
Theorem bei den Untersuchungen des vorliegenden Werkes in An- 
wendung gebracht ist. 

Den genannten ExistenztJieoremen stehen gewisse UnitätstJieoreme 
zur Seite. Ich habe mich im gegenwärtigen Gapitel auf den Beweis 
der erstem beschränken können. Denn die letztem sind bereits 
früher absolvirt worden, durch die Sätze (1.), (2.), (3.) pg. 236. 
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